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摘要：　 研究了一类 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的稳定化问题．首先，在一个不稳定的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ
运动驱动的非线性随机时滞微分方程的漂移项中设计了时滞反馈控制， 得其相应的控制系统．其次， 利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数方法给出其相应的控制系统是渐近稳定的充分条件．最后， 通过例子说明了所得的结果．
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引　 　 言

随机微分方程常被用来刻画随机动力系统，且已广泛地应用于科学工业中．在随机微分方程的研究中，
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稳定性的研究引起了研究者们的极大关注［１⁃３］ ．实际中，许多随机动力系统不仅仅依赖于当前状态还依赖于

过去状态，面对这样的情形一般用随机时滞微分方程来刻画．关于随机时滞微分方程解的稳定性和稳定化的

研究已取得一定的成果，参见文献［４⁃９］及其中的参考文献．
另一方面，很多实际问题如不确定性问题、风险度量问题以及金融中的超对冲超定价问题等都涉及非线

性期望．文献［１０⁃１１］提出了一类非线性期望（即 Ｇ⁃ 期望）来处理这类问题．在 Ｇ⁃ 期望框架理论下，文献［１０⁃
１１］进一步介绍了 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动以及相关的 Ｉｔô 积分．自此，关于 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的研究逐

渐得到学者们的关注并成为热点．Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机时滞微分方程的稳定性和稳定化方面的研究已

取得了一定的成果［１２⁃１５］ ．文献［１６］研究了 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的稳定化，考虑了基于离散观

测状态的反馈控制，证明了控制系统的均方指数稳定性和渐近稳定性．最近，文献［１７］利用非周期性间歇控

制实现了 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的稳定化．虽然文献［１６⁃１７］研究了 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微

分方程的稳定化问题，但其考虑的方程系数满足的均是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件和线性增长条件，并没有考虑方程系数

是非线性的情形．到目前为止，关于 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的稳定化的研究成果几乎

没有．另一方面，对于一个不稳定的随机时滞微分方程，能否设计一个时滞反馈控制使其变得稳定是一个有

趣的问题．目前已研究的反馈控制大部分是基于当前状态设计的，而基于过去状态设计的反馈控制的研究成

果却相对较少．本文通过在 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的漂移项中设计基于过去状态的

时滞反馈控制从而使不稳定的该类方程变得稳定．
本文的结构如下：第 １ 节介绍了一些符号、假设条件和预备知识； 第 ２ 节给出了主要结果，在不稳定的

Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的漂移项中设计了时滞反馈控制，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法证

明了相应的控制系统是渐近稳定的； 第 ３ 节通过例子说明了所得的结果；第 ４ 节给出了本文的结论．

１　 预 备 知 识

令 Ｒ ＝ （ － ∞， ＋ ∞），Ｒ ＋ ＝ ［０， ＋ ∞） ．对任意的 ｘ ∈ Ｒｎ， ｜ ｘ ｜ ＝ ｘＴｘ 表示 Ｅｕｃｌｉｄ 范数．若 Ａ 是一个向

量或矩阵，则 ＡＴ 代表其转置．对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ，〈ｘ，ｙ〉 或 ｘＴｙ 表示 ｘ，ｙ 的内积．对 ∀ａ，ｂ ∈ Ｒ，ａ ∨ ｂ ＝ ｍａｘ { ａ，
ｂ } 和 ａ ∧ ｂ ＝ ｍｉｎ { ａ，ｂ } ．

定义 １（Ｇ⁃ 正态分布） 　 在一个次线性期望空间 （Ω，Ｈ，Ｅ） 中，Ｈ 中的一个随机变量 Ｘ 满足

　 　 Ｅ［Ｘ２］ ＝ σ－ ２， － Ｅ［ － Ｘ２］ ＝ σ－
２，

并且对每一个独立于 Ｘ 的随机变量 Ｘ
－
∈ Ｈ（Ｘ

－ ＝ｄ Ｘ） 有

　 　 ａＸ ＋ ｂＸ
－ ＝ｄ ａ２ ＋ ｂ２ Ｘ，　 　 ∀ａ，ｂ ≥ ０，

则称 Ｘ 是 Ｇ⁃ 正态分布的，记 Ｘ ～ Ｎ（０，［σ－
２，σ－ ２］） ．

定义 ２（Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动）　 在次线性空间 （Ω，Ｈ，Ｅ） 上的随机过程（Ｂ（ ｔ）） ｔ≥０ 被称作是 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动，如
果对每一个 ｎ ∈ Ｎ 及 ０ ≤ ｔ１ ≤ ｔ２ ≤ … ≤ ｔｎ ≤ ∞，有 Ｂ（ ｔ１），Ｂ（ ｔ２），…，Ｂ（ ｔｎ） ∈ Ｈ 满足

 Ｂ（０） ＝ ０；
 对任意的 ｔ，ｓ ≥０，ω ｔ ＋ｓ － ω ｔ 是 Ｎ（０，［ ｓσ－

２，ｓσ－ ２］） 分布的且与（Ｂ（ ｔ１），Ｂ（ ｔ２），…，Ｂ（ ｔｎ）） 相互独立，其
中 ０ ≤ ｔ１ ≤ ｔ２ ≤ … ≤ ｔｎ ≤ ｔ ．

关于定义在次线性空间 （Ω，Ｈ，Ｅ） 上的 Ｇ⁃ 正态分布、 Ｇ⁃ 期望以及相关的 Ｉｔô 积分和二次变差过程的详

细介绍，可参见文献［１０⁃１１］．对 ∀Ｔ ∈ Ｒｎ，［０，Ｔ］ 上的一个分割 πＴ ＝ { ｔ０，ｔ１，…，ｔＮ } 满足 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜
… ＜ ｔＮ ＝ Ｔ，μ（πＴ） ＝ ｍａｘ { ｜ ｔｉ ＋１ － ｔｉ ｜ } ，ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ － １．给定 ｐ ≥ １， 定义

　 　 Ｍｐ，０
Ｇ （［０，Ｔ］） ＝ { η ｔ ＝ ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ０
ξ ｊＩ［ ｔ ｊ，ｔ ｊ ＋１）（ ｔ） ｜ ε ｊ ∈ Ｌｐ

Ｇ（Ωｔ ｊ） } ．

Ｍｐ
Ｇ（［０，Ｔ］） 表示Ｍｐ，０

Ｇ （［０，Ｔ］） 在范数‖η‖Ｍｐ，０
Ｇ （［０，Ｔ］） ＝

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｅ［ ｜ η ｔ ｜ ｐ］ｄｔæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ｐ

下的完备空间．Ｈ ｔ 是由 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ
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运动 {Ｂ（ ｔ） } ｔ≥０ 生成的滤子簇．令 Ｂ（ ｔ） 是一个 １ 维的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动，且 Ｇ（ａ） ＝ Ｅ［ａＢ２（１）］ ／ ２ ＝ （σ－ ２ａ ＋ －

σ－
２ａ －） ／ ２，ａ ∈ Ｒ，其中 Ｅ［Ｂ２（１）］ ＝ σ－ ２， － Ｅ［ － Ｂ２（１）］ ＝ σ－

２，０ ≤ σ－ ≤ σ－ ＜ ∞ ．

定义 ３　 对 ∀η ｔ ∈ Ｍ１，０
Ｇ （０，Ｔ），〈Ｂ〉（ ｔ） 表示 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动 Ｂ（ ｔ） 的二次变差过程，定义

　 　 ∫Ｔ
０
η ｔｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ０
η ｊ（〈Ｂ〉（ ｔ ｊ ＋１） － 〈Ｂ〉（ ｔ ｊ）），

其中

　 　 〈Ｂ〉（ ｔ） ｌｉｍ
Ｎ→∞

∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ０
（Ｂ（ ｔＮｊ＋１） － Ｂ（ ｔＮｊ ）） ＝ Ｂ２（ ｔ） － ２∫ｔ

０
Ｂ（ ｓ）ｄＢ（ ｓ） ．

命题 １　 对任意的 ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ ＜ ∞， 有

 Ｅ ∫Ｔ
０
η ｔｄＢ（ ｔ）[ ] ＝ ０， Ｅ ∫Ｔ

０
η ｔｄＢ（ ｔ）( )

２

[ ] ＝ Ｅ ∫Ｔ
０
η ２

ｔ ｄ〈Ｂ〉（ ｔ）[ ] ≤ σ－ ２∫Ｔ
０
Ｅ［η ２

ｔ ］ｄｓ，∀η ｔ ∈ Ｍ２
Ｇ（０，Ｔ）；

 Ｅ ∫Ｔ
０
｜ η ｔ ｜ ｐｄｔ[ ] ≤ ∫Ｔ

０
Ｅ［ ｜ η ｔ ｜ ｐ］ｄｔ，∀η ｔ ∈ Ｍｐ

Ｇ（０，Ｔ）， ｐ ≥ １．

令 τ ＞ ０，ＢＣ（［ － τ，０］；Ｒｎ） 表示所有定义在［ － τ，０］ 上的 Ｒｎ 值函数 η 的集合且其范数为 ‖η‖ ＝
ｓｕｐ －τ≤θ≤０ ｜ η（θ） ｜ ．定义 Ｃｐ

Ｈｔ
（［ － τ，０］；Ｒｎ） 是所有 Ｈ ｔ 可测的 Ｃ（［ － τ，０］；Ｒｎ） 值的随机变量的集合，且满足

ｓｕｐ －τ≤θ≤０Ｅ ｜ φ（θ） ｜ ｐ ＜ ∞ ．
考虑如下不稳定的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程：
　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄＢ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０， （１）

其中，对 ∀ｔ ≥０，Ｂ（ ｔ） 是一个 １ 维的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动，〈Ｂ〉（ ｔ） 是其二次变差过程．ｆ，ｇ，ｈ：Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒｎ 是

Ｂｏｒｅｌ 可测的，且 ｆ，ｇ，ｈ ∈ Ｍｐ
Ｇ（［ － τ，Ｔ］）（∀Ｔ ＞ ０） ．方程（１）的初始值为

　 　 ｘ０ ＝ η ＝ { ｘ（ ｔ）： － τ ≤ ｔ ≤ ０ } ∈ Ｃｐ
Ｈ０

． （２）
为了使方程（１）变得稳定，本文在方程（１）的漂移项中设计反馈控制 ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）），这里在反馈控制到

达系统的时间和状态观测的时间之间考虑了时滞 δ（δ ＞ ０） ．现实中，反馈控制依赖于过去状态 ｘ（ ｔ － δ） 更具

有实际意义（见文献［９，１８］） ．文中假设 δ ≤ τ ．从而方程（１）对应的控制系统如下：
　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ ［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄＢ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０． （３）

对 ∀ｘ，ｘ－，ｙ，ｙ－ ∈ Ｒｎ， 假设以下条件成立：
（Ａ１） 假设对任意的 ｎ ＞ ０，存在一个常数 Ｌｎ ＞ ０ 满足对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 有

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） － ｆ（ ｔ，ｘ－，ｙ－） ｜ ∨｜ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ） － ｇ（ ｔ，ｘ－，ｙ－） ｜ ∨｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ） － ｈ（ ｔ，ｘ－，ｙ－） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｌｎ（ ｜ ｘ － ｘ－ ｜ ＋ ｜ ｙ － ｙ－ ｜ ）， （４）

其中　 　 ｜ ｘ ｜ ∨｜ ｘ－ ｜ ∨｜ ｙ ｜ ∨｜ ｙ－ ｜ ≤ ｎ ．
（Ａ２） 假设存在正数 Ｋ 和 ｑｉ ≥ １（ ｉ ＝ １，２，３），使得 ｆ，ｇ，ｈ 满足

　 　
｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ≤ Ｋ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｑ１ ＋｜ ｙ ｜ ｑ１），
｜ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ≤ Ｋ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｑ２ ＋｜ ｙ ｜ ｑ２），
｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ≤ Ｋ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｑ３ ＋｜ ｙ ｜ ｑ３） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

当 ｑｉ ＝ １（ ｉ ＝ １，２，３） 时，式（５）是线性增长条件．给定初始值（２），在假设（Ａ１）下方程（１）存在唯一的局部解．
令 Ｃ１，２（Ｒ ＋ × Ｒｎ；Ｒｎ） 是所有定义在 Ｒ ＋ × Ｒｎ 上的非负函数 Ｖ（ ｔ，ｘ） 的集合，且 Ｖ（ ｔ，ｘ） 关于自变量 ｔ 和 ｘ

分别是一阶连续可导的和二阶连续可导的．定义算子 ＬＶ：Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒ：
　 　 ＬＶ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ Ｖｔ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｖｘ（ ｔ，ｘ） ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋
　 　 　 　 Ｇ（〈Ｖｘ（ ｔ，ｘ），２ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ）〉 ＋ 〈Ｖｘｘ（ ｔ，ｘ）ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ），ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ）〉），

其中
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　 　 Ｖｔ（ ｔ，ｘ） ＝ ∂Ｖ（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

， Ｖｘ（ ｔ，ｘ） ＝ ∂Ｖ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ１

，∂Ｖ（ ｔ，ｘ）
∂ｘ２

，…，∂Ｖ（ ｔ，ｘ）
∂ｘｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｖｘｘ（ｘ，ｔ） ＝ ∂２Ｖ（ ｔ，ｘ）

∂ｘｉ∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ×ｎ
．

为了防止方程（１）局部解的爆破，下面给出另一个假设．

（Ａ３） 假设存在一对函数 Ｖ
－
∈ Ｃ１，２（Ｒ ＋ × Ｒｎ） 和 Ｈ ∈ Ｃ（［ － τ，∞ ） × Ｒｎ； Ｒ ＋），以及正数 ｑ ≥ ２（ｑ１ ∨ ｑ２

∨ ｑ３） 和正数 ｃ０，ｃ１，ｃ２，ｃ３ 使得对 ∀（ ｔ，ｘ，ｙ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ 和 ｚ ∈ Ｒｎ 有

　 　 ｃ２ ＋ ｃ３ ＜ ｃ１， ｜ ｘ ｜ ｑ ≤ Ｖ
－
（ ｔ，ｘ） ≤ Ｈ（ ｔ，ｘ），

　 　 ＬＶ
－
（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ Ｖ

－

ｘ（ ｔ，ｘ）ｕ（ ｔ，ｚ） ≤ ｃ０ － ｃ１Ｈ（ ｔ，ｘ） ＋ ｃ２Ｈ（ ｔ － τ，ｙ） ＋ ｃ３Ｈ（ ｔ － δ，ｚ）
成立．

根据文献［１９］中的定理 ５．２ 类似可得如下引理．
引理 １　 若假设（Ａ１） ～ （Ａ３）成立， 则对任意给定初始值（２）的方程（３）， 存在唯一的全局解 ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥

－ τ） 且满足

　 　 ｓｕｐ
－τ≤ｔ≤∞

Ｅ（ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｑ） ＜ ∞ ． （６）

２　 主 要 结 果

本节将利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法讨论方程（３）的 Ｈ∞ 稳定性和渐近稳定性． 对 ∀ｔ ≥ ０， 定义 ｘｔ { ｘ（ ｔ ＋

ｓ） ｜ － ２τ ≤ ｓ ≤０ } ．当 ０ ≤ ｔ ＜ ２τ 时，为了很好地定义 ｘｔ，令 ｘ（ ｓ） ＝ η（ － τ）（ － ２τ ≤ ｓ ＜ － τ） ．接下来定义

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ，ｘｔ） ＝ Ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＋ θ∫０
－δ
∫ｔ
ｔ ＋ｓ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｓ，　 　 ｔ ≥ ０， （７）

其中 θ 是一个待确定的正数，且
　 　 Ｑ（ ｔ） ＝ δ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） ｜ ２ ＋
　 　 　 　 σ－ ４δ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋ σ－ ２ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ．

设

　 　 ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ） ＝ ｆ（０，ｘ，ｙ）， ｕ（ ｓ，ｚ） ＝ ｕ（０，ｚ）， ｇ（ ｓ，ｘ，ｙ） ＝ ｇ（０，ｘ，ｙ）， ｈ（ ｓ，ｘ，ｙ） ＝ ｈ（０，ｘ，ｙ），
　 　 ∀（ ｓ，ｘ，ｙ） ∈ ［ － ２τ，０） × Ｒｎ × Ｒｎ ．

对 Ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） 应用 Ｉｔô 公式得

　 　 ｄＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 Ｕｔ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋
　 　 　 　 Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄＢ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 １
２

Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｘ２（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＝

　 　 　 　 Ｕｔ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋
　 　 　 　 Ｇ（〈Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）），２ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉 ＋
　 　 　 　 〈Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）），ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋

　 　 　 　 Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ １
２

Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ２（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））é

ë
êê

ù

û
úú ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） －

　 　 　 　 Ｇ（〈Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）），２ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉 ＋
　 　 　 　 〈Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）），ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋
　 　 　 　 Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄＢ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 Ｕｔ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋
　 　 　 　 Ｇ（〈Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）），２ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉 ＋
　 　 　 　 〈Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）），ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋ ｄＭ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０， （８）
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其中 Ｍ（ ｔ） 是一个鞅，且 Ｍ（０） ＝ ０（见文献［１１］） ．因 Ｍ（ ｔ） 具体的形式没有进一步的用处，这里予以省略．经
计算得

　 　 ｄＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＝ （Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） － ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ））］ ＋
　 　 　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）））ｄｔ ＋ ｄＭ（ ｔ）， （９）

这里 ＬＵ： Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒ 定义如下：
　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ Ｕｔ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ）［ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ）］ ＋
　 　 　 　 Ｇ（〈Ｕｘ（ ｔ，ｘ），２ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ）〉 ＋ 〈Ｕｘｘ（ ｔ，ｘ）ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ），ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ）〉） ． （１０）

为了研究方程（３）的 Ｈ∞ 稳定性和渐近稳定性，进一步给出下面假设．
假设 １　 对任意的 （ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ，假设存在函数 Ｕ（ ｔ，ｘ） ∈ Ｃ２，１（Ｒ ＋ × Ｒｎ；Ｒ ＋），Ｗ（ｘ） ∈ Ｃ（Ｒｎ； Ｒ ＋）

和正常数 α 和 ρ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 满足

　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ） ｜ ２ ＋ ρ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ３ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ４ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ≤
　 　 　 　 － ρ ５ ｜ ｘ ｜ ２ ＋ ρ ６ ｜ ｙ ｜ ２ － Ｗ（ｘ） ＋ αＷ（ｙ），　 　 ∀（ ｔ，ｘ，ｙ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ， （１１）

其中　 　 α ＜ １，ρ ６ ＜ ρ ５ ．
假设 ２　 假设存在一个常数 β ＞ ０ 使得

　 　 ｜ ｕ（ ｔ，ｘ） － ｕ（ ｔ，ｙ） ｜ ≤ β ｜ ｘ － ｙ ｜ ，　 　 ∀（ ｔ，ｘ，ｙ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ （１２）
成立，且假设 ｕ（ ｔ，０） ＝ ０．由此假设可得

　 　 ｜ ｕ（ ｔ，ｘ） ｜ ≤ β ｜ ｘ ｜ ，　 　 ∀（ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ ． （１３）
定理 １　 假定条件（Ａ１）、（Ａ２）和假设 １、２ 成立．若 δ 满足

　 　 δ ≤ １
β

２ρ １ρ ２

３
∧ ２

βσ－ ２

ρ １ρ ３

３
∧

４ρ １ρ ４

３β ２σ－ ２ ∧ １
β ２

２ρ １（ρ ５ － ρ ６）
３

， （１４）

则对任意给定的初始值（２），方程（３）的解有如下性质：

　 　 ∫∞
０
Ｅ［ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＋ Ｗ（ｘ（ ｔ））］ｄｔ ＜ ∞ ． （１５）

若存在正常数 ｃ 和 ｐ ＞ ２ 使得 ｃ ｜ ｘ ｜ ｐ ≤ Ｗ（ｘ），∀（ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ， 则方程（３）是 Ｈ∞ 稳定的．即

　 　 ∫∞
０
Ｅ ｜ ｘ（ ｓ） ｜ ｐｄｓ ＜ ∞，　 　 ｐ ∈ ［２，ｐ］ ． （１６）

证明　 给定任意的初始值（２）．设 ｍ０ ＞ ０ 是一个充分大的整数且满足 ‖ｘ０‖ ＝ ｓｕｐ －τ≤ｓ≤０ ｜ η（ ｓ） ｜ ＜ ｍ０ ．
对于每一个整数 ｍ ＞ ｍ０，定义停时 τ ｋ ＝ ｉｎｆ { ｔ ≥ ０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≥ ｍ } ．通常约定 ｉｎｆ ⌀ ＝ ∞，这里 ⌀ 表示空集．
τ ｋ 关于 ｋ 是单调递增的且 ｌｉｍｋ→∞ τ ｋ ＝ ∞ ｑ．ｓ．对式（７）中定义的 Ｖ（ ｔ，ｘｔ） 应用 Ｉｔô 公式得

　 　 ｄＶ（ ｔ，ｘｔ） ＝ ＬＶ（ ｔ，ｘｔ） ＋ ｄＭ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０， （１７）
其中

　 　 ＬＶ（ ｔ，ｘｔ） ＝ ＬＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） － ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 θδ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） ｜ ２ ＋ θσ－ ４δ ２ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 θδσ－ ２ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ － θ∫ｔ
ｔ －δ
Ｑ（ ｒ）ｄｒ ． （１８）

利用假设 １ 得

　 　 Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））［ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） － ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ））］ ≤

　 　 　 　 ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ｜ ２ ＋ １
４ρ １

｜ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） － ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ｜ ２ ＋ β ２

４ρ １
｜ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２ ． （１９）

进一步计算得

５４８第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李光洁，等： Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的稳定化



　 　 ＬＶ（ ｔ，ｘｔ） ≤ ＬＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ｜ ２ ＋ β ２

４ρ １
｜ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２

　 　 　 　 ＋ ２θδ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋ ２θδ ２ ｜ ｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ）） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 θδ ２σ－ ４ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋ θδσ－ ２ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ － θ∫ｔ
ｔ －δ
Ｑ（ ｒ）ｄｒ ． （２０）

取 θ ＝ ３β ２ ／ （４ρ １） ．由式（１４）得 ２θδ ２ ≤ ρ ２，θδ ２σ－ ４ ≤ ρ ３ 和 θδσ－ ２ ≤ ρ ４， 结合式（１３）有
　 　 ＬＶ（ ｔ，ｘｔ） ≤

　 　 　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ｜ ２ ＋ β ２

４ρ １
｜ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２

　 　 　 　 ＋ ρ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋ ρ ３ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ρ ４ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ ＋ ２θδ ２β ２ ｜ ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２ － θ∫ｔ
ｔ －δ
Ｑ（ ｒ）ｄｒ ≤

　 　 　 　 － ρ ５ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＋ ρ ６ ｜ ｘ（ ｔ － τ） ｜ ２ － Ｗ（ｘ（ ｔ）） ＋ αＷ（ｘ（ ｔ － τ）） ＋

　 　 　 　 β ２

４ρ １
｜ ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２ ＋ ２θδ ２β ２ ｜ ｘ（ ｔ － δ） ｜ ２ － θ∫ｔ

ｔ －δ
Ｑ（ ｒ）ｄｒ ． （２１）

对式（２１）两边同时取期望得

　 　 ＥＶ（ ｔ ∧ τ ｋ，ｘｔ∧τ ｋ） ≤ Ｖ（０，ｘ０） ＋ ｖ１ ＋ ｖ２ ＋ ｖ３ － ｖ４， （２２）
其中

　 　 ｖ１ ＝ Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
［ － ρ ５ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ ＋ ρ ６ ｜ ｘ（ ｒ － τ） ｜ ２ ＋ ２θδ ２β ２ ｜ ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２］ｄｒ，

　 　 ｖ２ ＝ Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
［ － Ｗ（ｘ（ ｒ）） ＋ αＷ（ｘ（ ｒ － τ））］ｄｒ，

　 　 ｖ３ ＝ β ２

４ρ １
Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
｜ ｘ（ ｒ） － ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２ ｄｒ，

　 　 ｖ４ ＝ θＥ∫ｔ∧τｋ

０
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ．

注意

　 　

∫ｔ∧τｋ

０
｜ ｘ（ ｓ － τ） ｜ ２ｄｓ ≤ ∫ｔ∧τｋ

－τ
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ，

∫ｔ∧τｋ

０
｜ ｘ（ ｓ － δ） ｜ ２ｄｓ ≤ ∫ｔ∧τｋ

－δ
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ ≤ ∫ｔ∧τｋ

－τ
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ，

∫ｔ∧τｋ

０
Ｗ（ｘ（ ｓ － τ））ｄｓ ≤ ∫ｔ∧τｋ

－τ
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ，

ｖ１ ≤ （ρ ６ ＋ ２θδ ２β ２）∫０
－τ

｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ － （ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２）Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ，

ｖ２ ≤ α∫０
－τ
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ － （１ － α）Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２３）

将式（２３）代入式（２２）得

　 　 ＥＶ（ ｔ，ｘｔ∧τ ｋ） ≤ Ｃ － （ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２）Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ －

　 　 　 　 （１ － α）Ｅ∫ｔ∧τｋ

０
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ＋ ｖ３ － ｖ４， （２４）

其中

　 　 Ｃ ＝ Ｖ（０，ｘ０） ＋ （ρ ６ ＋ ２θδ ２β ２）∫０
－τ

｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ ＋ α∫０
－τ
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ．

在式（２４）中令 ｋ → ∞ 得

６４８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　 ＥＶ（ ｔ，ｘｔ） ≤ Ｃ － （ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２）Ｅ∫ｔ
０
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ － （１ － α）Ｅ∫ｔ

０
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ＋ ｖ－ ３ － ｖ－ ４， （２５）

其中

　 　 ｖ－ ３ ＝ β ２

４ρ １
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｘ（ ｒ） － ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２ｄｒ， ｖ－ ４ ＝ θＥ∫ｔ

０
∫ｒ
ｒ－δ

Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ．

当 ｔ ∈ ［０，δ］ 时，有

　 　 ｖ－ ３ ≤ β ２

４ρ １
∫ｔ

０
Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） － ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２ｄｒ ≤

　 　 　 　 ２ β ２

４ρ １
∫δ

０
（Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ ＋ Ｅ ｜ ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２） ｄｒ ≤

　 　 　 　 β ２

ρ １
δ ｓｕｐ

－δ≤ｒ≤δ
Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２( ) ．

当 ｔ ＞ δ 时，有

　 　 ｖ－ ３ ≤ β ２δ
ρ １

ｓｕｐ
－δ≤ｒ≤δ

Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２( ) ＋ β ２

４ρ １
Ｅ∫ｔ

δ
｜ ｘ（ ｒ） － ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２ｄｒ ．

由方程（３）和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得

　 　 Ｅ∫ｔ
δ
｜ ｘ（ ｒ） － ｘ（ ｒ － δ） ｜ ２ｄｒ ≤

　 　 　 　 ３Ｅ∫ｔ
δ
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ≤ ３Ｅ∫ｔ

０
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ．

进而有

　 　 ｖ－ ３ ≤ β ２δ
ρ １

ｓｕｐ
－δ≤ｒ≤δ

Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２( ) ＋ ３β ２

４ρ １
Ｅ∫ｔ

０
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ． （２６）

将式（２６）代入式（２５）得

　 　 ＥＶ（ ｔ，ｘｔ） ≤ Ｃ ＋ δβ ２

ρ １
ｓｕｐ

－δ≤ｒ≤δ
Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２( ) － （ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２）Ｅ∫ｔ

０
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ －

　 　 　 　 （１ － α）Ｅ∫ｔ
０
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ＋ ３β ２

４ρ １
Ｅ∫ｔ

０
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ －

　 　 　 　 θＥ∫ｔ
０
∫ｒ
ｒ－δ
Ｑ（ｖ）ｄｖｄｒ ． （２７）

因 δ ＜ （１ ／ β ２） ２ρ １（ρ ５ － ρ ６） ／ ３ ，所以 ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２ ＞ ０．从而由式（２７）得

　 　 ｍｉｎ { ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２，１ － α } ∫ｔ
０
Ｅ［ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ ＋ Ｗ（ｘ（ ｒ））］ｄｒ ≤

　 　 　 　 （ρ ５ － ρ ６ － ２θδ ２β ２）Ｅ∫ｔ
０
｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２ｄｒ ＋ （１ － α）Ｅ∫ｔ

０
Ｗ（ｘ（ ｒ））ｄｒ ≤

　 　 　 　 Ｃ ＋ δβ ２

ρ １
ｓｕｐ

－δ≤ｒ≤δ
Ｅ ｜ ｘ（ ｒ） ｜ ２( ) ， （２８）

这蕴含了式（１５）成立．因 ｃ ｜ ｘ ｜ ｐ ≤ Ｗ（ｘ），应用不等式 ｜ ｖ ｜ ｂ ≤｜ ｖ ｜ ａ ＋｜ ｖ ｜ ｃ（∀０ ＜ ａ ≤ ｂ ≤ ｃ），对任意的 ｐ
∈ ［２，ｐ］ 可推出

　 　 ｍｉｎ { １，ｃ } ∫∞
０
Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐｄｔ ≤ ｍｉｎ { １，ｃ } ∫∞

０
Ｅ［ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＋｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ ］ｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫∞
０
Ｅ［ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＋ ｃ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ ］ｄｔ ≤ ∫∞

０
Ｅ［ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＋ Ｗ（ｘ（ ｔ））］ｄｔ ＜ ∞，

由此可得式（１６）成立．证毕．
定理 ２　 假设定理 １ 的条件都成立．若 ｐ ≥ ２ 且 ｑ ≥ （ｐ ＋ ｑ１ － １） ∨ （ｐ ＋ ｑ２ － １） ∨ （ｐ ＋ ２ｑ３ － ２）， 则
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对任意给定的初始值（２），方程（３）的解满足

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ ＝ ０． （２９）

即方程（７）是渐近稳定的．
证明　 对 ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ 应用 Ｉｔô 公式可得

　 　 ｄ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ ＝
　 　 　 　 ｐ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ｘＴ（ ｔ）［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋
　 　 　 　 ｐ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ｘＴ（ ｔ）ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ｐ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ｘＴ（ ｔ）ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））ｄＢ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｐ
２

｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｐ（ｐ － ２）
２

｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－４ ｜ ｘ（ ｔ）ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ｜ ２ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｐ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ｘＴ（ ｔ）［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋ ｐ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ ＋
　 　 　 　 Ｇ（〈ｘ（ ｔ），２ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋
　 　 　 　 ｐ（ｐ － １） ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－４Ｇ（〈ｘ２ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）），ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋ ｄＭ（ ｔ）， （３０）

其中 Ｍ（ ｔ） 也是鞅，且Ｍ（０） ＝ ０．因Ｍ（ ｔ） 没有进一步的用处，这里也省略其具体形式．对任意的 ０≤ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜
∞， 对式（３０）两边同时取期望得

　 　 Ｅ ｜ ｘ（ ｔ２） ｜ ｐ － Ｅ ｜ ｘ（ ｔ１） ｜ ｐ ≤

　 　 　 　 ｐＥ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２ｘＴ（ ｔ）［ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）） ＋ ｕ（ ｔ，ｘ（ ｔ － δ））］ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｐＥ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２Ｇ（〈ｘ（ ｔ），２ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｐ（ｐ － １）Ｅ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－４Ｇ（〈ｘ２ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ）），ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ））〉）ｄｔ ． （３１）

进一步计算得

　 　 Ｅ ｜ ｘ（ ｔ２） ｜ ｐ － Ｅ ｜ ｘ（ ｔ１） ｜ ｐ ≤

　 　 　 　 ｐＥ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－１［Ｋ（１ ＋｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｑ１ ＋｜ ｘ（ ｔ － τ） ｜ ｑ１） ＋ β ｜ ｘ（ ｔ － δ） ｜ ］ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｐσ－ ２Ｅ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－１［Ｋ（１ ＋｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｑ２ ＋｜ ｘ（ ｔ － τ） ｜ ｑ２）］ｄｔ ＋

　 　 　 　 ３ｐ（ｐ － １）
２

σ－ ２Ｅ∫ｔ ２
ｔ１
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ－２［Ｋ２（１ ＋｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ｑ３ ＋｜ ｘ（ ｔ － τ） ｜ ２ｑ３）］ｄｔ ．

利用引理 １ 得

　 　 Ｅ ｜ ｘ（ ｔ２） ｜ ｐ － Ｅ ｜ ｘ（ ｔ１） ｜ ｐ ≤ Ｃ
－
（ ｔ２ － ｔ１）， （３２）

其中 Ｃ
－
是与 ｔ１ 和 ｔ２ 无关的常数．即当 ｔ ∈ Ｒ ＋，Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ 关于 ｔ 是一致连续的．结合定理 １ 中的式（１６）得

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｐ ＝ ０．

证毕．

３　 例　 　 子

例 １　 考虑如下形式的非线性 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机时滞微分方程：

　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ （ － ２ｘ３（ ｔ） ＋ ｘ（ ｔ － ２））ｄｔ ＋ １
２

ｘ３（ ｔ）ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋ １
２

ｘ２（ ｔ － ２）ｄＢ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０， （３３）

初始值为 ｘ（ ｔ） ＝ １ ＋ ｃｏｓ ｔ，ｔ ∈ ［ － ２，０］ ．其中，Ｂ（ ｔ） 是一个 １ 维的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动且 Ｂ（ ｔ） ～ Ｎ（０，［１ ／ ２，１］） ．
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利用 Ｅｕｌｅｒ 方法模拟方程（３３）的样本路径如图 １ 所示．由图 １ 可知方程（３３）是不稳定的．
接下来令控制函数 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ － ２ｘ，则 β ＝ ２．方程（３３）相应的控制系统如下：

　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ （ － ２ｘ３（ ｔ） ＋ ｘ（ ｔ － ２） － ２ｘ（ ｔ － δ））ｄｔ ＋ １
２

ｘ３（ ｔ）ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋ １
２

ｘ２（ ｔ － ２）ｄＢ（ ｔ），

　 　 ｔ ≥ ０． （３４）

由方程的表达式易知方程的系数满足假设（Ａ１）且 ｑ１ ＝ ｑ２ ＝ ３，ｑ３ ＝ ２．取 Ｖ
－
（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ６ ．经计算

　 　 ＬＶ
－
（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ Ｖ

－

ｘ（ ｔ，ｘ）ｕ（ ｔ，ｚ） ＝
　 　 　 　 ６ｘ５（ － ２ｘ３ ＋ ｙ） ＋ Ｇ（〈６ｘ５，２·ｘ３ ／ ２〉 ＋ 〈３０ｘ４·ｙ２ ／ ２，ｙ２ ／ ２〉） － ６ｘ５·２ｚ ．

利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式可推出

　 　 ＬＶ
－
（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ Ｖ

－

ｘ（ ｔ，ｘ）ｕ（ ｔ，ｚ） ≤－ ８１
８

ｘ８ ＋ ３ｘ８ ＋ １５ｘ６ ＋ １５
８

ｙ８ ＋ ｙ６ ＋ ２ｚ６ ≤

　 　 　 　 ｃ０ － ５（ｘ８ ＋ ｘ６） ＋ １５
８
（ｙ８ ＋ ｙ６） ＋ ２（ ｚ８ ＋ ｚ６），

其中 ｃ０ ＝ ｓｕｐｘ∈Ｒ { － （１７ ／ ８）ｘ８ ＋ ２０ｘ６ } ．因此，ｃ１ ＝ ５，ｃ２ ＝ １５ ／ ８，ｃ３ ＝ ２，Ｈ（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ６ ＋ ｘ８ ．显然，ｃ２ ＋ ｃ３ ＜ ｃ１ ．从
而方程满足假设（Ａ１） ～ （Ａ３）．接下来取 Ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ２ ＋ ｘ４，ρ １ ＝ １ ／ ４，ρ ２ ＝ １ ／ ８，ρ ３ ＝ １ ／ ４ 和 ρ ４ ＝ １．经计算可得

　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ） ＋ ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ） ｜ ２ ＋ ρ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ３ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ４ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 － ２ｘ２ ＋ １．２５ｙ２ － ７３
１６

（ｘ４ ＋ ｘ６） ＋ ３
２
（ｙ４ ＋ ｙ６） ．

由此可得 ρ ５ ＝ ２，ρ ６ ＝ １．２５，Ｗ（ｘ） ＝ （７３ ／ １６）（ｘ４ ＋ ｘ６） 和 α ＝ ２４ ／ ７３．取 ｐ ＝ ４，ｑ ＝ ６．因 ｑ１ ＝ ｑ２ ＝ ３，ｑ３ ＝ ２， 显

然方程（３４）也满足定理 ２ 的条件，从而由定理 ２ 得 ｌｉｍｔ→∞ Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ４ ＝ ０．取反馈控制时滞 δ ＝ ０．０５， 用 Ｅｕｌｅｒ
方法模拟方程（３４）的样本路径如图 ２ 所示．由图 ２ 可知方程（３４）是稳定的．

图 １　 方程（３３）的样本路径 图 ２　 方程（３４）的样本路径

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｑ． （３３） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｑ． （３４）

例 ２　 一个随机时滞的 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型：

　 　 ｄｘ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ － ａｘ（ ｔ） ＋ ｂｘ（ ｔ － τ）］，

其中， ｘ（ ｔ） 表示 ｔ时刻该物种的数量，ｒ表示自然出生率，ａ表示种内之间的自抑制率，ｂ表示繁殖率，τ 表示时

滞．利用文献［２０］的思想，当自然出生率 ｒ 受到随机扰动后模型变为随机时滞 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型，本文考虑

Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机时滞 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型，形式如下：
　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ － ａｘ（ ｔ） ＋ ｂｘ（ ｔ － τ）］ｄｔ ＋ σｘ（ ｔ）ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋ σｘ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０， （３５）

设 Ｂ（ ｔ） 仍是一个 １维的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ运动且 Ｂ（ ｔ） ～ Ｎ（０，［１ ／ ２，１］） ．因 ｘ（ ｔ） 表示 ｔ时刻该物种的数量，故当 ｔ≥
０ 时 ｘ（ ｔ） ＞ ０．令控制函数 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ － ２ｘ，则 β 仍是 ２．方程（３５）相应的控制系统如下：

　 　 ｄｘ（ ｔ） ＝ （ ｒｘ（ ｔ） － ａｘ２（ ｔ） ＋ ｂｘ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τ） － ２ｘ（ ｔ － δ））ｄｔ ＋
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　 　 　 　 σｘ（ ｔ）ｄ〈Ｂ〉（ ｔ） ＋ σｘ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），　 　 ｔ ≥ ０． （３６）

由此方程（３６）的系数满足假设（Ａ１）且 ｑ１ ＝ ２，ｑ２ ＝ ｑ３ ＝ １．取 Ｖ
－
（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ４，ｒ ＝ ０．６，ａ ＝ ０．４，ｂ ＝ ０．２，σ ＝ ０．８．计

算得

　 　 ＬＶ
－
（ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ Ｖ

－

ｘ（ ｔ，ｘ）ｕ（ ｔ，ｚ） ≤ ２１．４４ｘ４ － ０．９６ｘ５ ＋ １５ｘ６ ＋ ０．１６ｙ５ ＋ ０．２５ｚ４ ≤
　 　 　 　 ｃ０ － ０．８（ｘ８ ＋ ｘ６） ＋ ０．１６（ｙ５ ＋ ｙ４） ＋ ０．２５（ ｚ５ ＋ ｚ４），

其中 ｃ０ ＝ ｓｕｐｘ∈Ｒ ＋
{ － ０．１６ｘ５ ＋ ２２．２４ｘ４ } ．因此，ｃ１ ＝ ０．８，ｃ２ ＝ ０．１６，ｃ３ ＝ ０．２５ 和 Ｈ（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ５ ＋ ｘ４ ．显然，ｃ２ ＋ ｃ３

＜ ｃ１ ．这里 ｘ ＞ ０，故 Ｈ（ ｔ，ｘ） 非负．从而方程满足假设（Ａ１） ～ （Ａ３）．取 Ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ｘ２ ＋ ｘ３ ．这里 ｘ ＞ ０，故 Ｕ（ ｔ，ｘ）
非负．令 ρ １ ＝ ρ ２ ＝ ρ ３ ＝ ρ ４ ＝ ０．０１．进一步计算得

　 　 ＬＵ（ ｔ，ｘ） ＋ ρ １ ｜ Ｕｘ（ ｔ，ｘ） ｜ ２ ＋ ρ ２ ｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ３ ｜ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ＋ ρ ４ ｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ） ｜ ２ ≤
　 　 　 　 － ０．４ｘ２ － ０．４８（ｘ４ ＋ ｘ３） ＋ ０．３（ｙ４ ＋ ｙ３） ．

由此可得 ρ ５ ＝ ０．４，ρ ６ ＝ ０，Ｗ（ｘ） ＝ ０．４８（ｘ４ ＋ ｘ６） 和 α ＝ ５ ／ ８．取 ｐ ＝ ２，ｑ ＝ ４．因 ｑ１ ＝ ２，ｑ２ ＝ ｑ３ ＝ １，显然方程（３６）
也满足定理 ２ 的条件，从而由定理 ２ 得 ｌｉｍｔ→∞ Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＝ ０．取反馈控制时滞 δ ＝ ０．０１，图 ３ 是方程（３６）的样

本路径，由图可知方程（３６）是稳定的．

图 ３　 方程（３６）的样本路径

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｑ． （３６）

４　 结　 　 论

本文探讨了一类不稳定的 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的非线性随机时滞微分方程的稳定化问题．当 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运

动驱动的随机时滞微分方程的系数满足非线性增长条件时，到目前为止几乎没有看到这方面的稳定化研究

成果．当该类不稳定的方程系数满足多项式增长条件时，本文通过在漂移项设计时滞反馈控制，运用 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 技巧得到了该类方程对应的控制系统是渐近稳定的充分条件，从而研究了该类方程的稳定化问题，丰
富了 Ｇ⁃Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机时滞微分方程稳定化方面的成果．
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