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摘要：  探讨了一类非线性随机积分微分动力系统，并通过 Banach 不动点方法，给出了该系统零解均方渐近稳定的

充要条件，形成了中立多变时滞 Volterra 型随机积分微分动力系统零解均方渐近稳定性定理.与前人的研究方法不

同，该文根据多变时滞随机动力系统各时滞的特点，灵活构造算子，相比以往文献的方法更加灵活实用.文章的结论

一定程度上改进和发展了相关研究论文的结果.另外，文章所得结论补充并推广了不动点方法在研究非线性中立多

变时滞 Volterra 型随机积分微分动力系统零解稳定性方面的成果.
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Stability of Neutral Volterra Stochastic Dynamical
Systems With Multiple Delays

WANG Chunsheng
（Department of Management, Software Engineering Institute of  Guangzhou,

Guangzhou 510990, P.R.China）

 
Abstract： A  class  of  nonlinear  stochastic  integro-differential  dynamical  systems  were  discussed,  the  necessary  and

sufficient conditions for the mean-square asymptotic stability of the zero solution to the system were given by means of the

Banach  fixed  point  method,  and  a  mean-square  asymptotic  stability  theorem  for  neutral  Volterra  stochastic  integro-

differential dynamical systems with multiple delays was established. Unlike the previous research methods, according to the

characteristics  of  each  time  delay  of  the  stochastic  dynamical  system  with  multiple  time  delays,  the  operators  were

constructed through introduction of the corresponding functions, and then the stability of the system was studied with the

Banach fixed point method. The conclusion improves and develops the results of several related research papers to a certain

extent. In addition, the results obtained supplement and extend those of the fixed point method in study of the stability of

zero solutions to nonlinear neutral variable-delay Volterra stochastic integro-differential dynamical systems.

Key words：Banach  fixed  point； non-linearity；mean-square  asymptotic stability； some  variable  delays； neutral  Volterra

stochastic integrodifferential dynamic system

 
 

*  收稿日期：  2020-10-23；修订日期：  2021-03-30
基金项目：  广东省自然科学基金 (2016A030313542)；广东省普通高校特色创新项目 (自然科学 )(2018KTSCX339；

2021KQNCX130)
作者简介：  王春生（1982—），男，副教授，硕士（E-mail： paperspring@163.com）.
引用格式：  王春生. 中立多变时滞 Volterra型随机动力系统的稳定性 [J]. 应用数学和力学，2021，42（11）：1190-1202.

应用数学和力学 Applied Mathematics and Mechanics
42 卷 11 期  2021 年 11 月 Vol. 42 ，No. 11 ，Nov. ，2021

1190

http://www.applmathmech.cn
http://www.applmathmech.cn
mailto:paperspring@163.com


 

引　　言

对于非线性动力系统的数值求解问题，李岩汀等[1] 介绍了几种较为成熟的非线性动力系统数值求解方

法.但是对于较为复杂的非线性随机动力系统的研究，较为常用的方法包括 Lyapunov直接法和不动点方

法.在使用过程中，为了克服 Lyapunov直接法在研究确定型微分系统时遇到的困难，文献 [2-9]采用了不动点

方法研究确定型动力系统零解的存在性、周期性、有界性和稳定性，得到了很好的结论.

鉴于不动点方法在研究微分系统零解相关性质方面的优越性，Luo[10] 将不动点方法应用于研究随机动力

系统零解的存在性、周期性、有界性和稳定性，从此开辟了采用不动点方法研究随机动力系统稳定性的先

河.作为此研究的推广，很多专家学者都采用过不动点方法研究各类随机动力系统.其中，王春生等[11-15] 研究

了多种随机微分动力系统的稳定性.但是，据笔者所知，目前尚未有学者研究过非线性中立多变时滞

Volterra型随机积分微分动力系统零解的均方渐近稳定性.所以，作为不动点方法在研究随机动力系统零解稳

定性方面的推广，本文将继续采用 Banach不动点方法研究一类非线性中立多变时滞 Volterra型随机动力系统

的均方渐近稳定性.本文所得结论一定程度上改进和推广了相关文献的结论. 

1    论 证 分 析
 

1.1   主 要 结 果 

1.1.1    引 论 概 述
{Ft}t≥0

gi(t)≤t,mi(t)≤t, ri(t)≤t t→∞ gi(t)→∞, mi(t)→∞, ri(t)→∞, i = 0,1,2, · · · ,n
设{Ω, F, P}为完备概率空间，具有满足通常条件的流 .{ω(t), t ≥ 0}是定义在此空间上的标准一维

Wiener过程.连续函数 ，满足：当 时，   .

t≥0考虑一类较为复杂的非线性中立多变时滞 Volterra型随机动力系统，当 时，

d[x (t)−G (t, x (m1 (t)) , · · · , x (mn (t)))] =
[

f1 (t, x (g1 (t)) , · · · , x (gn (t)))+
w t

g0(t)
q1 (s, t, x (s))ds

]
dt+[

f2 (t, x (r1 (t)) , · · · , x (rn (t)))+
w t

r0(t)
q2 (s, t, x (s))ds

]
dω(t), （1）

x(t) ∈ R x0 = ϕ (t) ∈C ([m (0) ,0] , R)其中 ，初始条件为 ，
m(0) = max

0≤i≤n

{
inf

(
gi (s) , s≥0

)
, inf

(
ri (s) , s≥0

)
, inf (g0 (s)) , inf (r0 (s))

}
.

G ∈C (R+×Rn,R) , f1, f2 ∈C (R+×Rn,R) , q1, q2 ∈C (R+×R+×R, R)

K j(t) , A j(t) , B j(t) , C(t, s) , D(t, s) , j = 1,2, · · · ,n, 0≤s≤t
(∑n

j=1
|K j(t)|,

∑n

j=1
|A j(t)|

∑n

j=1
|B j(t)|, |C(t, s)|

和|D(t, s)|有界
)

x,y, x j,y j ∈ R

假设   ，满足局部 Lipschitz条件，即存在连

续可积函数 ，

满足对任意的 ，有∣∣∣G(t, x1, x2, · · · , xn)−G(t,y1,y2, · · · ,yn)
∣∣∣≤ n∑

j=1

|K j(t)||x j− y j|, （2）

| f1(t, x1, · · · , xn)− f1(t,y1, · · · ,yn)|≤
n∑

j=1

|A j(t)||x j− y j|, （3）

| f2 (t, x1, · · · , xn)− f2 (t,y1, · · · ,yn)|≤
n∑

j=1

|B j(t)||x j− y j|, （4）

|q1(s, t, x)−q1(s, t,y)|≤C(t, s)|x− y|, （5）

|q2(s, t, x)−q2(s, t,y)|≤D(t, s)|x− y|. （6）

定义 1　系统（1）被称为是均方渐近稳定的，如果系统（1）的零解 x(t)均方稳定，且满足当 t→∞时，有

E|x(t)|2→ 0. （7）
 

1.1.2    已有的相关研究结论

对于系统（1）的简单情形，已经有很多专家学者利用 Lyapunov直接法和 Banach不动点方法进行过研

究.这里仅列举几个具有代表性的研究案例和结果.
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时滞 Volterra型积分微分动力系统：

y′(t) = −
w t

t−r
a(t, s)g(y(s))ds, t≥0. （8）

变时滞 Volterra型积分微分动力系统：

y′ (t) = −a (t)y (t)+
w t

t−µ(t)
b (t, s)g (y (s))ds, t≥0. （9）

中立时滞随机微分动力系统：

d
[
x(t)−q(t)x(t−τ(t))

]
= [a(t)x(t)+b(t)x(t−τ(t))]dt+ [c(t)x(t)+ e(t)x(t−δ(t))]dω (t) , t≥0. （10）

多变时滞微分动力系统：

x′(t) = −
N∑

j=1

a j(t)x(t− κ j(t)) , t≥0. （11）

中立多变时滞随机微分动力系统：

d

y(t)−
n∑

j=1

q j(t)x(t−τ j(t))

 = n∑
j=1

b j(t)x(t−τ j(t))dt+
n∑

j=1

c j(t)x(t−δ j(t))dω(t), t≥0. （12）

所得相关研究结论如下：

K > 0 g [−K,K]

x−g(x)≥0 [0,K] a(t, s) := [0,∞)× [0,∞)→ R,r > 0 A (t, s) :=
w r

t−s
a(µ+ s, s)dµ

t≥0

定理 A（Burton[2]）　若存在 ，使得满足 Lipschitz条件的函数 是 上的单调递增连续奇函数，

，且在 上非减.令连续可积函数 ，定义 ，

如果对 有
(i) A (t, t) :=

w r

0
a (µ+ t, t)dµ≥0；

(ii) β := sup
t≥0

w r

0

∣∣∣∣w r

ϖ
a (ν+ t−ϖ, t−ϖ)dν

∣∣∣∣dϖ <
1
2
，

g′ (x) g′(0) , 0则系统（8）的零解稳定.进一步地，如果 在 [−L, L]上连续，满足 ，且当 t→∞时有

(iii)
w t

0
A (s, s)ds→∞,

则系统（8）的零解渐近稳定.

0≤µ (t)≤µ0 µ0 λ ∈ (0,1) t≥0定理 B(Burton[3])　假设函数 （ 为一正常数），存在 使得，当 时有w t

0
e−

r t
s a(µ)dµ

w s

s−µ(s)
|b (s,r)|drds≤λ(i)  ；

(ii) ε > 0 t1 > 0 T > 0 t2≥t1 t≥t2+T e−
r t

t2
a(s)ds

< ε e−
r t

0
a(s)ds→ 0 对任意 ，存在 和 ，使得当 和 时有， ，且当 t→∞时有， ；

(iii) |x| , |y|≤L |g (x)−g (y)|≤ |x− y| 存在 L>0使得，当 时有， 和 g(0)=0，
则系统（9）的零解渐近稳定.

τ(s) δ ∈ (0,1) g(t) : [0,∞)→ R t≥0定理 C(Luo[10])　如果 可微，假设存在一常数 和连续可积函数 使得对 有

(i) lim
t→∞

w t

0
g (s)ds > −∞；

(ii) |q(t)|+
w t

t−τ(t)
|a(s)+g(s)|ds+

w t

0
e−

r t
s g(µ)dµ|g(s)|

(w s

s−τ(s)
|g(r)+a(r)|dr

)
ds+w t

0
e−

r t
s g(µ)dµ|(a(s−τ(s))+g(s−τ(s)))(1−τ′(s))+b(s)−q(s)g(s)|ds+(w t

0
e−2

r t
s g(µ)dµ(|c(s)|+ |e(s)|)2ds

)1/2
≤δ;

则系统（10）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
g (s)ds→∞ 当 时， .

κ j t− κ j (t) g j (t)定理D（Zhang[4]）　假设 可微， 的反函数 存在，令

Q (t) =
N∑

j=1

a j

(
g j (t)

)
, θ (t) =

N∑
j=1

w t

0
e−

r t
s Q(µ)dµ

∣∣∣a j (s)
∣∣∣ ∣∣∣κ′j (s)

∣∣∣ds,
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δ ∈ (0,1) t≥0存在 使得，当 时，

(i) lim
t→∞

w t

0
Q (s)ds > −∞;

(ii)
N∑

i=1

[w t

t−κ j(t)

∣∣∣∣a j

(
g j (s)

)∣∣∣∣ds+
w t

0
e
r t

s−Q(µ)dµ |Q (s)|
w s

s−κ j(s)

∣∣∣∣a j

(
g j (v)

)∣∣∣∣dvds
]
+ θ (t)≤δ;

则系统（11）的零解渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
Q (s)ds→∞. 当 时，

τ j(t) α ∈ (0,1) h j(t) : [0,∞)→ R , j = 1,2, · · · ,n
t≥0

定理 E（Wu等[16]）　如果 可微，假设存在一正数 和连续函数 ，使

得当 时，

(i) H(s) =
n∑

i=1

hi(s) lim
t→∞

w t

0
H (s)ds > −∞， ;

(ii)
n∑

j=1

(
|q j(t)|+

w t

t−τ j(t)
|h j(s)|ds

)
+

n∑
j=1

(w t

0
e−

r t
s H(µ)dµ

∣∣∣b j(s)−H(s)q j(s) + h j(s−τ j(s))(1−τ′j(s))
∣∣∣ds

)
+

w t

0
e−

r t
s H(µ)dµ |H(s)|

 n∑
j=1

w s

s−τ j(s)

∣∣∣h j(µ)
∣∣∣dµds+ 2

w t

0
e−2

r t
s H(µ)dµ

 n∑
j=1

∣∣∣c j(s)
∣∣∣2

ds


1/2

≤α;

t→∞则系统（12）的零解均方渐近稳定当且仅当 时，有

(iii)
w t

0
H (s)ds→∞.

 

1.1.3    文章结论

本文在构造算子时，根据时滞的不同灵活引入不同匹配函数，然后用 Banach不动点方法研究系统（1）零
解的均方渐近稳定性，所得结果一定程度上改进和推广了上述 5篇文献的结果.

G, f1, f2, q1, q2 gi(t) α ∈ (0,1)

hi(t) : [0,∞)→ R, i = 1,2, · · · ,n t≥0

定理 1　设函数 满足条件（ 2） ~（ 6） ， 可微，且存在常数 以及连续函数

，使得当 时，

(i) h (s) =
n∑

i=1

hi (s) lim
t→∞

w t

0
h(s)ds > −∞， ;

(ii)
n∑

i=1

|Ki (t)|+
n∑

i=1

w t

gi(t)
|hi (s)|ds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

hi (gi (s))g′i (s)

∣∣∣∣∣∣∣ds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

 n∑
i=1

|Ai (s)|
ds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

(w s

go(s)
|C (s, ν)|dν

)
ds+

w t

0
|h (s)|e−

r t
sh(µ)dµ

 n∑
i=1

(w s

gi(s)
|hi (ν)|dν+ |Ki(s)|

)ds+

w t

0
e−2

r t
sh(µ)dµ

 n∑
i=1

|Bi(s)|+
(w s

ro(s)
|D (s, ν)|dν

)2
ds

1/2

≤ α < 1;

则系统（1）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

 

1.1.4    文章结论的应用：定理 A~E 研究结论的改进

A′ ∼ E′
当将定理 1的结论和证明过程应用到系统（8）~（12），并在证明过程中根据系统的实际情况进行适当的变

量代换和化简，则定理 A~E可改进为定理 .

x,y ∈ R

|g(x(t))−g(y(t))|≤M(t) |x(t)− y(t)| α ∈ (0,1) h (t) : [0,∞)→ R t≥0

定理 A′　假设函数 g 满足 Lipschitz条件：存在有界连续可积函数 M(t)使得对任意的 ，有

.并且存在常数 以及连续函数 ，使得当 时,满足

(i) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞;

(ii)
w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

(w s

s−r
|M(ν)a (s, ν)|dν

)
ds≤α;
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则系统（8）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

注 1　定理 A′没有要求“g(x)单调递增且为奇函数”，在一定程度上改进了定理 A的结果.

x,y ∈ R
|g(x(t))−g(y(t))|≤ N(t) |x(t)− y(t)| α ∈ (0,1) h(t) : [0,∞)→ R, t≥0

定理 B′　假设函数 g 满足 Lipschitz条件：存在有界连续可积函数 N(t)，使得任意的 ，有

.且存在常数 以及连续函数  使得对 ，满足

(i) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞;

(ii)
w t

0
|a(s)|e−

r t
sh(µ)dµds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

(w s

s−µ(s)
|N(ν)b(s, ν)|dν

)
ds≤α;

则系统（9）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

B′注 2　由定理 的结论可知，本研究的结论未包含时滞有界的要求，相比定理 B有一定程度上的改进和推广.

τ(t) δ ∈ (0,1) hi (t) : [0,∞)→ R, i = 1,2, t≥0定理 C′　假设 可微，且存在常数 以及连续函数  使得当 时，

(i)h (s) =
2∑

i=1

hi (s) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞， ;

(ii) |q (s)|+
w t

t−τ(t)
|h2 (s)|ds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ|b (s)−q (s)h (s)+h2 (s−τ (s)) (1−τ′ (s)) |ds+w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ |h (s)|

(w s

s−τ(s)
|h2 (r)|dr

)
ds+

(w t

0
e−2

r t
sh(µ)dµ(|c (s)|+ |e (s)|)2ds

)1/2
≤δ;

则系统（10）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
r t

0 h (s)ds→∞ 当 时， .

注 3　显然，定理 C′在构造算子时比定理 C更加灵活，且定理 C是定理 C′的特殊情形.即定理 C′在一定程度上改进了定

理 C的结果.

τ j(t) hi(t) : [0,∞)→ R, i = 1,2, · · · ,N, δ ∈ (0,1) t≥0定理 D′　假设 可微，存在连续函数 和正常数 ，满足：当 时，

(i) h (s) =
N∑

i=1

hi (s) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞， ;

(ii)
N∑

i=1

(w t

t−κi(t)
|hi (s)|ds

)
+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
N∑

i=1

(
hi (s− κi (s))

(
1− κ′i (s)

))∣∣∣∣∣∣∣ds+
w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ |h (s)|

 N∑
i=1

w s

s−κi(s)
|hi (µ)|dµ

ds≤δ;

则系统（11）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

D′ t−τi(t) t−τi(t) D′注 4　相比定理 D的结论，定理 没有要求 存在反函数，即没有要求函数 严格单调.所以，定理 在一定

程度上改进和推广了定理 D的结果.详见例 5.

τ j(t) α ∈ (0,1) hi(t) : [0,∞)→ R, i = 1,2, · · · ,N t≥0,定理 E′　如果 可微，假设存在正数 和连续函数 ，使得当

(i)h (s) =
n∑

i=1

hi (s), lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞;

(ii)
n∑

i=1

(
|qi (t)|+

w t

t−τi(t)
|hi (s)|ds

)
+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

(bi (s)−h (s)qi (s)+

hi (s−τi (s)) (1−τ′i(s)))

∣∣∣∣∣∣ds+
w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ |h (s)|

 n∑
i=1

w s

s−τi(s)
|hi (µ)|dµ

ds+w t

0
e−2

r t
sh(µ)dµ

 n∑
j=1

∣∣∣c j(s)
∣∣∣2

ds


1/2

≤α < 1;

则系统（12）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

注 5　很显然，定理 E′的条件（ii）要比定理 E的条件（ii）宽松得多.所以，定理 E′很大程度上改进了定理 E的结果.详见例 3.
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注 6　定理 1给出的是一个非线性系统的稳定性结论，发展了文献 [4,10,16]的结论.
 

1.1.5    定理 1 的证明

ψ (t,ω) : [m (0) ,∞]×Ω→ R ω ∈ Ω, ψ (t,ω)对

t s ∈ [m (0) ,0] ψ (s,ω) = ϕ (s) 当t→∞时 ∥ψ (t)∥ :=
{
E

(
|ψ (t,ω)|2

)}1/2→ 0

证明　用 S 表示 F-适应过程 组成的 Banach空间，且对固定的

几乎处处连续.更进一步，假设当 时， ； ， .

Ψ : S → S定义算子 如下：

t ∈ [m (0) ,0] (Ψx) (t) = ϕ (t) ;（i） 当 时，

t≥0（ii） 当 时，

(Ψφ) (t) =

ϕ (0)−G (0,ϕ (g1 (0)) , · · · ,ϕ (gn (0)))−
n∑

i=1

w 0

gi(0)
hi (s)ϕ (s)ds

e−
r t

0 h(µ)dµ+

n∑
i=1

w t

gi(t)
hi (s)φ (s)ds+G (t,φ (m1 (t)) , · · · ,φ (mn (t)))+

n∑
i=1

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµhi(gi(s))g′i(s)φ(gi(s))ds−

w t

0
h (s)e−

r t
s h(µ)dµG (s,φ (m1 (s)) , · · · ,φ (mn (s)))ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ f1 (s,φ (g1 (s)) , · · · ,φ (gn (s)))ds−

w t

0
h (s)e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

w s

gi(s)
hi (ν)φ (ν)dν

ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

g0(s)
q1 (ν, s,φ (ν))dν

)
ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))dω (s)+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

r0(s)
q2 (ν, s,φ (ν))dν

)
dω (s)=

10∑
i=1

Ii(t). （13）

令

I1(t) =

ϕ (0)−G (0,ϕ (g1 (0)) , · · · ,ϕ (gn (0)))−
n∑

i=1

w 0

gi(0)
hi (s)ϕ (s)ds

e−
r t

0 h(µ)dµ,

I2(t) =
n∑

i=1

w t

gi(t)
hi (s)φ (s)ds,

I3(t) =G (t,φ (m1 (t)) , · · · ,φ (mn (t))) ,

I4(t) =
n∑

i=1

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµhi(gi(s))g′i(s)φ(gi(s))ds,

I5(t) = −
w t

0
h (s)e−

r t
s h(µ)dµG (s,φ (m1 (s)) , · · · ,φ (mn (s)))ds,

I6(t) =
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ f1 (s,φ (g1 (s)) , · · · ,φ (gn (s)))ds,

I7(t) = −
w t

0
h (s)e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

w s

gi(s)
hi (ν)φ (ν)dν

ds,

I8(t) =
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

g0(s)
q1 (ν, s,φ (ν))dν

)
ds,

I9(t) =
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))dω (s) ,

I10(t) =
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

r0(s)
q2 (ν, s,φ (ν))dν

)
dω (s).

Ψ [0,∞)1）　 在 上是均方连续的

ϕ ∈ S , t1≥0, |σ|令 充分小，则

E|(Ψφ) (t1+σ)− (Ψφ) (t1)|2≤10
10∑
j=1

E
∣∣∣I j (t1+σ)− I j (t1)

∣∣∣2.
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(ii) σ→ 0 E
∣∣∣I j (t1+σ)− I j (t1)

∣∣∣2→ 0, i = 1,2,3,4,5,6,7,8

σ→ 0

由条件 易证，当 时， .此外，由 Burkholder-Davis-Gundy

不等式，当 时，有

E|I9 (t1+σ)− I9 (t1)|2 = E
∣∣∣∣∣w t1+σ

0
e−

r t1+σ
s h(µ)dµ f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))dω (s) −

w t1

0
e−

r t1
s h(µ)dµ f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))dω (s)

∣∣∣∣∣2≤
2E

w t1

0
e−

r t1
s h(µ)dµ

(
e−

r t1+σ
t1

h(µ)dµ−1
)2
| f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))|2ds+

2E
w t1+σ

t1
e−2

r t1+σ
s h(µ)dµ| f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))|2ds→ 0.

σ→ 0 E|I10 (t1+σ)− I10 (t1)|2→ 0同理，当 时， .

σ→ 0 E|(Ψϕ) (t1+σ)− (Ψϕ) (t1)|2→ 0综上所述，当 时， .

Ψ(S ) ⊂ S2）　

E|(Ψφ) (t)|2≤10
∑10

j=1
E
∣∣∣I j (t)

∣∣∣2 t→∞ E|I1 (t)|2→ 0 E|I3 (t)|2→ 0

t→∞ gi (t)→∞且∥φ(t)∥ → 0 ε > 0, T1 > 0 s≥T1 E|φ(s)|2 < ε E|φ (g (s))|2 < ε
t→∞ E|I2 (t)|2→ 0 (ii)

因为 .显然，当 时， .由条件（ii）同时易证， .由于

当 时， .所以对任意 存在 使得 ，包含 和 .从

而当 时， .同时，由条件 有

E|I4 (t)|2≤2E

∣∣∣∣∣∣∣
w T1

0
e−

r t
s h(µ)dµ

n∑
i=1

hi(gi(s))g′i(s)φ(gi(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

2E

∣∣∣∣∣∣∣
w t

T1
e−

r t
s h(µ)dµ

n∑
i=1

hi (gi (s))g′i (s)φ (gi (s))ds

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤

2E

∣∣∣∣∣∣∣
w T1

0
e−

r t
s h(µ)dµ

n∑
i=1

hi (gi (s))g′i (s)φ (gi (s))ds

∣∣∣∣∣∣∣
2

+2αε.

(ii) (iii) T2≥T1 t≥T2由条件 和 知，存在 使得，当 时，有

2E

∣∣∣∣∣∣∣r T1

0 e−
r t

s h(µ)dµ
m∑

i=1

hi (gi(s))g′i(s)ϕ (gi(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣
2

< ε　　  .

E|I4 (T )|2 < ε+2αε < 3ε t→∞ E|I4 (T )|2→ 0从而 .因此当 时， .

t→∞ E
∣∣∣I j (t)

∣∣∣2→ 0, j = 5,6,7,8 t→∞类似地，应用条件（2）~（6）可以证明当 时， .并且由条件 (4)，当 时，

E|I9 (t)|2 = E
∣∣∣∣∣w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))dω (s)

∣∣∣∣∣2≤
E

w t

0
e−2

r t
s h(µ)dµ| f2 (s,φ (r1 (s)) , · · · ,φ (rn (s)))|2ds≤

w t

0
e−2

r t
s h(µ)dµE

 n∑
i=1

|Bi (s)| |φ (ri (s))|
2

ds.

t→∞ E|I9 (t)|2→ 0 t→∞ E|I10 (t)|2→ 0 Ψ(S ) ⊂ S由前面的证明知，当 时， .同理，当 时， .所以有 .

Ψ3）　 是压缩的

(ii) L > 0由条件 易知，存在常数 使得(
1+

1
L

) n∑
i=1

|Ki (t)| +
n∑

i = 1

w s

gi(t)
|hi (s)|ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Ai (s)|
ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

hi (gi (s))g′i (s)

∣∣∣∣∣∣∣ds+
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

g0(s)
|C (s,v)|dv

)
ds+

w t

0
|h (s)|e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

(w s

gi(s)
|hi (v)|dv+ |Ki (s)|

)ds

+
(1+L)

w t

0
e−2

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Bi(s)|+
w s

r0(s)
|D (s, ν)|dν

)2
ds

]
≤α. （14）
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φ,ψ ∈ S所以，对任意 ，由条件（2）~（6）知
E sup

s∈[0,t]
|(Ψφ) (s)− (Ψψ) (s)|2≤E sup

s∈[0,t]
|φ (s)−ψ (s)|2×

sup
s∈[0,t]


(
1+

1
L

) n∑
i=1

|Ki(s)| +
n∑

i=1

w s

gi(s)
|hi (ν)|dν+

w s

0
e−

r s
ν h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Ai (ν)|
dν+

w s

0
e−

r s
ν h(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

hi (gi (ν))g′i (ν)

∣∣∣∣∣∣∣dν+
w s

0
e−

r s
ν h(µ)dµ

(w ν

g0(ν)
|C (ν,θ)|dθ

)
dν+

w s

0
|h (ν)|e−

r s
ν h(µ)dµ

 n∑
i=1

(w ν

gi(ν)
|hi (θ)|dθ+ |Ki (ν)|

)dν


2

+

(1+L)

w s

0
e−2

r s
ν h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Bi (s)|+
w s

r0(s)
|D (ν,θ)|dθ

2

ds


. （15）

Ψ Ψ S x (t)

t→∞ E|x (t)|2→ 0

由式（14）可得， 是压缩映射.所以， 在空间 中有唯一不动点 ，即为系统 (1)的零解.另外，由上述证

明过程可知，当 时， .

4）　系统 (1)的零解是均方稳定的

ε ε δ对任意正数 选择小于 的正数 ，满足

(1+L)δ

1+ n∑
i=1

|Ki (0)|+
w 0

gi(0)
|hi (s)|ds

2

e−2
r t∗

s h(µ)dµ + αε < ε,

x (t) ∥ϕ∥2 < δ x (t) = (Ψx) (t) Ψ

t≥0,有E|x (t)|2 < ε
其中 L 如式 (14)中定义.设 是系统 (1)的解，且 ，则 ，其中算子 在式 (13)中定义.可以

证明，对 .

t ∈ [m (0) ,0] E|x (t)|2 < ε t∗ E|x(t∗)|2 = ε m (0)≤s < t∗时，E|x (s)|2 < ε事实上，注意到对 有 ，假设存在 使得 而且当 .

则由式（13）及式（14）计算可得

E|x (t∗)|2≤ (1+L)∥ϕ∥
1+ n∑

j=1

(
|Ki (0)|+

w 0

gi(0)
|hi (s)|ds

)2

e−2
r t∗

0 h(µ)dµ+

(
1+

1
L

)
ε

 m∑
i=1

|Ki(t)| +
n∑

i=1

w t

gi(t)
|hi (s)|ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Ai (s)|
ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

hi (gi (s))g′i (s)

∣∣∣∣∣∣∣ds
w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

(w s

g0(s)
|C (s,v)|dv

)
ds+

w t

0
|h (s)|e−

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

(w s

gi(s)
|hi (v)|dv+ |Ki (s)|

)ds

 2

+

(1+L)ε
w t

0
e−2

r t
s h(µ)dµ

 n∑
i=1

|Bi(s)|+
w s

g0(s)
|D (s,v)|dv

2

ds≤

(1+L)δ

1+ n∑
j=1

(
|Ki (0)|+

w 0

gi(0)
|hi (s)|ds

)2

e−2
r t∗

0 h(µ)dµ+αε < ε. （16）

E|x(t∗)|2 = ε这与 矛盾.所以，当条件 (iii)成立时，系统 (1)的零解均方渐近稳定.

5）　条件 (iii)是系统（1）零解均方渐近稳定的必要条件

ρ ∈ R {tm} , tm→∞ (m→∞)假设条件 (iii)不成立，则由条件 (i)可知，存在 和序列 ，使得

lim
m→∞

w tm

0
h (s)ds = ρ.

B > 0 −B≤
w tm

0
h (s)ds≤B,m≥1则一定存在常数 ，满足 .

H(s) s≥0下面构造函数 ，对 时，
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H (s) =
m∑

i=1

|Ai (s)|+
∣∣∣∣∣∣∣

m∑
i=1

hi (gi (s))g′i (s)

∣∣∣∣∣∣∣+
w s

g0(s)
|C (s,v)|dv+ |h (s)|

 m∑
i=1

(w s

gi(s)
|hi (v)|dv+ |Ki (s)|

).
w tm

0
e−

r tm
s h(µ)dµH (s)ds≤α

w tm

0
e
r ts
0 h(µ)dµH (s)ds≤αe

r tm
0 h(µ)dµ < eB

{w tm

0
e
r s

0 h(µ)dµH (s)ds
}

θ > 0

根据条件 (ii)， ，即 .可知，

有界且单调，所以有收敛的子序列.假设存在 ，满足

lim
m→∞

w tm

0
e
r s

0 h(µ)dµH (s)ds := θ.

γ ∈ Z+ n≥γ选择足够大的 ，使得对任意 ,

lim
m→∞

w tm

tγ
e
r s

0 h(µ)dµH (s)ds≤
β0

4A
,

A = supt≥0e−
r t

0 h(µ)dµ,β0 > 0 4β0AeB+α < 1其中， ，且有 .

x (t) = x
(
t, tγ,φ

) ∣∣∣φ(tγ)
∣∣∣2 = β0, |φ(s)|2 < β0, s≤tγ x(t)

E|x (t)|2 < 1, t≥tγ ϕ

系统 (1)的零解为 ，且满足 .因为 是均方渐近稳定的，所以可

以设 ，选择合适的 满足

Q
(
tγ
)

:= ϕ
(
tγ
)
−G

(
tγ,ϕ

(
g1

(
tγ
))
, · · · ,ϕ

(
gm

(
tγ
)))
−

m∑
i=1

w tγ

gi(tγ)
hi (s)ϕ (s)ds≥β0.

x (t) = (Ψx) (t) , t≥tγ由式（13）和 可知

E

∣∣∣∣∣∣∣x(tm)−
m∑

i=1

w tm

gi(tm)
hi(s)x(s)ds−G(tm, x(g1(tm)), · · · , x(gm(tm)))

∣∣∣∣∣∣∣
2

≥

Q(tγ)e−
r tm

tγ
h(µ)dµ

{
Q(tγ)e−

r tm
tγ

h(µ)dµ−2
w tm

tγ
e−

r tm
s h(µ)dµH(s)ds

}
≥

β0e−
r tm

tγ
h(µ)dµ

{
β0e−

r tm
tγ

h(µ)dµ−2
w tm

tγ
e−

r tm
s h(µ)dµH(s)ds

}
≥

1
2
β0e−2

r tm
tγ

h(µ)dµ
≥

1
2
β0e−2B > 0. （17）

t→∞另外，当 时，

E|x (t)|2 = E
∣∣∣∣x (

t, tγ,φ
)∣∣∣∣2→ 0.

tm→∞时g(tm)→∞(m→∞) m→∞又由 以及条件 (ii)，从而可得当 时，

E

∣∣∣∣∣∣∣x(tm)−
m∑

i=1

w tm

gi(tm)
hi(s)x(s)ds−G(tm, x(g1(tm)), · · · , x(gm(tm)))

∣∣∣∣∣∣∣
2

→ 0.

这就与式（17）产生了矛盾.所以，条件 (iii)是系统（1）零解均方渐近稳定的必要条件.证毕.

注 7　由上面的证明过程可知，本文是根据多变时滞随机动力系统各时滞的特点，分别引入对应的函数来构造算子，然后

利用 Banach不动点方法研究得到定理 1的结论.由于构造算子的灵活性，文章的结论具有一定的优越性.如果在某系统稳定

性的研究中，能找到合适的 hi(s)函数满足定理 1的所有条件，则该系统的零解就均方渐近稳定.所以在应用定理 1的结论判

断一个系统零解的稳定性时，hi(s)函数的选取至关重要.事实上，hi(s)函数的选取较为宽松且不唯一，实际应用中应根据时滞

的特点灵活选取.
 

2    实　　例

例 1　考虑微分动力系统：

dx (t) = a(t)x(t)dt+b(t) tanh(x(t−τ))dt, （18）

t≥0, τ > 0,a(t) ∈C(R+,R),b(t) ∈C(R+,R) x ∈ R |tanh x|≤|x|其中 .由于对任意 ，都有 ，则有如下结论.

hi (t) : [0,∞)→ R, i = 1,2 β ∈ (0,1) t≥0如果存在连续函数 和正常数 ，满足当 时，

(i) h (s) =
2∑

i=1

hi (s) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞， ;

(ii) sup
t≥0

{ w t

t−τ
|h2(s)|ds+

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ |h1(s)+h2(s−τ)|ds +w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ [|a (s)+b(s)|]ds+

w t

0
|h(s)|e−

r t
s h(µ)dµ

(w t

t−τ
|h2(ν)|dν

)
ds

}
≤β;
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则系统（18）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是

(iii) 当t→∞时,
w t

0
h (s)ds→∞.

注 8　定理 1也可以用来研究一个非线性系统零解的均方渐近稳定性，显然文献 [4,10,16]都不能得到其稳定性结论.

例 2　考虑如下微分动力系统：

dx(t) = − 1
5+3t

x (t−0.4t)dt− 1
7.5+3t

x (t−0.6t)dt, t≥0. （19）

下证系统（19）满足定理 1的所有条件，所以系统（19）的零解是均方渐近稳定的.

h1(t) = h2(t) = 1/(3+3t) h(t) = 2/(3+3t), t≥0证明　如果在定理 1中，令 ，显然有  且当 时，
2∑

i=1

w t

gi(t)
|hi (s)|ds =

w t

0.4t

1
3+3s

ds+
w t

0.6t

1
3+3s

ds =

1
3

(
ln

3+3t
3+6t/5

+ ln
3+3t

3+9t/5

)
≤

2
3

ln5− 1
3

ln2− 1
3

ln3 = 0.475 705,

w t

0
|h (s)|e−

r t
s h(µ)dµ

 2∑
i=1

w s

gi(s)
|hi (ν)|dν

ds≤
w t

0
e−

r t
s

2
3+3µ dµ× 2

3+3s
×0.475 705ds≤0.475 705,

2∑
i=1

∣∣∣(hi (s−τi (s)))
(
1−τ′i (s)

)
+bi (s)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
3+9s/5

× 3
5
− 1
5+3s

+
1

3+6s/5
× 2
5
− 1
7.5+3s

∣∣∣∣∣ = 0.

α = 0.475 705 + 0.475 705 = 0.951 411 < 1令 ，则由定理 1的条件可知，系统（19）的零解是均方渐近稳定的.

注 9　由下面分析可知，系统（19）不满足定理 D的条件，即由定理 D不能得到系统（19）零解的均方渐近稳定性.所以，定

理 1一定程度上改进了文献 [4]的结论.

b1(t) =
1

5+3t
,b2(t) =

1
7.5+3t

t−2t/5和t−3t/5 5t/3 5t/2 b1(g1(t)) =
1

5+5t
,

b2(g2(t)) =
1

7.5+7.5t
|Q(t)| = 1

3+3t
t→∞

因 为 ， ， 的 反 函 数 分 别 为 和 ， 则

，且 .当 时，

2∑
i=1

w t

t−τi(t)
|bi (gi (s))|ds =

w t

0.4t

1
5+5s

ds+
w t

0.6t

1
7.5+7.5s

ds →

1
3

ln5− 1
5

ln2− 2
15

ln3 = 0.251 368,

2∑
i=1

w t

0
e−

r t
s Q(µ)dµ |Q(s)|

w s

s−τi(s)
|bi(gi(µ))|dµds →

w t

0
e−

r t
s

1
3+3µ dµ 1

3+3s
×0.251 368ds→ 0.251 368,

2∑
i=1

|bi (s)|
∣∣∣τ′i (s)

∣∣∣ = 0.4× 1
5+3s

+0.6× 1
7.5+3s

=
1
5

(
2

5+3s
+

3
7.5+3s

)
→

1
5

(
2

3+3s
+

3
3+3s

)
=

1
3+3s

.

∑2

i=1

w t

0
e−

r t
s Q(µ)dµ |bi (s)|

∣∣∣τ′i (s)
∣∣∣ ds →

w t

0
e−

r t
s

1
3+3µ dµ 1

3+3s
ds = 1.所以，

α = 0.251 368 + 0.251 368 + 1 = 1.502 736由上面的证明得出，在定理 D中， ，不满足定理 D的条件 (ii).
例 3　考虑如下中立型随机积分微分动力系统：

d
(
x(t)− x(t−0.5t)

1 000

)
=

(
− 1
16+16t

x(t−0.5t)− 3sin t+4
48+48t

x(t−0.25t)
)
dt+(

x(t)

12
√

3+4t
− x(t− sin t)

6
√

3+4t

)
dω(t), t≥0. （20）

由改进后的定理 E′知，系统（20）的零解均方渐近稳定.
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证明　易知，

b1(s) = − 1
16+16s

, b2(s) = −3sin s+4
48+48s

, q(s) =
x(s−0.5s)

1 000
, τ1(s) = 0.5s , τ2(s) = 0.25s.

h1(t) = 1/(8+16t),h2(t)=7/(48+64t) h(t) =
1

8 + 16t
+

7
48 + 64t

11
48 + 64t

≤h(t)≤
13

48 + 64t
t→∞

在定理 E ′中，取 ，则有 ，且 ，

当 时，
2∑

i=1

w t

gi(t)
|hi (s)|ds =

w t

t
2

1
8+16s

ds+
w t

3t
4

7
48+64s

ds→ 0.074 79,

w t

0
|h (s)|e−

r t
s h(µ)dµ

 2∑
i=1

w s

gi(s)
|hi (ν)|dν

ds≤
w t

0
e−

r t
s

11
48+64µ dµ 13

48+64s
×0.074 79ds≤0.088 39.

B1(s) = 1/(12
√

3+4s) , B2(s) = 1/(6
√

3+4s)由题知， ，w t

0
e−2

r t
s h(µ)dµ

 2∑
i=1

|Bi(s)|

2

ds


1/2

≤

(w t

0
e−2

r t
s

11
24+32µ dµ 1

2(24+32s)
ds

)1/2

≤0.213 20,

w t

0
e−

r t
s h(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(bi(s)−h(s)qi(s)+hi(s−τi(s))(1−τ′i(s)))

∣∣∣∣∣∣∣ds≤

w t

0
e−

r t
s

11
48+64µ dµ

(
0.013

48+64µ
+

17
144 + 192s

)
ds≤

0.013
11

+
17
33
= 0.516 34.

α = 0.001 + 0.074 79 + 0.088 39 + 0.213 20 + 0.516 34= 0.893 72 < 1令 ，则由定理 E′的条件可知，系统（20）的
零解均方渐近稳定.证毕.

α = 0.001 + 0.074 79 + 0.088 39 + 2×0.213 20 + 0.516 34 = 1.106 92 > 1注 10　因为， ，不满足定理 E的条件 (ii)，所以由定理

E不能得到动力系统（20）零解的均方渐近稳定性.即本文的结果改进并推广了文献 [16]的结论.

例 4　考虑如下积分微分动力系统：

dx(t) =
{
−x(t)+

w t

t−tanh t
[x(s)+1]ds

}
dt, t≥0. （21）

由改进后的定理 A′、B′知，系统（21）的零解均方渐近稳定.

|[x(t)+1]− [y(t)+1]| = |x(t)− y(t)| h(t) = 4 N(t) = 1证明　显然， ，所以，在定理 E′中，取 ， ，w t

0
e−

r t
s 4dµds+

w t

0
e−

r t
s 4dµ

(w s

s−tanh s
dν

)
ds≤

w t

0
e−

r t
s 4dµds+

w t

0
e−

r t
s 4dµds≤

1
2

(1− e−2t)≤
1
2
.

α = 0.5 < 1令 ，则由定理 A′、B′的条件可知，系统（21）的零解均方渐近稳定.证毕.

g(x) = x(t)+1

µ(t) = tanh t ∈ (−1,1) µ0

µ(t) = tanh t≤µ0

注 11　因为 不是奇函数，不满足定理 A的条件，所以由定理 A不能得到动力系统（21）零解的均方渐近稳

定性 .即定理 A′的结果改进并推广了文献 [2]的结论 .另外，因为 ，所以找不到正常数 ，使得

.定理 B不能得到动力系统（21）零解的均方渐近稳定性，定理 B′即文章的结果改进并推广了文献 [3]的

结论.

例 5　考虑如下积分微分动力系统：

dx(t) = −a(t)x(t−2sin t)dt, t≥0. （22）

由改进后的定理 D′，可得下面的结论.

h(t) : [0,∞)→ R δ ∈ (0,1) t≥0假设存在连续函数 和正常数 ，满足当 时，

(i) lim
t→∞

w t

0
h (s)ds > −∞;

(ii)
w t

t−2sin t
|h (s)|ds+

w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ |h (s−2sin s) (1−2cos s)|ds+w t

0
e−

r t
sh(µ)dµ |h (s)|

(w s

s−2sin s
|h (µ)|dµ

)
ds≤δ < 1;

则系统（22）的零解均方渐近稳定的充分必要条件是
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(iii) t→∞
w t

0
h (s)ds→∞ 当 时， .

t− κ(t) = t−2sin t注 12　因为 不存在反函数，即不满足定理 D的条件.所以，定理 D′在一定程度上改进和推广了定理

D的结果.
 

3    结　　论

本文采用 Banach不动点方法讨论了一类复杂非线性中立型多变时滞 Volterra型随机动力系统零解的均

方渐近稳定性，得到了系统零解均方渐近稳定性定理.文章的创新点有以下几点：

1) 本文研究的是较为复杂的非线性动力系统，补充并推广了不动点方法在研究复杂非线性动力系统方面

的理论.

2) 据笔者所知，几乎所有的研究者在利用不动点方法研究常微分系统或随机微分动力系统的解的存在

性、周期性或稳定性时，都是通过引入一个函数 h(s)构造算子来实现的.本文所采用的方法和他们不同，本文

根据多时滞随机动力系统时滞的特点，配对引进了函数来构造算子，方式创新灵活，推广和改进了很多前人研

究的结果.

3) 文章创新方法所得结论，改进并推广了很多篇论文的结果，如文献 [2-4,10,16].

致谢　本文作者衷心感谢广州软件学院 2020年科研团队项目（ST202003）以及 2020年广州软件学院科
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