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摘要：　 应用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法（ＬＢＭ）对 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 空间分数阶电报方程进行了数值模拟研究．首先，将分

数阶算子中的积分项进行离散化处理，并进行了收敛阶分析．然后，构建了带修正函数项的一维三速度（Ｄ１Ｑ３）的
ＬＢＭ 演化模型．利用 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 多尺度技术和 Ｔａｙｌｏｒ 展开技术，推导出各平衡态分布函数和修正函数的具体

表达式，准确地从所建的演化模型恢复出宏观方程．最后，数值计算结果表明该模型是稳定、有效的．
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引　 　 言

电报方程是一类在通讯中具有重要理论意义与广泛应用价值的数学物理方程，可以用来刻画化学扩散

问题、人口动力系统以及双曲热传导等物理现象［１］ ．分数阶导数具有全局记忆的特点，所以分数阶电报方程

可以用来解决更复杂的实际问题．求解分数阶电报方程的解析解是很困难的，即便求出解析解，也需要以级

数和特殊函数的形式来表示［２⁃５］ ．因此，专家学者们往往选择数值方法对其进行求解．文献［６］利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
有限元法和有限差分法结合的方式求解了时间和空间分数阶电报方程．文献［７］基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 谱方

法和 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置方法得出求解时间分数阶导数电报方程的高精度数值方法．文献［８］在交替方向法的基

础上提出了一种分数阶 Ｐｅａｃｅｍａｎ⁃Ｒａｃｈｆｏｒｄ 差分格式，求解了二维变系数空间分数阶电报方程．文献［９］用空

间紧致有限差分方法和空间紧 ＡＤＩ 差分方法求解了一维和二维的时间分数阶电报方程．文献［１０］用 Ｃｒａｎｋ⁃
Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 差分格式求解了阻尼项为分数阶的电报方程．上述方法中大部分方法都是以差分方法为基础改进

的，但是分数阶差分格式计算起来复杂，不利于计算机编程计算，处理复杂边界问题也比较困难．
格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法（ＬＢＭ）是 ２０ 世纪 ８０ 年代中期建立起来的一种数值计算方法［１１⁃１３］，经历了几代模

型的发展和改进，得到最为常见的单松弛模型（ＬＢＧＫ），该模型通过选择恰当的平衡态分布函数，极大地提

高了计算效率［１４］ ．ＬＢＭ 作为一种介观方法，它不但具有微观模型当中假设较少的优点，还具有宏观方法当中

不考虑繁杂运动细节的特征［１５］ ．因此，对比传统方法，ＬＢＭ 在处理复杂问题时物理意义更加清晰， 实现编程

过程简单、高效．近年来许多学者利用 ＬＢＭ 解决了流体力学中的众多问题［１６⁃２０］，但利用 ＬＢＭ 求解分数阶偏

微分方程甚少．本文将利用 ＬＢＭ 数值求解如下的含非线性源项的空间分数阶电报方程：

　 　
ｋｍ

ＲＬ
ａ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ１
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｋ２

∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ｇ（ｕ） － ｆ（ｘ，ｔ）， ａ ≤ ｘ ≤ ｂ， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

ｕ（ｘ，０） ＝ θ１（ｘ）， ｕｔ（ｘ，０） ＝ θ２（ｘ）， ａ ≤ ｘ ≤ ｂ，
ｕ（ａ，ｔ） ＝ φ１（ ｔ）， ｕ（ｂ，ｔ） ＝ φ２（ ｔ）， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中， ｋｍ，ｋ１，ｋ２ 是常系数，１ ＜ α ＜ ２， ｇ（ｕ） 为外力项， ｆ（ｘ，ｔ） 为源项，

　 　 ＲＬ
ａ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ） ＝

１
Γ（ｎ － α）

ｄｎ

ｄｘｎ (∫ｘ
ａ
（ｘ － ξ） ｎ－α－１ｕ（ξ）ｄξ )， ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ， ｎ ∈ Ｎ，

ｄｎ

ｄｘｎ ｕ（ｘ）， α ＝ ｎ， ｎ ∈ Ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

是 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶左导数．

１　 分数阶预处理

１．１　 积分离散化

首先对方程进行预处理，对方程（１）中空间分数阶微分进行离散化，即将空间 ［ａ，ｂ］ 分成 Ｎ 等分，ａ ＝ ｘ０

＜ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜ ｘＮ－１ ＜ ｘＮ ＝ ｂ，其中，ｘｋ ＝ ｘ０ ＋ ｋｈ，ｈ ＝ （ｂ － ａ） ／ Ｎ ．由推广的积分第一中值定理可知，在空

间 ｘ ＝ ｘｋ 有

　 　 ∫ｘｋ
ａ
（ｘｋ － ξ） １－αｕ（ξ，ｔ）ｄξ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∫ｘｉ
ｘｉ－１

（ｘｋ － ξ） １－αｕ（ξ，ｔ）ｄξ ＝

　 　 　 　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ，ｔ）∫ｘｉ

ｘｉ－１
（ｘｋ － ξ） １－αｄξ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ，ｔ）

（ｘｋ － ｘｉ －１） ２－α － （ｘｋ － ｘｉ） ２－α

２ － α
＝

　 　 　 　 ｈ２－α

２ － α∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ，ｔ）（（ｋ － ｉ ＋ １） ２－α － （ｋ － ｉ） ２－α） ＝

　 　 　 　 ｈ２－α

２ － α∑
ｋ－１

ｊ ＝ ０
ｕ（ξ ｋ－ｊ，ｔ）（（ ｊ ＋ １） ２－α － ｊ２－α）， （２）

其中， ξ ｋ－ｊ ∈ （ｘｋ－ｊ－１，ｘｋ－ｊ） ．为进行数值计算，取
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　 　 ｕ（ξ ｋ－ｊ，ｔ） ＝
ｕ（ｘｋ－ｊ－１，ｔ） ＋ ｕ（ｘｋ－ｊ，ｔ）

２
．

方便起见，权重系数用如下形式表示：
　 　 ｗ（ ｊ，２ － α） ＝ （ ｊ ＋ １） ２－α － ｊ２－α ．

令

　 　 ｕ（ｘｋ，ｔ） ＝ １
２ ∑

ｋ－１

ｊ ＝ ０
［（ｕ（ｘｋ－ｊ－１，ｔ） ＋ ｕ（ｘｋ－ｊ，ｔ））ｗ（ ｊ，２ － α）］ ，

因为 ｕ（ｘｋ，ｔ） 与 ｘ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｋ） 均有关系，即全局相关，称之为记忆项，则有

　 　 ＲＬ
ａ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ≈ ｈ２－α

Γ（３ － α）
ｄ２

ｄｘ２ ｕ（ｘ，ｔ），

则方程（１）可用如下形式的方程近似代替：

　 　
ｋｍｈ２－α

Γ（３ － α）
ｄ２

ｄｘ２ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ１
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｋ２

∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ｇ（ｕ） － ｆ（ｘ，ｔ） ． （３）

１．２　 误差分析

接下来对公式（２）进行误差分析．
定理 １　 当 １ ＜ α ＜ ２ 时，若 ｕ（ｘ） 在区间［ａ，ｂ］ 上总有 ｜ ｕ′（ｘ） ｜ ≤ Ｍ，取 ｕ（ξ ｉ） ＝ （ｕ（ｘｉ －１） ＋ ｕ（ｘｉ）） ／ ２．

那么

　 　 ∫ｘｋ
ｘ０
（ｘｋ － ξ） １－αｕ（ξ）ｄξ － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ）∫ｘｉ

ｘｉ－１
（ｘｋ － ξ） １－αｄξ ≤ Ｃｋｈ３－α， （４）

式中 Ｃｋ 是一个与 Ｍ，ｋ 相关的常数．
证明　 对每个区间 ［ ｘｉ －１，ｘｉ］，ｉ ＝ １，２，…，ｋ，∀ξ ∈［ｘｉ －１，ｘｉ］， 由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理有，存在 η １ ∈（ｘｉ －１，

ξ）， 使得

　 　 ｕ（ｘｉ －１） ＝ ｕ（ξ） ＋ ｕ′（η １）（ｘｉ －１ － ξ）； （５）
存在 η ２ ∈ （ξ，ｘｉ）， 使得

　 　 ｕ（ｘｉ） ＝ ｕ（ξ） ＋ ｕ′（η ２）（ｘｉ － ξ） ． （６）
由式（５）和（６）及已知条件得到

　 　 ｜ ｕ（ｘｉ －１） ＋ ｕ（ｘｉ） － ２ｕ（ξ） ｜ ＝｜ ｕ′（η １）（ｘｉ －１ － ｘ） ＋ ｕ′（η ２）（ｘｉ － ｘ） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｍ ｜ ｘｉ －１ ＋ ｘｉ － ２ｘ ｜ ≤ ２ｈＭ， （７）

所以

　 　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ）∫ｘｉ

ｘｉ－１
（ｘｋ － ξ） １－αｄξ － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
∫ｘｉ
ｘｉ－１

（ｘｋ － ξ） １－αｕ（ξ）ｄξ ＝

　 　 　 　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∫ｘｉ
ｘｉ－１

（ｘｋ － ξ） １－α ｕ（ｘｉ －１） ＋ ｕ（ｘｉ）
２

－ ｕ（ξ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξ ≤

　 　 　 　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∫ｘｉ
ｘｉ－１

（ｘｋ － ξ） １－α ｕ（ｘｉ －１） ＋ ｕ（ｘｉ）
２

－ ｕ（ξ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξ ≤

　 　 　 　 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
∫ｘｉ
ｘｉ－１

（ｋ － ｉ ＋ １） １－αｈ１－α（ｈＭ）ｄξ ≤ ∑
ｋ

ｊ ＝ １
ｊ１－αｈ３－αＭ ．

记常数 Ｃｋ ＝ Ｍ·∑ ｋ

ｊ ＝ １
ｊ１－α， 则有

　 　 ∫ｘｋ
ｘ０
（ｘｋ － ξ） １－αｕ（ξ）ｄξ － ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ｕ（ξ ｉ）∫ｘｉ

ｘｉ－１
（ｘｋ － ξ） １－αｄξ ≤ Ｃｋｈ３－α ．

２　 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型

采用 Ｄ１Ｑ３ 模型，离散速度 ［ｃ０，ｃ１，ｃ２］ ＝ ［０，ｃ， － ｃ］，其中 ｃ 为格子速度，构建格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型的演化

方程为
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　 　 ｆｉ（ｘ ＋ ｃｉΔｔ，ｔ ＋ Δｔ） ＝ ｆｉ（ｘ，ｔ） － １
τ
［ ｆｉ（ｘ，ｔ） － ｆｅｑｉ （ｘ，ｔ）］ ＋ ΔｔＲ ｉ（ｘ，ｔ）， （８）

其中， Ｒ ｉ（ｘ，ｔ） 是修正项，τ 是弛豫时间．对演化方程右边应用 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 多尺度展开：
　 　 ｆｉ ＝ ｆ（０）ｉ ＋ εｆ（１）ｉ ＋ ε ２ ｆ（２）ｉ ； （９）

对时间、空间和修正项多尺度展开：

　 　 ∂
∂ｔ

＝ ε ∂
∂ｔ１

＋ ε ２ ∂
∂ｔ２

， （１０）

　 　 ∂
∂ｘ

＝ ε ∂
∂ｘ１

， （１１）

　 　 Ｒ ｉ（ｘ，ｔ） ＝ ε ２Ｆ ｉ（ｘ，ｔ）， （１２）
其中， ε 是与 Ｋｎｕｄｓｅｎ 数具有相同量级的一个很小的数．将方程（８）左边 Ｔａｙｌｏｒ 展开到二阶有

　 　 ｆｉ（ｘ ＋ ｃｉΔｔ，ｔ ＋ Δｔ） － ｆｉ（ｘ，ｔ） ＝ ｃｉ
∂ｆｉ
∂ｘ

＋
∂ｆｉ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ ＋ ｃｉ

∂ｆｉ
∂ｘ

＋
∂ｆｉ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Δｔ２

２
＋ ｏ（Δｔ２） ． （１３）

将式（９） ～ （１３）代入到式（８）中得到

　 　 Δｔ ｃｉε
∂
∂ｘ１

＋ ε ∂
∂ｔ１

＋ ε ２ ∂
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｆ（０）ｉ ＋ εｆ（１）ｉ ＋ ε ２ ｆ（２）ｉ ） ＋

　 　 　 　 Δｔ２

２
ｃｉε

∂
∂ｘ１

＋ ε ∂
∂ｔ１

＋ ε ２ ∂
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（ ｆ（０）ｉ ＋ εｆ（１）ｉ ＋ ε ２ ｆ（２）ｉ ） ＋ ｏ（Δｔ２） ＝

　 　 　 　 － １
τ
（ ｆ（０）ｉ － ｆｅｑｉ ＋ εｆ（１）ｉ ＋ ε ２ ｆ（２）ｉ ） ＋ ε ２ΔｔＦ ｉ（ｘ，ｔ） ． （１４）

比较式（１４）两边 ε 的同阶系数可得

　 　 Ｏ（ε ０）： ０ ＝ ｆ（０）ｉ － ｆｅｑｉ ⇒ｆ（０）ｉ ＝ ｆｅｑｉ ， （１５）

　 　 Ｏ（ε）： Δｔ ｃｉ
∂
∂ｘ１

＋ ∂
∂ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（０）ｉ ＝ － １

τ
ｆ（１）ｉ ⇒ｆ（１）ｉ ＝ － τΔｔ ｃｉ

∂
∂ｘ１

＋ ∂
∂ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（０）ｉ ， （１６）

　 　 Ｏ（ε ２）： Δｔ ｃｉ
∂
∂ｘ１

＋ ∂
∂ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（１）ｉ ＋ Δｔ ∂

∂ｔ２
ｆ（０）ｉ ＋ Δｔ２

２
ｃｉ

∂
∂ｘ１

＋ ∂
∂ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｆ（０）ｉ ＝ － １
τ

ｆ（１）ｉ ＋ ΔｔＦ ｉ（ｘ，ｔ） ． （１７）

把式（１６）代入到式（１７）中，有

　 　 １
２

－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ２ ｃｉ

∂
∂ｘ１

＋ ∂
∂ｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｆ（０）ｉ ＋ Δｔ ∂
∂ｔ２

ｆ（０）ｉ ＝ － １
τ

ｆ（１）ｉ ＋ ΔｔＦ ｉ（ｘ，ｔ） ． （１８）

局部平衡态分布函数应满足 ∑ ｉ
ｆｉ ＝ ∑ ｉ

ｆｅｑｉ ， 结合式（１５），再对 ｉ 求和可得

　 　 ∑
ｉ
ｆ（ｋ）ｉ ＝ ０，　 　 ｋ ＝ １，２． （１９）

为恢复宏观方程，设置粒子的质量、动量、动能应满足的关系为

　 　 ∑
ｉ
ｆｅｑｉ ＝ ∂ｕ

∂ｔ
， ∑

ｉ
ｃｉ ｆｅｑｉ ＝ ０， ∑

ｉ
ｃ２ｉ ｆｅｑｉ ＝ λｕ ． （２０）

将式（１６）× ε ＋ 式（１８） × ε ２，化简然后对 ｉ 求和可得

　 　 ε ２ １
２

－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ

∂２

∂ｔ２１
∑

ｉ
ｆ（０）ｉ ＋ ∂２

∂ｘ２
１
∑

ｉ
ｃｉｃｉ ｆ（０）ｉ ＋ ２ ∂２

∂ｔ１∂ｘ１
∑

ｉ
ｃｉ ｆ（０）ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ε ∂
∂ｔ１
∑

ｉ
ｆ（０）ｉ ＋ ∂

∂ｘ１
∑

ｉ
ｃｉ ｆ（０）ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε ２ ∂

∂ｔ２
∑

ｉ
ｆ（０）ｉ ＝ ε ２∑

ｉ
Ｆ ｉ（ｘ，ｔ） ． （２１）

由方程（１６）对 ｉ 求和，并结合式（１９）得到

　 　 ∂
∂ｔ１
∑

ｉ
ｆ（０）ｉ ＝ ０． （２２）

把式（１２）、（２０）和（２２）代入到式（２１）中，有
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　 　 ∂２

∂ｔ２
ｕ ＋ λ １

２
－ τæ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ ∂２

∂ｘ２ ｕ ＝ ∑
ｉ
Ｒ ｉ（ｘ，ｔ） ． （２３）

式（２３）乘以 ｋ２ 对比下面宏观方程各项系数：

　 　
ｋｍｈ２－α

Γ（３ － α）
ｄ２

ｄｘ２ ｕ ＝ ｋ１
∂
∂ｔ

ｕ ＋ ｋ２
∂２

∂ｔ２
ｕ ＋ ｇ（ｕ） － ｆ（ｘ，ｔ），

得到

　 　 λ ＝－
ｋｍｈ２－α

Γ（３ － α）ｋ２Δｔ（１ ／ ２ － τ）
， ∑

ｉ
Ｒ ｉ（ｘ，ｔ） ＝ １

ｋ２
ｆ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｕ） － ｋ１

∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２４）

求解方程组（２０）得到平衡态分布函数：

　 　 ｆｅｑ０ ＝ ∂ｕ
∂ｔ

－ λｕ
ｃ２

， ｆｅｑ１ ＝ λｕ
２ｃ２

， ｆｅｑ２ ＝ λｕ
２ｃ２

． （２５）

根据式（２４）设置修正项分布函数

　 　 Ｒ ｉ（ｘ，ｔ） ＝ １
３ｋ２

ｆ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｕ） － ｋ１
∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２． （２６）

３　 数 值 算 例

根据式（２０），格点处粒子分布函数和 ∑ ｉ
ｆｅｑｉ 设定为宏观量对时间的导数 ∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ， 在这里使用中心

差分方法，也就是

　 　 ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｕ（ｘ，ｔ ＋ Δｔ） － ｕ（ｘ，ｔ － Δｔ）
２Δｔ

． （２７）

计算过程中， ｘ ｊ ＝ ｘ０ ＋ ｊｈ，ｔｎ ＝ ｎΔｔ， ｆｎｉ， ｊ ≈ ｆｉ（ｘ ｊ，ｔｎ），ｕｎ
ｊ ≈ ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ），Ｒｎ

ｊ ＝ Ｒ（ｘ ｊ，ｔｎ，ｕｎ
ｊ ），ｕｎ

ｊ ＝ （１ ／ ２）∑ ｊ －１

ｍ ＝ ０
（ｗ（ ｊ，

２ － α）（ｕｎ
ｊ－ｍ－１ ＋ ｕｎ

ｊ－ｍ）），其中，ｎ 表示第 ｎ 个时间层，ｊ表示空间格点．当时间为（ｎ ＋ １）Δｔ 时，根据式（２７）可知

宏观量计算公式如下：
　 　 ｕｎ＋１

ｊ ＝ ２Δｔ（ ｆｎ０， ｊ ＋ ｆｎ１， ｊ ＋ ｆｎ２， ｊ） ＋ ｕｎ－１
ｊ ．

分布函数的初始值取值为局部平衡态分布函数的初始值，即

　 　 ｆ０， ｊ ＝ ｆｅｑ０， ｊ ＝
∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０

ｊ
－
λ（Δｔ） ２ｕ０

ｊ

ｈ２ ， ｆ１， ｊ ＝ ｆｅｑ１， ｊ ＝
λ（Δｔ） ２ｕ０

ｊ

２ｈ２ ， ｆ２， ｊ ＝ ｆｅｑ２， ｊ ＝
λ（Δｔ） ２ｕ０

ｊ

２ｈ２ ，

　 　 ｕ０
ｊ ＝ ｕ（ｘ ｊ，ｔ０），

∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０

ｊ
＝
∂ｕ（ｘ ｊ，ｔ０）

∂ｔ
，

边界处理采用非平衡态外推法，即
　 　 ｆ１，０ ＝ ｆｅｑ１，０ ＋ （ ｆ１，１ － ｆｅｑ１，１）， ｆ２，Ｎ ＝ ｆｅｑ２，Ｎ ＋ （ ｆ２，Ｎ－１ － ｆｅｑ２，Ｎ－１） ．
为了验证格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型对这一类分数阶方程数值求解的有效性，引入绝对误差 δＡＥ 和全局相对误

差 δＧＲＥ，其中 δＧＲＥ 定义如下：

　 　 δＧＲＥ ＝
∑
ｊ ＝ １

｜ ｕ（ｘ ｊ，ｔ） － ｕ∗（ｘ ｊ，ｔ） ｜

∑
ｊ ＝ １

｜ ｕ∗（ｘ ｊ，ｔ） ｜
， （２８）

其中 ｕ（ｘ ｊ，ｔ） 和 ｕ∗（ｘ ｊ，ｔ） 分别表示由所建模型计算得到的数值解和系统精确解在 ｕ（ｘ ｊ，ｔ） 处的值．
３．１　 算例 １

考虑方程（１）在区域［０，１］上且 Ｔ ＝ １ 的特例：

　 　
ｋｍ

ＲＬ
ａ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ１
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｋ２

∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ｕ２ － ｆ（ｘ，ｔ），

ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ２， ｕｔ（ｘ，０） ＝ ｘ２，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ １，

ｕ（ｘａ，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘｂ，ｔ） ＝ ｅｔ， ０ ≤ ｔ ≤ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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其中　 　 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅ２ｔｘ４ ＋ ｋ１ｘ２ｅｔ ＋ ｋ２ｘ２ｅｔ －
２ｋｍｘ２－αｅｔ

Γ（３ － α）
，

这个定解问题的解析解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｔｘ２ ．取定参数 ｋｍ ＝ １．５，ｋ１ ＝ ８０，ｋ２ ＝ １．
表 １ 表示当空间网格数 Ｎ ＝ ５０ 即空间步长 ｈ ＝ ０．０２，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ ２．２５，Ｔ ＝ ０．１，０．３，０．５，０．７，０．９ 时，

α 取不同值时全局误差达到 １０－３数量级．
表 ２ 表示当空间网格数 Ｎ ＝ １００即空间步长 ｈ ＝ ０．０１，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ ２．２５，α ＝ １．４ 时，各点处的绝对误

差达到 １０－５数量级，这表明 ＬＢＭ 的计算结果和精确解基本吻合．
表 ３ 表示当分数阶 α ＝ １．６，ｈ ＝ ０．０２，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ ２．２５ 且 Ｔ ＞ ０．１ 时，随着时间 Ｔ 的逐渐增加，全局

相对误差 δＧＲＥ 逐渐增大．
表 １　 不同时刻 Ｔ 和不同 α 下的 δＧＲＥ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δＧＲＥ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ Ｔ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ

　 α ＝ １．３ α ＝ １．５ α ＝ １．７ α ＝ １．９
Ｔ ＝ ０．１ ６．９０１ ５Ｅ－４ ５．９９０ ０Ｅ－４ １．２４１ ２Ｅ－４ ５．４２４ １Ｅ－３
Ｔ ＝ ０．３ １．６６０ １Ｅ－３ １．５８８ ７Ｅ－３ ３．６９８ ２Ｅ－３ １．２６０ ７Ｅ－３
Ｔ ＝ ０．５ ２．５９０ ０Ｅ－３ ２．４１７ １Ｅ－３ ５．５１３ ５Ｅ－３ １．９２５ ７Ｅ－３
Ｔ ＝ ０．７ ３．２１３ ２Ｅ－３ ３．０７９ ４Ｅ－３ ７．１６６ ３Ｅ－３ ２．３２８ ２Ｅ－３
Ｔ ＝ ０．９ ３．８５８ ５Ｅ－３ ３．６３３ ４Ｅ－３ ８．３２４ １Ｅ－３ ２．７８８ ６Ｅ－３

表 ２　 不同位置下的数值解、精确解和 δＡＥ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＬＢＭ ｒｅｓｕｌｔ

ｘｉ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ δＡＥ

０．１ ０．０１１ ０２９ ３０８ ３２１ ６４３ ３ ０．０１１ ０５１ ７０９ １８０ ７５６ ５ ２．２４０ ０８５ ９１１ ３１５ ４４Ｅ－５
０．２ ０．０４４ １９０ ３７０ ４７１ ９６９ ４ ０．０４４ ２０６ ８３６ ７２３ ０２５ ９ １．６４６ ６２５ １０５ ６５０ １７Ｅ－５
０．３ ０．０９９ ４５４ ８７１ ０５０ ４８１ ４ ０．０９９ ４６５ ３８２ ６２６ ８０８ ３ １．０５１ １５７ ６３２ ６９０ ７６Ｅ－５
０．４ ０．１７６ ８２５ ５２６ ５８６ ４４５ ０．１７６ ８２７ ３４６ ８９２ １０４ １．８２０ ３０５ ６５８ ２３４ ４３Ｅ－６
０．５ ０．２７６ ３０２ ３５９ ５３３ ６５１ ０．２７６ ２９２ ７２９ ５１８ ９１２ ９．６３０ ０１４ ７３９ ３０３ ５８Ｅ－６
０．６ ０．３９７ ８８５ ３４３ ５８０ ２５６ ０．３９７ ８６１ ５３０ ５０７ ２３３ ２．３８１ ３０７ ３０２ ３０１ ５７Ｅ－５
０．７ ０．５４１ ５７４ ４５８ ９５８ ０７６ ０．５４１ ５３３ ７４９ ８５７ ０６７ ４．０７０ ９１０ １００ ８２８ ５０Ｅ－５
０．８ ０．７０７ ３６９ ６７６ ９９２ ７８３ ０．７０７ ３０９ ３８７ ５６８ ４１５ ６．０２８ ９４２ ４３６ ８５３ １５Ｅ－５
０．９ ０．８９５ ２６３ ９３５ ４０９ ３２９ ０．８９５ １８８ ４４３ ６４１ ２７５ ７．５４９ １７６ ８０５ ４４３ ６５Ｅ－５
１．０ １．１０５ １７０ ９１８ ０７５ ６５ １．１０５ １７０ ９１８ ０７５ ６５ ０

表 ３　 不同时刻下的 δＧＲＥ（α ＝ １．６）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δＧＲＥ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ （α ＝ １．６）

Ｔ ＝ ０．１ Ｔ ＝ ０．３ Ｔ ＝ ０．５ Ｔ ＝ ０．７ Ｔ ＝ ０．９
δＧＲＥ ８．５５４ ９Ｅ－４ ２．４７５ ７Ｅ－４ ３．７０１ ７Ｅ－４ ４．８０７ ２Ｅ－４ ５．６０３ ９Ｅ－３

图 １　 α ＝ １．６ 时不同时刻的 ＬＢＭ 数值解与解析解比较（算例 １）
Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＬＢＭ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｕ（ｘ，ｔ） ｆｏｒ α ＝ １．６ （ｅｘａｍｐｌｅ １）

７２５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李梦军，等： 空间分数阶电报方程的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法



　 　 图 １ 展示了 α ＝ １．６， ｈ ＝ ０．０２， Δｔ ＝ ０．０００ １， τ ＝ ２．２５ 时， 不同时刻下数值解与精确解的曲线是一致吻

合的．
图 ２ 中参数 α ＝ １．５，ｈ ＝ ０．０２，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ ２．２５， 图 ２（ａ）是精确解在时间和空间的分布图，图 ２（ｂ）

是 ＬＢＭ 数值解的三维演化结果图．图 ３ 是演化过程中数值解与精确解的绝对误差图．图像显示 ＬＢＭ 得出的

数值解与精确解非常接近．

（ａ） 精确解 （ｂ） 数值解

（ａ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ２　 精确解和 ＬＢＭ 数值解三维演化图（算例 １）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＬＢＭ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｅｘａｍｐｌｅ １）

图 ３　 数值解与精确解的绝对误差（算例 １） 图 ４　 α ＝ １．９ 时不同时刻的 ＬＢＭ 数值解与

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ 解析解比较（算例 ２）

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｅｘａｍｐｌｅ １） Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＬＢＭ ｒｅｓｕｌｔ

ｏｆ ｕ（ｘ，ｔ） ｆｏｒ α ＝ １．９（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

３．２　 算例 ２
考虑方程（１）在区域［０，１］上且 Ｔ ＝ ０．１ 的特例：

　 　
ｋｍ

ＲＬ
ａ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｋ１
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｋ２

∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ｓｉｎ（ｕ） － ｆ（ｘ，ｔ），

ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｕｔ（ｘ，０） ＝ － ｘ２，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ １，
ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｔ） ＝ － ｔ， ０ ≤ ｔ ≤ ０．１，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中

　 　 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ － ｓｉｎ（ ｔｘ２） － ｋ１ｘ２ ＋
２ｋｍ ｔｘ

－α＋２

Γ（３ － α）
，

该定解问题的解析解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － ｔｘ２，选取参数 ｋｍ ＝ １．５，ｋ１ ＝ ０．１，ｋ２ ＝ １．

８２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



表 ４　 不同时刻下的 δＧＲＥ（α ＝ １．９）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δＧＲＥ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ （α ＝ １．９）

　 Ｔ ＝ ０．０１ Ｔ ＝ ０．０３ Ｔ ＝ ０．０５ Ｔ ＝ ０．０７ Ｔ ＝ ０．１
δＧＲＥ ９．２７５ １Ｅ－３ ３．０１３ ２Ｅ－３ １．７８４ １Ｅ－３ １．４２２ ２Ｅ－３ １．３９４ ４Ｅ－３

（ａ） 精确解 （ｂ） 数值解

（ａ） Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
图 ５　 精确解和 ＬＢＭ 数值解三维演化图（算例 ２）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＬＢＭ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

图 ６　 数值解与精确解的绝对误差（算例 ２）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

　 　 表 ４ 说明取空间步长 ｈ ＝ ０．０２，时间步长Δｔ ＝ ０．０００ １，
分数阶α ＝ １．９，τ ＝ １．２５时，当时间Ｔ增加时，全局误差 δＧＲＥ

随着时间 Ｔ 的增加而减小．
图 ４ 表示 α ＝ １．９，ｈ ＝ ０．０２，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ １．２５ 时，

不同时刻下数值解与精确解的曲线是一致吻合的．
图 ５ 中参数 α ＝ １．９，ｈ ＝ ０．０２，Δｔ ＝ ０．０００ １，τ ＝ １．２５，图

５（ａ）是精确解在时间和空间的分布图，图 ５（ｂ）是 ＬＢＭ 数

值解的三维演化结果图．图 ６ 是演化过程中数值解与精确

解的绝对误差图，两者在任意时刻和位置误差达到 １０－５数

量级．
综上所述，本文所构建的 Ｄ１Ｑ３ 模型对分数阶电报方

程数值求解有效．

４　 结　 　 论

本文应用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法原理数值求解了形如方程（１）的空间分数阶电报方程，运用推广的第一积

分中值定理对积分部分离散化，并用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中值定理进行误差分析，得出误差阶为 Ｏ（ｈ３－α） ．然后建立了

带修正函数项的 Ｄ１Ｑ３ 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型，运用 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 多尺度分析和 Ｔａｙｌｏｒ 展开方法，准确恢复

出所求的宏观方程，并对这一类方程进行算例求解．两个数值算例结果表明，本文建立的 Ｄ１Ｑ３ 格子 Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ 演化模型对于求解此类方程具有普适性、有效性．

致谢　 本文作者衷心感谢吉首大学研究生校级科研项目（Ｊｄｙ２００６１）对本文的资助．
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ｃｏｌｓｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， ５（２）： １６３⁃１７０．

［１１］　 ＢＥＮＺＩ Ｒ， ＳＵＣＣＩ Ｓ， ＶＥＲＧＡＳＳＯＬＡ Ｍ． Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ： ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ
Ｒｅｐｏｒｔｓ， １９９２， ２２３（３）： １４５⁃１９７．

［１２］　 ＣＨＥＮ Ｓ Ｙ， ＤＯＯＬＥＮ Ｇ Ｄ． Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ａｎｎｕａｌ Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
１９９８， ３０（１）： ３２９⁃３６４．

［１３］　 ＱＩＡＮ Ｙ Ｈ， ＳＵＣＣＩ Ｓ， ＯＲＳＺＡＧ Ｓ Ａ． Ｒｅｃｅｎｔ ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］ ． Ａｎｎｕａｌ Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９５， ３（１）： １９５⁃２４２．

［１４］　 郭照立， 郑楚光． 格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法的原理及其应用［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２００８．（ＧＵＯ Ｚｈａｏｌｉ， ＺＨＥＮＧ
Ｃｈｕｇｕａｎｇ． Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２００８．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１５］　 郭照立， 王能超， 李青， 等． 流体动力学的格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法［Ｍ］ ． 武汉： 湖北科学技术出版社， ２００２．（ＧＵＯ
Ｚｈａｏｌｉ， ＷＡＮＧ Ｎｅｎｇｃｈａｏ， ＬＩ Ｑｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｗｕｈａｎ： Ｈｕｂｅｉ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 ＳＵＮ Ｙ Ｘ， ＴＩＡＮ Ｚ Ｆ． Ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｕｐｗｉｎｄ ｃｏｍｐａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖｉｓｃｏｕｓ ｉｎ⁃
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２０， ８０（７）： １８５８⁃１８７２．

［１７］　 ＢＥＮＨＡＭＯＵ Ｊ， ＪＡＭＩ Ｍ， ＭＥＺＲＨＡＢ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｈｅａｔ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２０， ４９（６）： ３７７９⁃３７９６．

［１８］　 ＬＩ Ｑ Ｈ， ＣＨＡＩ Ｚ Ｈ， ＳＨＩ Ｂ Ｃ． Ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａ⁃
ｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ７０（４）： ５４８⁃５６１．

［１９］　 ＤＵＡＮ Ｙ Ｌ， ＫＯＮＧ Ｌ Ｈ， ＧＵＯ Ｍ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， ２０１７， ５（１）： １３⁃３５．

［２０］　 ＺＨＵ Ｊ Ｑ， ＬＵ Ｓ Ｈ， ＧＡＯ Ｄ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ ｓｕｐｅｒｃｒｉｔｉｃａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｂｙ ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｈｅａｔ Ｔｒａｎｓｆｅｒ（Ｐａｒｔ Ｂ）： Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓ， ２０２０， ７７（６）： ４６１⁃４７３．

０３５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


