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摘要：　 对种群动力学及相关控制问题的研究，不仅具有理论意义，而且与生物多样性保护、病虫害防治及可再生

资源的开发利用密切相关．该文研究了一类周期环境中具有两相互竞争食饵和一捕食者的三物种捕食⁃食饵系统的

最优收获，其中捕食者具有尺度结构且用一阶偏微分方程描述．运用不动点定理证明了系统非负有界解的存在唯一

性，并讨论了解关于控制变量的连续依赖性．应用切⁃法锥技巧导出最优收获条件，并借助 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理讨论了

最优策略的存在唯一性．这里目标泛函表示收获三物种产生的净经济效益．所得结果将有利于可再生资源的开发．
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引　 　 言

数学模型不仅可以刻画种群与环境、种群与种群之间的相互作用，而且可以描述、预测以至调节和控制

种群的发展过程及发展趋势．目前，对不同种群模型的动力学研究成果有许多，如王双明等［１］ 利用动力系统

理论分析了一类带有时滞的周期 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 反应扩散传染病模型的动力学；曹建智等［２］讨论了一类带有时滞的

云杉蚜虫种群阶段结构模型，分析了模型正平衡点的存在唯一性，并给出平衡点的局部稳定性和出现 Ｈｏｐｆ
分岔的充分条件．

然而，生态学研究表明三物种捕食⁃食饵系统是大型生态系统的重要组成部分．目前，关于三物种捕食⁃食
饵系统的研究，多数是基于均匀混合的假设下建立的，即将生活在同一区域的同一物种视为一个整体，建立

确定型或随机型常微分方程系统（可参见文献［３⁃６］及所附文献）．
注意到种群个体间存在诸如年龄、生理尺度等结构差异．而结构化种群模型就是根据个体间的结构差异

来确定种群个体的出生率、增长率、死亡率、个体之间以及个体与环境之间的相互作用等［７］ ．近年来，关于依

赖个体年龄的种群模型的动力学分析及相关调控问题的研究取得了大量成果（可参考文献［８⁃１５］及相关文

献）．文献［１２⁃１３］分别讨论了食饵具有年龄分布的捕食⁃食饵模型的动力学行为和最优收获问题．然而，食饵

通常处于食物链中较低的生态位，年龄依赖性对捕食者来说更为重要．基于此，文献［１４］研究了一类捕食具

有年龄结构的捕食⁃食饵系统的最优收获策略．文献［１５］研究了如下周期环境中具有年龄结构的种群模型的

最优收获问题：
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其中生命参数 β（ａ，ｔ） 和 μ（ａ，ｔ）、迁入率 ｆ（ａ，ｔ） 及收获努力度 ｕ（ａ，ｔ） 均为关于时间 ｔ 的 Ｔ⁃ 周期函数．
进一步研究表明：个体尺度在很大程度上决定个体的出生率、死亡率、捕食能力和新陈代谢能力等，从而

影响种群动力学行为［１５］ ．目前，对于具有尺度分布的种群模型的动力学分析及相关控制问题的研究多数是

基于单种群模型［１７⁃１９］ ．对多种群模型，刘炎和何泽荣在文献［２０⁃２１］中分别讨论了捕食者具有尺度结构的捕

食⁃食饵系统和食饵种群带有尺度结构的种群系统的最优收获问题．曹雪靓［２２］讨论了一类污染环境下具有尺

度结构的捕食种群模型解的存在唯一性问题．
注意到三物种捕食⁃食饵系统是生态系统的重要组成部分．文献［３］将三物种捕食⁃食饵系统分为五类：

两捕食者争夺一食饵、一捕食者捕食两食饵、食物链、杂食食物链和循环食物链．然而，目前仅文献［２３］研究

了一类周期环境中捕食者具有尺度结构的杂食食物链模型．基于此，本文研究了一类周期环境中具有两相互

竞争食饵和一捕食者的三物种捕食⁃食饵系统的最优收获，其中捕食者具有尺度结构．为建立模型，记 Ｒ ＋ ＝

（０，∞ ），Ｑ ＝ （０，ｌ） × Ｒ ＋ ．ｐ（ｘ，ｔ） 表示 ｔ时刻尺度为 ｘ 的捕食者个体数量；ｑ１（ ｔ） 和 ｑ２（ ｔ） 分别表示 ｔ 时刻食饵

１ 和食饵 ２ 的个体数量．于是，基于文献［１５，２３］，本文建立并分析了如下周期环境中捕食者具有尺度结构的

三物种捕食⁃食饵系统的最优收获问题：

１１５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 刘荣，等： 周期环境中捕食者具有尺度结构的三物种捕食⁃食饵系统的最优收获
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（１）

其中 Ｐ（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ 表示 ｔ 时刻捕食者数量；生命参数 μ（ｘ，ｔ），［ ｆ１（ｑ１（ ｔ）） ＋ ｆ２（ｑ２（ ｔ））］β（ｘ） 和 ｇ（ｘ） 分

别表示捕食者的死亡率、出生率和个体尺度增长率； ｆ（ｘ，ｔ） 表示捕食者的迁入率；ｒｉ（ｑｉ（ ｔ），ｔ） 表示食饵种群

ｑｉ（ ｉ ＝ １，２） 的内禀增长率；Φｉ（ ｉ ＝ １，２） 为功能反应函数；ｈｉ（ ｉ ＝ １，２） 为种间竞争系数；这里 Ｔ ∈ Ｒ ＋ 表示种

群演变周期；控制变量 α１（ｘ，ｔ），α２（ ｔ），α３（ ｔ） 为收获三物种的收获努力度，且属于如下允许控制集：

　 　 Ｕ ＝
ì

î

í

ïï

ïï
（α１，α２，α３） ∈ Ｌ∞

Ｔ （Ｑ） × Ｌ∞
Ｔ （Ｒ ＋） × Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋）

　 　 　 　
０ ≤ α１（ｘ，ｔ） ≤ Ｎ１， ａ．ｅ． （ｘ，ｔ） ∈ Ｑ，
０ ≤ α ｉ（ ｔ） ≤ Ｎｉ， ａ．ｅ． ｔ ∈ Ｒ ＋，ｉ ＝ ２，３

ü
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其中， Ｌ∞
Ｔ （Ｑ） ＝ { ｈ∈ Ｌ∞（Ｑ）： ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ ＋ Ｔ）， ａ．ｅ．（ｘ，ｔ） ∈ Ｑ } 且 Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋） ＝ { ｈ∈ Ｌ∞（Ｒ ＋）：ｖ（ ｔ） ＝ ｖ（ ｔ
＋ Ｔ），ａ．ｅ． ｔ∈ Ｒ ＋ } ．如果（ｐ，ｑ１，ｑ２） 为系统（１）相应于 （α１，α２，α３） ∈ Ｕ 的解，那么由系统（１）的最后两个方

程可知 ｐ，ｑ１，ｑ２ 均为关于时间 ｔ 的 Ｔ⁃ 周期函数．本文考虑如下最优化问题：
　 　 ｍａｘ

（α１，α２，α３）∈Ｕ
Ｊ（α１，α２，α３）， （２）

其中

　 　 Ｊ（α１，α２，α３） ＝ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
ω １（ｘ，ｔ）α１（ｘ，ｔ）ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ －

１
２ ∫

Ｔ

０
∫ｌ

０
ｃ１α２

１（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∑
３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
ω ｉ（ ｔ）α ｉ（ ｔ）ｑｉ －１（ ｔ）ｄｔ －

１
２ ∑

３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
ｃｉα２

ｉ（ ｔ）ｄｔ，

权函数 ω １（·，ｔ），ω ２（ ｔ） 和 ω ３（ ｔ） 表示三物种的经济价值且均为关于时间 ｔ 的 Ｔ⁃周期函数；正常数 ｃ１，ｃ２ 和 ｃ３
为收获三物种的收获成本．于是，目标泛函 Ｊ（α１，α２，α３） 表示在［０，Ｔ］ 时间段内收获所有物种所获得的净经

济利益．为研究需要，本文采用如下假设：
（Ｈ１） ｇ ∈ Ｃ１（［０，ｌ），Ｒ ＋） 为有界函数．ｇ（０） ＝ １，ｌｉｍｘ↑ｌ ｇ（ｘ） ＝ ０ 且对任意 ｘ ∈ ［０，ｌ），有 ｇ（ｘ） ≤ ０．进一

步，存在正常数 ＬＶ 使得对任意的 ｘ１，ｘ２ ∈ ［０，ｌ），有 ｜ ｇ（ｘ１） － ｇ（ｘ２） ｜ ≤ ＬＶ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ．

（Ｈ２） 存在正常数 β
－
使得对任意的 ｘ ∈ （０，ｌ），有 ０ ≤ β（ｘ） ≤ β

－
．

（Ｈ３） μ：［０，ｌ） × Ｒ ＋ → Ｒ ＋ 为可测函数，且对任意（ｘ，ｔ） ∈ Ｑ，有 μ（ｘ，ｔ） ＝ μ（ｘ，ｔ ＋ Ｔ） ≥ ０ 和 μ（ｘ，ｔ） ＋
ｇ（ｘ） ≥ ０ 成立．

（Ｈ４） 存在常数 Ｂ ｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２） 使得对所有的 Ｓ，ｔ ≥０，有 ０ ≤ ｒｉ（Ｓ，ｔ） ＝ ｒｉ（Ｓ，ｔ ＋ Ｔ） ≤ Ｂ ｉ，且 ｒｉ 关于第

一个变量满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件．即存在常数 Ｂｒｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２） 使得对所有的 ｔ，Ｓ１，Ｓ２ ≥ ０，有 ｜ ｒｉ（Ｓ１，ｔ） － ｒｉ（Ｓ２，
ｔ） ｜ ≤ Ｂｒｉ ｜ Ｓ１ － Ｓ２ ｜ ．

（Ｈ５） 存在正常数 Ｃ ｉ 和 ＣΦｉ
（ ｉ ＝ １，２） 使得对任意 Ｓ ≥ ０，有 ０ ≤ Φｉ（Ｓ） ≤ Ｃ ｉ，且对所有的 Ｓ１，Ｓ２ ≥ ０，有
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｜ Φｉ（Ｓ１） － Φｉ（Ｓ２） ｜ ≤ ＣΦｉ
｜ Ｓ１ － Ｓ２ ｜ ．

（Ｈ６） 存在正常数 Ｄｉ 和 Ｄｆｉ（ ｉ ＝ １，２） 使得对任意 Ｓ ≥ ０， 有 ０ ≤ ｆｉ（Ｓ） ≤ Ｄｉ， 且对所有的 Ｓ１，Ｓ２ ≥ ０，有
｜ ｆｉ（Ｓ１） － ｆｉ（Ｓ２） ｜ ≤ Ｄｆｉ ｜ Ｓ１ － Ｓ２ ｜ ．

（Ｈ７） 存在正常数 Ｅ ｉ 和 Ｅｈｉ（ ｉ ＝ １，２） 使得对任意 Ｓ ≥ ０， 有 ０ ≤ ｈｉ（Ｓ） ≤ Ｅ ｉ，且对所有的 Ｓ１，Ｓ２ ≥ ０，有
｜ ｈｉ（Ｓ１） － ｈｉ（Ｓ２） ｜ ≤ Ｅｈｉ ｜ Ｓ１ － Ｓ２ ｜ ．

（Ｈ８） ｆ ∈ Ｌ∞
Ｔ （Ｑ），且对任意的（ｘ，ｔ） ∈ Ｑ，有 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ ＋ Ｔ） ≥ ０．

１　 状态系统的适定性

本节将利用不动点理论讨论系统（１）非负有界解的存在唯一性．本文考虑 ｔ ＞ ｚ －１（ ｌ） ≜ ｔ－ 的情况．为研究

方便，引入如下定义．
定义 １　 称初值问题 ｘ（ ｔ） ＝ ｇ（ｘ（ ｔ）），ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０ 的唯一解 ｘ ＝ φ（ ｔ；ｔ０，ｘ０） 为通过点（ｘ０，ｔ０） 的特征曲线．

记 ｚ（ ｔ） ＝ φ（ ｔ；０，０） 为 ｘ⁃ｔ 平面上通过点（０，０）的特征曲线．
定义 ２　 称函数 ｕ（ｘ，ｔ） 沿特征曲线 φ 在点（ｘ，ｔ） 处的方向导数为

　 　 Ｄφｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｈ→０

ｕ（φ（ ｔ ＋ ｈ；ｔ，ｘ），ｔ ＋ ｈ） － ｕ（ｘ，ｔ）
ｈ

．

定义 ３　 若三元函数组 （ｐ（ｘ，ｔ），ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ）） ∈ Ｌ∞
Ｔ （Ｑ） × Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋） × Ｌ∞
Ｔ （Ｒ ＋） 且满足

　 　 ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｐ（０，φ －１（０；ｔ，ｘ））Π（ ｔ；ｔ，ｘ） ＋ ∫
τ

ｔ
ｆ（φ（ ｓ；ｔ，ｘ），ｓ） Π（ ｔ；ｔ，ｘ）

Π（ ｓ；ｔ，ｘ）
ｄｓ， （３）

　 　 ｑ１（ ｔ） ＝ ｑ１０ｅｘｐ { ∫ｔ
０
［ ｒ１（ｑ１（ ｓ），ｓ） － Φ１（Ｐ（ ｓ）） － ｈ１（ｑ２（ ｓ）） － α２（ ｓ）］ｄｓ } ， （４）

　 　 ｑ２（ ｔ） ＝ ｑ２０ｅｘｐ { ∫ｔ
０
［ ｒ２（ｑ２（ ｓ），ｓ） － Φ２（Ｐ（ ｓ）） － ｈ２（ｑ１（ ｓ）） － α３（ ｓ）］ｄｓ } ， （５）

则称其为系统（１）的解．这里 Π（ ｒ；ｔ，ｘ） ＝ ｅｘｐ { － ∫ｒ
τ
［（μ ＋ α１）（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ＋ ｇ（φ（ｗ；ｔ，ｘ））］ｄｗ } ，且 Ｐ（ ｔ）

＝ ∫ｌ
０
ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ ．

记 Ｍ ≜ ｍａｘ { ｑ１０ｅＢ１（ ｔ－ ＋Ｔ），ｑ２０ｅＢ２（ ｔ－ ＋Ｔ），Ｍ１（ ｔ
－ ＋ Ｔ） ＋ ‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） } ， 其中 Ｍ１ ＝ （Ｄ１ ＋ Ｄ２）β

－
‖ｆ（·，

·）‖Ｌ１（Ｑ） ｅ（Ｄ１＋Ｄ２） β
－
（ ｔ－ ＋Ｔ） ．设 Ｘ ＝ Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋，Ｌ１（０，ｌ）） × Ｌ∞
Ｔ （Ｒ ＋） × Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋），对常数 λ ＞ ０，定义 Ｘ 上的等价范数

　 　 ‖（ｐ，ｑ１，ｑ２）‖∗ ＝ ｅｓｓ ｓｕｐ
ｔ∈［ ｔ－， ｔ－ ＋Ｔ］

{ ｅ －λｔ [ ｜ ｑ１（ ｔ） ｜ ＋ ｜ ｑ２（ ｔ） ｜ ＋ ∫ｌ
０
｜ ｐ（ｘ，ｔ） ｜ ｄｘ ] } ．

进一步地，定义解空间为

　 　 Ｘ ＝ { （ｐ，ｑ１，ｑ２） ∈ Ｘ ｐ（ｘ，ｔ） ≥ ０， ａ．ｅ． （ｘ，ｔ） ∈ Ｑ，

　 　 　 　 ∫ｌ
０
ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ ≤ Ｍ， ０ ≤ ｑｉ（ ｔ） ≤ Ｍ， ａ．ｅ． ｔ ∈ Ｒ ＋，ｉ ＝ １，２ } ，

算子 Ａ：Ｘ → Ｘ 为

　 　 （Ａ（ｐ，ｑ１，ｑ２）） ＝ （Ａ１（ｐ，ｑ１，ｑ２），Ａ２（ｐ，ｑ１，ｑ２），Ａ３（ｐ，ｑ１，ｑ２）），
其中 Ａ１（ｐ，ｑ１，ｑ２），Ａ２（ｐ，ｑ１，ｑ２） 和 Ａ３（ｐ，ｑ１，ｑ２） 分别由式（３） ～ （５）的右端所给出．显然，若 （ｐ，ｑ１，ｑ２） 是映

射 Ａ 的不动点，则其必为系统（１）的解，反之亦然．
定理 １　 对于任意给定的 （α１，α２，α３） ∈ Ｕ，系统（１） 有唯一解（ｐ，ｑ１，ｑ２） ∈ Ｘ ．
证明　 首先证明 Ａ 是从 Ｘ 到 Ｘ 的映射．由假设（Ｈ１）有 ｇ（０） ＝ １．记 ｂ（ ｔ） ＝ ｐ（０，ｔ）， 则

　 　 ｂ（ ｔ） ＝ ｇ（０）ｐ（０，ｔ） ＝ ［ ｆ１（ｑ１（ ｔ）） ＋ ｆ２（ｑ２（ ｔ））］∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 （Ｄ１ ＋ Ｄ２）β
－

[∫ｌ
０
ｂ（φ －１（０；ｔ，ｘ））ｄｘ ＋ ∫ｌ

０
∫ｔ
τ
ｆ（φ（ ｓ；ｔ，ｘ），ｓ）ｄｓｄｘ ] ≜ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ． （６）

对于 Ｉ１，令 ｓ ＝ φ －１（０；ｔ，ｘ） ．于是由定义 １ 知，当 ｘ ＝ ０ 时，有 ｓ ＝ φ －１（０；ｔ，０） ＝ ｔ；当 ｘ ＝ ｌ 时，有 ｓ ＝ φ －１（０；ｔ，ｌ）
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＝ ０．进一步，由 ｓ ＝ φ －１（０；ｔ，ｘ） 知，ｘ ＝ φ（ ｔ；ｓ，０） ．由于 ｄｘ ／ ｄｓ 是初值问题 ｄｚ ／ ｄｔ ＝ ｇ（φ（ ｔ；ｓ，０）） ｚ，ｚ（ ｓ） ＝ － ｇ（０）

＝ － １ 的解且其解为 ｚ（ ｔ） ＝ － ｅｘｐ { ∫ｔ
ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｓ，０））ｄｒ } ， 则

　 　 ｄｘ ＝ － ｅｘｐ { ∫ｔ
ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｓ，０））ｄｒ } ｄｓ ． （７）

从而，由假设（Ｈ１）可得

　 　 Ｉ１ ＝ ∫ｔ
０
ｂ（ ｓ）ｅｘｐ { ∫ｔ

ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｓ，０））ｄｒ } ｄｓ ≤ ∫ｔ

０
ｂ（ ｓ）ｄｓ ． （８）

对于 Ｉ２，令 ｗ ＝ φ（ ｓ；ｔ，ｘ） ．于是由定义 １ 知，当 ｘ ＝ ０ 时，有 ｗ ＝ φ（ ｓ；ｔ，０） ＝ ０；当 ｘ ＝ ｌ 时，有 ｗ ＝ φ（ ｓ；ｔ，ｌ） ＝ ｌ ．

注意到 ｄｗ ／ ｄｘ是初值问题 ｄｚ ／ ｄｓ ＝ ｇ（φ（ ｓ；ｔ，ｘ）） ｚ，ｚ（ ｔ） ＝ １的解，且其解为 ｚ（ ｓ） ＝ ｅｘｐ { ∫
ｔ

ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｔ，ｘ））ｄｒ } ， 则

　 　 ｄｘ ＝ ｅｘｐ { ∫ｔ
ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｔ，ｘ））ｄｒ } ｄｗ ． （９）

从而，由假设（Ｈ１）可知

　 　 Ｉ２ ＝ ∫ｌ
０
∫ｔ
τ
ｆ（ｗ，ｓ）ｅｘｐ { ∫ｔ

ｓ
ｇ（φ（ ｒ；ｔ，ｘ））ｄｒ } ｄｓｄｗ ≤ ‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ． （１０）

进一步地，由式（６）、（８）和（１０）可得

　 　 ｂ（ ｔ） ≤ （Ｄ１ ＋ Ｄ２）β
－
‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ＋ （Ｄ１ ＋ Ｄ２）β

－∫ｔ
０
ｂ（ ｓ）ｄｓ ．

由于变量 ｂ（ ｔ） 具有周期性，本文仅考虑 ｔ ∈ ［ ｔ－，ｔ－ ＋ Ｔ］ ．于是，由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得

　 　 ｂ（ ｔ） ≤ （Ｄ１ ＋ Ｄ２）β
－
‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ｅ（Ｄ１＋Ｄ２） β

－
（ ｔ－ ＋Ｔ） ＝ Ｍ１ ．

类似地，由式（３）、（８）和（１０）得

　 　 ∫ｌ
０
｜ Ａ１（ｐ，ｑ１，ｑ２） ｜ （ｘ，ｔ）ｄｘ ≤ ∫ｔ

０
ｂ（ ｓ）ｄｓ ＋ ‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ≤ Ｍ１（ ｔ

－ ＋ Ｔ） ＋ ‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ．

进一步地，由式（４）和（５）可得

　 　 ｜ Ａ２（ｐ，ｑ１，ｑ２） ｜ （ ｔ） ≤ ｑ１０ｅＢ１（ ｔ－ ＋Ｔ）， ｜ Ａ３（ｐ，ｑ１，ｑ２） ｜ （ ｔ） ≤ ｑ２０ｅＢ２（ ｔ－ ＋Ｔ） ．
从而可知， Ａ 是从 Ｘ 到其自身的一个映射．

接着，讨论 Ａ 的压缩性．记Ｗ（ ｔ） ≜ ∫ｔ
０

[∑
２

ｉ ＝ １
｜ ｑｉ（ ｓ） － ｑ′ｉ（ ｓ） ｜ ＋ ∫ｌ

０
｜ ｐ（ｘ，ｓ） － ｐ′（ｘ，ｓ） ｜ ｄｘ ]ｄｓ ．由式（３）和

（７）知

　 　 ∫ｌ
０
｜ Ａ１（ｐ，ｑ１，ｑ２） － Ａ１（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２） ｜ （ｘ，ｔ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫ｌ
０
｜ ｂ（φ －１（０；ｔ，ｘ）） － ｂ′（φ －１（０；ｔ，ｘ）） ｜ ｄｘ ≤ ∫ｔ

０
｜ ｂ（ ｓ） － ｂ′（ ｓ） ｜ ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ
０
ｇ ｜ ［ ｆ１（ｑ１（ ｓ）） ＋ ｆ２（ｑ２（ ｓ））］∫ｌ

０
β（ｘ）ｐ（ｘ，ｓ）ｄｘ －

　 　 　 　 ［ ｆ１（ｑ′１（ ｓ）） ＋ ｆ２（ｑ′２（ ｓ））］∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ′（ｘ，ｓ）ｄｘｇ ｜ ｄｓ ≤

　 　 　 　 β
－
（Ｄ１ ＋ Ｄ２） ∫ｔ

０
∫ｌ

０
｜ ｐ（ｘ，ｓ） － ｐ′（ｘ，ｓ） ｜ ｄｘｄｓ ＋

　 　 　 　 β
－
（Ｄｆ１

＋ Ｄｆ２）∫
ｔ

０
［ ｜ ｑ１（ ｓ） － ｑ′１（ ｓ） ｜ ＋ ｜ ｑ２（ ｓ） － ｑ′２（ ｓ） ｜ ］∫ｌ

０
ｐ′（ｘ，ｓ）ｄｘｄｓ ≤ Ｍ２Ｗ（ ｔ），

其中 Ｍ２ ＝ ｍａｘ { β
－
（Ｄ１ ＋ Ｄ２），β

－
（Ｄｆ１

＋ Ｄｆ２）Ｍ } ．由式（４）得
　 　 ｜ Ａ２（ｐ，ｑ１，ｑ２） － Ａ２（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２） ｜ （ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｑ１０ｅ２Ｂ１（ ｔ－ ＋Ｔ）∫ｔ
０
［ ｜ ｒ１（ｑ１（ ｓ），ｓ） － ｒ１（ｑ′１（ ｓ），ｓ） ｜ ＋ ｜ Φ１（Ｐ（ ｓ）） － Φ１（Ｐ′（ ｓ）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｈ１（ｑ２（ ｓ）） － ｈ１（ｑ′２（ ｓ）） ｜ ］ｄｓ ≤ Ｍ３Ｗ（ ｔ），
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其中 Ｍ３ ＝ ｑ１０ｅ２Ｂ１（ ｔ－ ＋Ｔ）ｍａｘ {Ｂｒ１，ＣΦ１
，Ｅｈ１

} ．记 Ｍ４ ＝ ｑ２０ｅ２Ｂ２（ ｔ－ ＋Ｔ）ｍａｘ {Ｂｒ２，ＣΦ２
，Ｅｈ２

} ．由式（５）得
　 　 ｜ Ａ３（ｐ，ｑ１，ｑ２） － Ａ３（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２） ｜ （ ｔ） ≤ Ｍ４Ｗ（ ｔ） ．

于是

　 　 ‖Ａ（ｐ，ｑ１，ｑ２） － Ａ（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２）‖∗ ≤

　 　 　 　 Ｍ５ ｅｓｓ ｓｕｐ
ｔ∈［ ｔ－， ｔ－ ＋Ｔ］

{ ｅ －λｔ∫ｔ
０
ｅλｓ [ ｅ －λｓ (∑

２

ｉ ＝ １
｜ ｑｉ（ ｓ） － ｑ′ｉ（ ｓ） ｜ ＋ ∫ｌ

０
｜ ｐ（ｘ，ｓ） － ｐ′（ｘ，ｓ） ｜ ｄｘ ) ]ｄｓ } ≤

　 　 　 　
Ｍ５

λ
‖（ｐ － ｐ′，ｑ１ － ｑ′１，ｑ２ － ｑ′２）‖∗，

其中 Ｍ５ ＝ Ｍ２ ＋ Ｍ３ ＋ Ｍ４ ．选择 λ 充分大使得 λ ＞ Ｍ５，于是 Ａ 为空间（Ｘ，‖·‖∗） 上的压缩映射．从而，由不

动点理论可知，映射 Ａ 有唯一不动点．定理得证．
下面定理给出系统解关于控制变量的连续依赖性．
定理 ２　 对任意的 （α１，α２，α３），（α′１，α′２，α′３） ∈ Ｕ，记（ｐ，ｑ１，ｑ２） 和（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２） 分别是系统（１） 相应于

（α１，α２，α３） 和（α′１，α′２，α′３） 的解．则存在正常数 Ｋ１ 和 Ｋ２ 使得

　 　 ‖ｐ － ｐ′‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋；Ｌ１（０，ｌ））
＋ ∑

２

ｉ ＝ １
‖ｑｉ － ｑ′ｉ‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋） ≤

　 　 　 　 Ｋ１Ｔ [‖α１ － α′１‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋；Ｌ１（０，ｌ））
＋ ∑

３

ｉ ＝ ２
‖α ｉ － α′ｉ‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋） ]，

　 　 ‖ｐ － ｐ′‖Ｌ１Ｔ（Ｑ）
＋ ∑

２

ｉ ＝ １
‖ｑｉ － ｑ′ｉ‖Ｌ１Ｔ（Ｒ ＋） ≤ Ｋ２Ｔ [‖α１ － α′１‖Ｌ１Ｔ（Ｑ）

＋ ∑
３

ｉ ＝ ２
‖α ｉ － α′ｉ‖Ｌ１Ｔ（Ｒ ＋） ] ．

证明　 由于 （ｐ，ｑ１，ｑ２） 和（ｐ′，ｑ′１，ｑ′２） 分别是系统（１） 相应于（α１，α２，α３） 和（α′１，α′２，α′３） 的解．于是，由式

（４）可知

　 　 ｜ ｑ１（ ｔ） － ｑ′１（ ｔ） ｜ ≤ ｑ１０ｅ２Ｂ１（ ｔ－ ＋Ｔ）∫ｔ
０

[ ｜ ｒ１（ｑ１（ ｓ），ｓ） － ｒ１（ｑ′１（ ｓ），ｓ） ｜ ＋

　 　 　 　 Φ１ (∫ｌ
０
ｐ（ｘ，ｓ）ｄｘ ) － Φ１ (∫ｌ

０
ｐ′（ｘ，ｓ）ｄｘ ) ＋

　 　 　 　 ｜ ｈ１（ｑ２（ ｓ）） － ｈ１（ｑ′２（ ｓ）） ｜ ＋ ｜ α２（ ｓ） － α′２（ ｓ） ｜ ]ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｑ１０ｅ２Ｂ１（ ｔ－ ＋Ｔ）∫ｔ
０

[Ｂｒ１ ｜ ｑ１（ ｓ） － ｑ′１（ ｓ） ｜ ＋ ＣΦ１∫
ｌ

０
｜ ｐ（ｘ，ｓ） － ｐ′（ｘ，ｓ） ｜ ｄｘ ＋

　 　 　 　 Ｅｈ１ ｜ ｑ２（ ｓ） － ｑ′２（ ｓ） ｜ ＋ ｜ α２（ ｓ） － α′２（ ｓ） ｜ ]ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｍ３Ｗ（ ｔ） ＋ ｑ１０ｅ２Ｂ１（ ｔ－ ＋Ｔ）∫ｔ
０
｜ α２（ ｓ） － α′２（ ｓ） ｜ ｄｓ ．

类似地，由式（５）有

　 　 ｜ ｑ２（ ｔ） － ｑ′２（ ｔ） ｜ ≤ Ｍ４Ｗ（ ｔ） ＋ ｑ２０ｅ２Ｂ２（ ｔ－ ＋Ｔ）∫ｔ
０
｜ α３（ ｓ） － α′３（ ｓ） ｜ ｄｓ ．

此外，由式（３）知

　 　 ∫ｌ
０
｜ ｐ（ｘ，ｔ） － ｐ′（ｘ，ｔ） ｜ ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫ｔ
０
｜ ｂ（ ｓ） － ｂ′（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ Ｍ１∫ｌ

０
∫ｔ

０
｜ α１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） － α′１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ｜ ｄｗｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０
∫ｔ

０
ｆ（φ（ ｓ；ｔ，ｘ），ｓ）∫ｔ

ｓ
｜ α１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） － α′１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ｜ ｄｗｄｓｄｘ ≤

　 　 　 　 Ｍ２∫ｔ
０

[ ｜ ｑ１（ ｓ） － ｑ′１（ ｓ） ｜ ＋ ｜ ｑ２（ ｓ） － ｑ′２（ ｓ） ｜ ＋ ∫ｌ
０
｜ ｐ（ｘ，ｓ） － ｐ′（ｘ，ｓ） ｜ ｄｘ ]ｄｓ ＋

　 　 　 　 Ｍ１∫ｌ
０
∫ｔ

０
｜ α１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） － α′１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ｜ ｄｗｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０
∫ｔ

０
ｆ（φ（ ｓ；ｔ，ｘ），ｓ）∫ｔ

ｓ
｜ α１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） － α′１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ｜ ｄｗｄｓｄｘ ≤
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　 　 　 　 Ｍ２Ｗ（ ｔ） ＋ Ｍ６∫ｌ
０
∫ｔ

０
｜ α１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） － α′１（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ｜ ｄｗｄｘ，

其中 Π′（ ｒ；ｔ，ｘ） ＝ ｅｘｐ { － ∫ｒ
τ

[（μ ＋ α′１）（φ（ｗ；ｔ，ｘ），ｗ） ＋ ｇ（φ（ｗ；ｔ，ｘ）） ]ｄｗ } ，Ｍ６ ＝ Ｍ１ ＋ ‖ｆ（·，·）‖Ｌ１（Ｑ） ．

于是，由上述分析可得所需结果．定理得证．

２　 最优性条件

本节将利用非线性泛函分析中的切线⁃法锥技术来推导最优收获控制的必要条件．对任意的 （α１，α２，
α３） ∈Ｕ，记ＴＵ（α１，α２，α３） 和ＮＵ（α１，α２，α３） 分别为集合Ｕ在点（α１，α２，α３） 处的切锥和法锥．考虑系统（１）
的共轭系统

　 　

Ｄφξ ＝ ［μ（ｘ，ｔ） ＋ α１（ｘ，ｔ）］ξ（ｘ，ｔ） － ［ ｆ１（ｑ１（ ｔ）） ＋ ｆ２（ｑ２（ ｔ））］β（ｘ）ξ（０，ｔ） ＋
　 　 Φ′１（Ｐ（ ｔ））ｑ１（ ｔ）η １（ ｔ） ＋ Φ′２（Ｐ（ ｔ））ｑ２（ ｔ）η ２（ ｔ） ＋ ω １（ｘ，ｔ）α１（ｘ，ｔ），
ｄη １

ｄｔ
＝ － ｒ１（ｑ１（ ｔ），ｔ） ＋ ｑ１（ ｔ）

∂ｒ１（ｑ１（ ｔ），ｔ）
∂ｑ１

－ ｈ′１（ｑ２（ ｔ））
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ１（Ｐ） － ｈ１（ｑ２（ ｔ）） － α２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú η １ ＋

　 　 ω ２（ ｔ）α２（ ｔ） － ｆ ′１（ｑ１（ ｔ））ξ １（０，ｔ）∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ，

ｄη ２

ｄｔ
＝ － ｒ２（ｑ２（ ｔ），ｔ） ＋ ｑ２（ ｔ）

∂ｒ２（ｑ２（ ｔ），ｔ）
∂ｑ２

－ ｈ′２（ｑ１（ ｔ））
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ２（Ｐ） － ｈ２（ｑ１（ ｔ）） － α３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú η ２ ＋

　 　 ω ３（ ｔ）α３（ ｔ） － ｆ ′２（ｑ２（ ｔ））ξ １（０，ｔ）∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）
其中

　 　
ξ（ｘ，ｔ） ＝ ξ（ｘ，ｔ ＋ Ｔ）， η ｉ（ ｔ） ＝ η ｉ（ ｔ ＋ Ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，

ξ（ ｌ，ｔ） ＝ ０， Ｐ（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘ ．{

对系统（１１），类似定理 １ 和 ２ 的证明可得如下结论．
定理 ３　 对任意的 （α１，α２，α３） ∈ Ｕ， 系统（１１）有唯一的有界解 （ξ，η １，η ２） ．进一步地， 存在正常数 Ｋ３

使得

　 　 ‖ξ － ξ′‖Ｌ∞Ｔ （Ｑ） ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
‖η ｉ － η′ｉ‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋） ≤

　 　 　 　 Ｋ３Ｔ [‖α１ － α′１‖Ｌ∞Ｔ （Ｑ） ＋ ∑
３

ｉ ＝ ２
‖α ｉ － α′ｉ‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋） ]， （１２）

其中 （ξ，η １，η ２） 和（ξ′，η′１，η′２） 分别为系统（１１）相应于 （α１，α２，α３） 和（α′１，α′２，α′３） ∈ Ｕ 的解．
定理 ４　 设 （α∗

１ ，α∗
２ ，α∗

３ ） 是最优控制，（ｐ∗，ｑ∗
１ ，ｑ∗

２ ） 为相应的最优状态，则

　 　 α∗
１ （ｘ，ｔ） ＝ Ｆ１

［ω １（ｘ，ｔ） ＋ ξ（ｘ，ｔ）］ｐ∗（ｘ，ｔ）
ｃ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１３）

　 　 α∗
２ （ ｔ） ＝ Ｆ２

［ω ２（ ｔ） ＋ η １（ ｔ）］ｑ∗
１ （ ｔ）

ｃ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１４）

　 　 α∗
３ （ ｔ） ＝ Ｆ３

［ω ３（ ｔ） ＋ η ２（ ｔ）］ｑ∗
２ （ ｔ）

ｃ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１５）

其中

　 　 （Ｆｉ）（Ｓ） ＝
０， Ｓ ＜ ０，
Ｓ， ０ ≤ Ｓ ≤ Ｎｉ， ｉ ＝ １，２，３，
Ｎｉ， Ｓ ＞ Ｎｉ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

６１５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



且 （ξ（ｘ，ｔ），η １（ ｔ），η ２（ ｔ）） 满足系统

　 　

Ｄφξ ＝ ［μ（ｘ，ｔ） ＋ α∗
１ （ｘ，ｔ）］ξ（ｘ，ｔ） － ［ ｆ１（ｑ∗

１ （ ｔ）） ＋ ｆ２（ｑ∗
２ （ ｔ））］β（ｘ）ξ（０，ｔ） ＋

　 　 Φ′１（Ｐ∗（ ｔ））ｑ∗
１ （ ｔ）η １（ ｔ） ＋ Φ′２（Ｐ∗（ ｔ））ｑ∗

２ （ ｔ）η ２（ ｔ） ＋ ω １（ｘ，ｔ）α∗
１ （ｘ，ｔ），

ｄη １

ｄｔ
＝ － [ ｒ１（ｑ∗

１ （ ｔ），ｔ） ＋ ｑ∗
１ （ ｔ）

∂ｒ１（ｑ∗
１ （ ｔ），ｔ）
∂ｑ１

－ ｈ′１（ｑ∗
２ （ ｔ））

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ１（Ｐ∗） － ｈ１（ｑ∗

２ ） － α∗
２ ]η １ ＋

　 　 ω ２（ ｔ）α∗
２ （ ｔ） － ｆ ′１（ｑ∗

１ （ ｔ））ξ １（０，ｔ）∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ∗（ｘ，ｔ）ｄｘ，

ｄη ２

ｄｔ
＝ － ｒ２（ｑ∗

２ （ ｔ），ｔ） ＋ ｑ∗
２ （ ｔ）

∂ｒ２（ｑ∗
２ （ ｔ），ｔ）
∂ｑ２

－ ｈ′２（ｑ∗
１ （ ｔ））

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ２（Ｐ∗） － ｈ２（ｑ∗

１ ） － α∗
３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú η ２ ＋

　 　 ω ３（ ｔ）α∗
３ （ ｔ） － ｆ ′２（ｑ∗

２ （ ｔ））ξ １（０，ｔ）∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ∗（ｘ，ｔ）ｄｘ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）
其中

　 　
ξ（ｘ，ｔ） ＝ ξ（ｘ，ｔ ＋ Ｔ）， η ｉ（ ｔ） ＝ η ｉ（ ｔ ＋ Ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，

ξ（ ｌ，ｔ） ＝ ０， Ｐ∗（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｐ∗（ｘ，ｔ）ｄｘ ．{

证明　 对任意 （ｖ１，ｖ２，ｖ３） ∈ ＴＵ（α∗
１ ，α∗

２ ，α∗
３ ） 及充分小 ε ＞ ０，有（α ε

１，α ε
２，α ε

３） ≜ （α∗
１ ＋ εｖ１，α∗

２ ＋ ε ｖ２，
α∗

３ ＋ ε ｖ３） ∈ Ｕ ．设（ｐε，ｑε
１，ｑε

２） 是系统（１） 相应于（α ε
１，α ε

２，α ε
３） 的解．由（α∗

１ ，α∗
２ ，α∗

３ ） 的最优性可得，Ｊ（α ε
１，

α ε
２，α ε

３） ≤ Ｊ（α∗
１ ，α∗

２ ，α∗
３ ） ．从而有

　 　 ０ ≥ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
（ω １α∗

１ ｚ１）（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
［（ω １ｐ∗ － ｃ１α∗

１ ）ｖ１］（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∑
３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
（ω ｉα∗

ｉ ｚｉ）（ ｔ）ｄｔ ＋ ∑
３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
［（ω ｉｑｉ －１

∗ － ｃｉα∗
ｉ ）ｖｉ］（ ｔ）ｄｔ， （１８）

其中

　 　 ｚ１（ｘ，ｔ） ＝ ｌｉｍ
ε→０ ＋

１
ε
［ｐε － ｐ∗］（ｘ，ｔ）， ｚ２（ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ε→０ ＋

１
ε
［ｑε

１ － ｑ∗
１ ］（ ｔ）， ｚ３（ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ε→０ ＋

１
ε
［ｑε

２ － ｑ∗
２ ］（ ｔ） ．

由文献［２４］中定理 ２（Ｐ１８）知， ｚ１（ｘ，ｔ），ｚ２（ ｔ） 和 ｚ３（ ｔ） 有意义．且由系统（１）知 （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） 满足

　 　

∂ｚ１
∂ｔ

＋
∂（ｇ（ｘ） ｚ１）

∂ｘ
＝ － ［μ（ｘ，ｔ） ＋ α∗

１ （ｘ，ｔ）］ ｚ１（ｘ，ｔ） － ｖ１（ｘ，ｔ）ｐ∗（ｘ，ｔ），

ｄｚ２
ｄｔ

＝ [ ｒ１（ｑ∗
１ （ ｔ），ｔ） ＋ ｑ∗

１ （ ｔ）ｇ
∂ｒ１（ｑ∗

１ （ ｔ），ｔ）
∂ｑ１

－ ｈ′１（ｑ∗
２ （ ｔ））ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ１（Ｐ∗） －

　 　 ｈ１（ｑ∗
２ （ ｔ）） － α∗

２ ] ｚ２ － [Φ′１（Ｐ∗（ ｔ））∫ｌ
０
ｚ１（ｘ，ｔ）ｄｘ ＋ ｖ２（ ｔ） ] ｑ∗

１ （ ｔ），

ｄｚ３
ｄｔ

＝ [ ｒ２（ｑ∗
２ （ ｔ），ｔ） ＋ ｑ∗

２ （ ｔ）ｇ
∂ｒ２（ｑ∗

２ （ ｔ），ｔ）
∂ｑ２

－ ｈ′２（ｑ∗
１ （ ｔ））ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Φ２（Ｐ∗） －

　 　 ｈ２（ｑ∗
１ （ ｔ）） － α∗

３ ] ｚ３ － [Φ′２（Ｐ∗（ ｔ））∫ｌ
０
ｚ１（ｘ，ｔ）ｄｘ ＋ ｖ３（ ｔ） ] ｑ∗

２ （ ｔ），

ｇ（０） ｚ１（０，ｔ） ＝ ［ ｆ１（ｑ∗
１ （ ｔ）） ＋ ｆ２（ｑ∗

２ （ ｔ））］∫ｌ
０
β（ｘ） ｚ１（ｘ，ｔ）ｄｘ ＋

　 　 ［ ｆ ′１（ｑ∗
１ （ ｔ）） ｚ２（ ｔ） ＋ ｆ ′２（ｑ∗

２ （ ｔ）） ｚ３（ ｔ）］∫ｌ
０
β（ｘ）ｐ∗（ｘ，ｔ）ｄｘ，

Ｐ∗（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｐ∗（ｘ，ｔ）ｄｘ， ｚ１（ｘ，ｔ） ＝ ｚ１（ｘ，ｔ ＋ Ｔ）， ｚｉ（ ｔ） ＝ ｚｉ（ ｔ ＋ Ｔ），　 　 ｉ ＝ ２，３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１９）

系统（１９）的前三个方程分别乘以 ξ（ｘ，ｔ），η １（ ｔ） 和 η ２（ ｔ） 后， 并分别在 ＱＴ ≜ ［０，ｌ） × ［０，Ｔ］，［０，Ｔ］ 和

［０，Ｔ］ 上进行积分， 然后利用式（１１）可得
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　 　 ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
（ω １α∗

１ ｚ１）（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋ ∑
３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
（ω ｉα∗

ｉ ｚｉ）（ ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
（ξｐ∗ｖ１）（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋ ∑

３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
（η ｉ －１ｑ∗

ｉ －１ｖｉ）（ ｔ）ｄｔ ． （２０）

将式（２０）代入式（１８）可知，对任意的 （ｖ１，ｖ２，ｖ３） ∈ ＴＵ（α∗
１ ，α∗

２ ，α∗
３ ）， 有

　 　 ０ ≥ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
{ ［ω １（ｘ，ｔ） ＋ ξ（ｘ，ｔ）］ｐ∗（ｘ，ｔ） － ｃ１α∗

１ （ｘ，ｔ） } ｖ１（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＋

　 　 　 　 ∑
３

ｉ ＝ ２
∫Ｔ

０
{ ［ω ｉ（ ｔ） ＋ η ｉ －１（ ｔ）］ｑ∗

ｉ －１（ ｔ） － ｃｉα∗
ｉ （ ｔ） } ｖｉ（ ｔ）ｄｔ ．

于是， （［（ω １ ＋ ξ）ｐ∗ － ｃ１α∗
１ ］（ｘ，ｔ），［（ω ２ ＋ η １）ｑ∗

１ － ｃ２α∗
２ ］（ ｔ），［（ω ３ ＋ η ２）ｑ∗

２ － ｃ３α∗
３ ］（ ｔ）） ∈ＮＵ（α∗

１ ，α∗
２ ，

α∗
３ ） ．因此，定理得证．

３　 最优收获的存在唯一性

为应用 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理证明最优收获的存在唯一性，本节给出如下映射：

　 　 Ｊ（α１，α２，α３） ＝
Ｊ（α１，α２，α３）， （α１，α２，α３） ∈ Ｕ，
－ ∞， （α１，α２，α３） ∉ Ｕ ．{

引理 １　 映射 Ｊ（α１，α２，α３） 是上半连续的．
证明　 假设当 ｎ →＋ ∞ 时，有（α ｎ

１，α ｎ
２，α ｎ

３） → （α１，α２，α３） ．记（ｐｎ，ｑ１ｎ，ｑ２ｎ） 和（ｐ，ｑ１，ｑ２） 分别是系统（１）
对应于 （α ｎ

１，α ｎ
２，α ｎ

３） 和（α１，α２，α３） 的解．由 Ｒｉｅｓｚ 定理知，存在 { （α ｎ
１，α ｎ

２，α ｎ
３） } 的子序列，仍记作 { （α ｎ

１，α ｎ
２，

α ｎ
３） } ，使得当 ｎ → ∞ 时，有

　 　 （α ｎ
１（ｘ，ｔ）） ２ → （α１（ｘ，ｔ）） ２， ａ．ｓ． （ｘ，ｔ） ∈ Ｑ； （α ｎ

ｉ（ ｔ）） ２ → （α ｉ（ ｔ）） ２， ａ．ｓ． ｔ ∈ （０，Ｔ），　 　 ｉ ＝ ２，３．
由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理可得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∫Ｔ
０
∫ｌ

０
（α ｎ

１（ｘ，ｔ）） ２ｄｘｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
（α１（ｘ，ｔ）） ２ｄｘｄｔ，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∫Ｔ
０
（α ｎ

ｉ（ ｔ）） ２ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
（α ｉ（ ｔ）） ２ｄｔ，　 　 ｉ ＝ ２，３．

进一步地，由定理 ２ 可知

　 　 ∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）α ｎ

２（ ｔ）ｑ１ｎ（ ｔ）ｄｔ － ∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）α２（ ｔ）ｑ１（ ｔ）ｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）ｑ１ｎ（ ｔ） ｜ α ｎ

２（ ｔ） － α２（ ｔ） ｜ ｄｔ ＋ ∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）α２（ ｔ） ｜ ｑ１ｎ（ ｔ） － ｑ１（ ｔ） ｜ ｄｔ ≤

　 　 　 　 Ｍ‖ω ２‖Ｌ∞ （０，Ｔ）‖α ｎ
２ － α２‖Ｌ１（０，Ｔ） ＋

　 　 　 　 ‖ω ２‖Ｌ∞ （０，Ｔ）Ｎ２Ｋ２Ｔ［‖α ｎ
１ － α１‖Ｌ１（Ｑ） ＋ ‖α ｎ

２ － α２‖Ｌ１（０，Ｔ） ＋ ‖α ｎ
３ － α３‖Ｌ１（０，Ｔ）］ ．

于是

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）α ｎ

２（ ｔ）ｑ１ｎ（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
ω ２（ ｔ）α２（ ｔ）ｑ１（ ｔ）ｄｔ ．

类似地，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∫Ｔ
０
∫ｌ

０
ω １（ｘ，ｔ）α ｎ

１（ｘ，ｔ）ｐｎ（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
∫ｌ

０
ω １（ｘ，ｔ）α１（ｘ，ｔ）ｐ（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∫Ｔ
０
ω ３（ ｔ）α ｎ

３（ ｔ）ｑ２ｎ（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ
０
ω ３（ ｔ）α３（ ｔ）ｑ２（ ｔ）ｄｔ ．

从而，由 Ｆａｔｏｕ 引理可得 ｌｉｍ ｓｕｐｎ→＋∞ Ｊ（α ｎ
１，α ｎ

２，α ｎ
３） ≤ Ｊ（α１，α２，α３） ．引理得证．

定理 ５　 如果 Ｔ（１ ／ ｃ１ ＋ １ ／ ｃ２ ＋ １ ／ ｃ３） 充分小，则控制问题（２）有唯一最优解 （α∗
１ ，α∗

２ ，α∗
３ ） ∈ Ｕ ．

证明　 由引理 １ 和 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理知，对任意的 ε ＞ ０，存在（α ε
１，α ε

２，α ε
３） ∈ Ｕ 使得
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　 　 Ｊ（α ε
１，α ε

２，α ε
３） ≥ ｓｕｐ

（α１，α２，α３）∈Ｕ
Ｊ（α１，α２，α３） － ε， （２１）

　 　 Ｊ（α ε
１，α ε

２，α ε
３） ≥ ｓｕｐ

（α１，α２，α３）∈Ｕ
{ Ｊ（α１，α２，α３） －

　 　 　 　 ε‖α ε
１ － α１‖Ｌ１Ｔ（Ｑ）

－ ε∑
３

ｉ ＝ ２
‖α ε

ｉ － α ｉ‖Ｌ１Ｔ（Ｒ ＋） } ． （２２）

因此，扰动泛函 Ｊε（α１，α２，α３） ＝ Ｊ（α１，α２，α３） － ε‖α ε
１ － α１‖Ｌ１Ｔ（Ｑ）

－ ε∑ ３

ｉ ＝ ２
‖α ε

ｉ － α ｉ‖Ｌ１Ｔ（Ｒ ＋） 在点（α ε
１，

α ε
２，α ε

３） 处取得极大值．类似定理 ４ 的讨论，有

　 　 α ε
１（ｘ，ｔ） ＝ Ｆ１

［ω １（ｘ，ｔ） ＋ ξ ε（ｘ，ｔ）］ｐε（ｘ，ｔ）
ｃ１

＋
ε θ １（ｘ，ｔ）

ｃ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 α ε
ｉ （ ｔ） ＝ Ｆｉ [

［ω ｉ（ ｔ） ＋ η ε
ｉ－１（ ｔ）］ｑε

ｉ－１（ ｔ）
ｃｉ

＋
ε θ ｉ（ ｔ）
ｃｉ

]，　 　 ｉ ＝ ２，３，

其中 θ １ ∈ Ｌ∞
Ｔ （Ｑ），θ ２ ∈ Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋），θ ３ ∈ Ｌ∞
Ｔ （Ｒ ＋）， ｜ θ １（ｘ，ｔ） ｜ ≤ １， ｜ θ ２（ ｔ） ｜ ≤ １， ｜ θ ３（ ｔ） ｜ ≤ １．

定义映射 Ｃ：Ｕ → Ｌ∞
Ｔ （Ｑ） × Ｌ∞

Ｔ （Ｒ ＋） × Ｌ∞
Ｔ （Ｒ ＋），

　 　 Ｃ（α１，α２，α３） ＝ Ｆ１

（ω １ ＋ ξ １）ｐ
ｃ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｆ２

（ω ２ ＋ η １）ｑ１

ｃ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｆ３

（ω ３ ＋ η ２）ｑ２

ｃ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中 （ｐ，ｑ１，ｑ２） 和（ξ，η １，η ２） 分别是状态系统和共轭系统相应于控制变量（α１，α２，α３） 的解．对任意的（α１，
α２，α３） ∈ Ｕ， 由式（１６）知， （０，０，０） ≤ Ｃ（α１，α２，α３） ≤ （Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３） ．从而，Ｃ 是从 Ｕ 到 Ｕ 的映射．由定理 ２
和 ３ 知，（ｐ１，ｐ２，ｑ） 和（ξ １，ξ １，η） 均关于控制变量连续．于是

　 　 ‖Ｃ（α１，α２，α３） － Ｃ（α′１，α′２，α′３）‖ ≤

　 　 　 　 ｃ －１
１ ‖（ω １ ＋ ξ）ｐ － （ω １ ＋ ξ′）ｐ′‖Ｌ∞Ｔ （Ｑ） ＋ ∑

３

ｉ ＝ ２
ｃ －１
ｉ ‖（ω ｉ ＋ η ｉ －１）ｑｉ －１ － （ω ｉ ＋ η′ｉ －１）ｑ′ｉ －１‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋） ≤

　 　 　 　 Ｋ４Ｔ（ｃ
－１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ）（‖α１ － α′１‖Ｌ∞Ｔ （Ｑ） ＋ ‖α２ － α′２‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋）

＋ ‖α３ － α′３‖Ｌ∞Ｔ （Ｒ ＋）），

其中 Ｋ４ 为正常数．显然，若 Ｋ４Ｔ（ｃ
－１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ） ＜ １，则 Ｃ 有唯一不动点（α－ １，α

－
２，α

－
３） ∈ Ｕ ．

下面证明 （α－ １，α
－

２，α
－

３） 为最优策略，即当 ε → ０ ＋ 时，有（α ε
１，α ε

２，α ε
３） → （α－ １，α

－
２，α

－
３） ．由于

　 　 ‖Ｃ（α ε
１，α ε

２，α ε
３） － （α ε

１，α ε
２，α ε

３）‖∞ ≤

　 　 　 　 ｃ －１
１ ‖（ω １ ＋ ξ ε）ｐε － （ω １ ＋ ξ ε）ｐε － ε θ １‖∞ ＋

　 　 　 　 ∑
３

ｉ ＝ ２
ｃ －１
ｉ ‖（ω ｉ ＋ η ε

ｉ－１）ｑε
ｉ－１ － （ω ｉ ＋ η ε

ｉ－１）ｑε
ｉ－１ － ε θ ｉ‖∞ ≤

　 　 　 　 ｃ －１
１ ε‖θ １（ｘ，ｔ）‖∞ ＋ ｃ －１

２ ε‖θ ２（ ｔ）‖∞ ＋ ｃ －１
３ ε‖θ ３（ ｔ）‖∞ ≤ ε （ｃ －１

１ ＋ ｃ －１
２ ＋ ｃ －１

３ ），
于是

　 　 ‖（α－ １，α
－

２，α
－

３） － （α ε
１，α ε

２，α ε
３）‖∞ ≤ （ｃ －１

１ ＋ ｃ －１
２ ＋ ｃ －１

３ ） (Ｋ４Ｔ∑
３

ｉ ＝ １
‖α－ ｉ － α ε

ｉ ‖∞ ＋ ε ) ．

此外，由于 ‖（α－ １，α
－

２，α
－

３） － （α ε
１，α ε

２，α ε
３）‖∞ ＝ ‖α－ １ － α ε

１‖∞ ＋ ‖α－ ２ － α ε
２‖∞ ＋ ‖α－ ３ － α ε

３‖∞ ， 于是可得

　 　 ‖（α－ １，α
－

２，α
－

３） － （α ε
１，α ε

２，α ε
３）‖∞ ≤

　 　 　 　 Ｋ４Ｔ（ｃ
－１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ）‖（α－ １，α

－
２，α

－
３） － （α ε

１，α ε
２，α ε

３）‖∞ ＋ ε （ｃ －１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ），

即

　 　 ‖（α－ １，α
－

２，α
－

３） － （α ε
１，α ε

２，α ε
３）‖∞ ≤

ε （ｃ －１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ）

１ － Ｋ４Ｔ（ｃ
－１
１ ＋ ｃ －１

２ ＋ ｃ －１
３ ）

．

从而，当 ε →０ ＋ 时，有（α ε
１，α ε

２，α ε
３） → （α－ １，α

－
２，α

－
３） ．由引理 １知，Ｊ（α－ １，α

－
２，α

－
３） ＝ ｓｕｐ（α１，α２，α３）∈ＵＪ（α１，α２，α３），

即（α－ １，α
－

２，α
－

３） ∈ Ｕ 是最优收获策略．定理得证．
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４　 结论与注记

本文研究了一类周期环境中具有两相互竞争食饵和一捕食者的三物种捕食⁃食饵系统的最优收获问题，
其中捕食者依赖个体尺度．讨论了系统非负有界解的存在唯一性及解关于控制变量的连续依赖性，更重要的

结果是给出了最优策略的存在唯一性，为模型的实际应用奠定理论基础．对于最优策略结构，定理 ４ 利用共

轭变量，提出了一个反馈策略．由于模型的高度非线性，本文很难给出一个精确的最优控制器．然而，反馈策

略将有助于优化策略的数值计算，笔者拟将另文探讨．
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Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓ， ２０００．

［９］　 ＬＵＯ Ｚ Ｘ， ＨＥ Ｚ Ｒ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａｇｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｈｙｂｒｉｄ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ａ ｐｏｌｌｕｔｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ［Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１４， ２２８： ６８⁃７６．

［１０］　 ＬＩ Ｌ， ＦＥＲＲＥＩＲＡ Ｃ， ＡＩＮＳＥＢＡ Ｂ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａｎ ａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｍｏｓｑｕｉｔｏ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ
［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ４５： １５７⁃１６９．

［１１］　 ＡＮＩŢＡ Ｌ， ＡＮＩŢＡ Ｓ． Ｎｏｔｅ ｏｎ ｓｏｍｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｄｙｎａｍ⁃
ｉｃｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１６， ２７６： ２１⁃３０．

［１２］　 ＬＵ Ｙ， ＬＩＵ Ｓ． Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｒｅｙ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｃｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１８， ２０１８（１）： １６４． ＤＯＩ：１０．１１８６ ／ ｓ１３６６２⁃０１８⁃１６１４⁃ｙ．

［１３］　 ＦＩＳＴＥＲ Ｋ， ＬＥＮＨＡＲＴ Ｓ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｉｎ ａｎ ａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔ⁃
ｉｃｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２００６， ５４： １⁃１５．

［１４］　 何泽荣， 刘荣， 刘丽丽． 捕食者具有年龄结构的种群系统的最优收获策略［Ｊ］ ． 数学进展， ２０１３， ４２（５）： ６９１⁃７００．
（ＨＥ Ｚｅｒｏｎｇ， ＬＩＵ Ｒｏｎｇ， ＬＩＵ Ｌｉｌｉ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｆｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａｇｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｒｅｄａｔｏｒ［Ｊ］ ．
Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１３， ４２（５）： ６９１⁃７００．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＡＮＩŢＡ Ｓ， ＩＡＮＮＥＬＬＩ Ｍ， ＫＩＭ Ｍ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｆｏｒ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ａｇｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９９８， ５８： １６４８⁃１６６６．

［１６］　 ＳＡＵＥＲ Ｊ Ｒ， ＳＬＡＤＥ Ｎ Ａ． Ｓｉｚｅ⁃ｂａｓｅｄ ｄｅｍｏｇｒａｐｈｙ ｏｆ ｖｅｒｔｅｂｒａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ａｎｎｕａｌ Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ Ｅｃｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍａｔ⁃
ｉｃｓ， １９８７， １８： ７１⁃９０．

０２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



［１７］　 ＣＨＵ Ｊ Ｘ， ＤＵＣＲＯＴ Ａ， ＭＡＧＡＬ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｓｉｚｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ
ｒａｎｄｏｍ ｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２００９， ２４７（３）： ９５６⁃１０００．

［１８］　 ＹＡＮ Ｄ， ＣＡＯ Ｙ， ＦＵ Ｘ． Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｉｚｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｓｔａｔｅｓ⁃ａｔ⁃ｂｉｒｔｈ
［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１９， ９８（５）： ９１３⁃９３３．

［１９］　 ＬＩ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｚ， ＬＶ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｆｏｒ ａ ｓｉｚｅ⁃ｓｔａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１８， ４４： ６１６⁃６３０．

［２０］　 刘炎， 何泽荣． 具有 ｓｉｚｅ 结构的捕食种群系统的最优收获策略［Ｊ］ ． 数学物理学报， ２０１２， ３２Ａ（１）： ９０⁃１０２．（ＬＩＵ
Ｙａｎ， ＨＥ Ｚｅｒｏｎｇ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｏｆ ａ ｓｉｚｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎ⁃
ｔｉａ， ２０１２， ３２Ａ（１）： ９０⁃１０２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 刘炎， 何泽荣． 一类基于尺度结构的种群系统的最优收获［Ｊ］ ． 系统科学与数学， ２０１５， ３５（４）： ４５９⁃４７１．（ＬＩＵ
Ｙａｎ， ＨＥ Ｚｅｒｏｎｇ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｆｏｒ ａ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｂｏｄｙ ｓｉｚｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ， ２０１５， ３５（４）： ４５９⁃４７１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 曹雪靓． 污染环境下具有尺度结构的捕食种群模型解的存在唯一性［ Ｊ］ ． 应用数学进展， ２０１８， ７（７）： ７５８⁃７６５．
（ＣＡＯ Ｘｕｅｊｉｎｇ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｉｚｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ｉｎ ｐｏｌｌｕｔｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１８， ７（７）： ７５８⁃７６５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 ＺＨＡＮＧ Ｆ Ｑ， ＬＩＵ Ｒ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｍ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｉｎ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｏｏｄ ｃｈａｉｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｉｚｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｉｎ
ｐｒｅｄａｔｏｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１７， ７５： ２２９⁃２５１．

［２４］　 ＢＡＲＢＵ Ｖ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍ］ ． Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ： Ｋｌｕｗｅｒ Ａｃａｄｅｍｉｃ
Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓ， １９９４．

１２５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 刘荣，等： 周期环境中捕食者具有尺度结构的三物种捕食⁃食饵系统的最优收获


