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摘要：　 该文研究了一类带有变号位势非线性项的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题．利用变分方法，首先对空

间进行分解，证明了该问题的能量泛函满足山路结构；然后证明了能量泛函的（ＰＳ）序列有强收敛的子列；最后通过

Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理和山路引理，获得了该问题两个非平凡解的存在性．
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１　 引言和主要结果

考虑如下 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程：

　 　
－ ａ ＋ ｂ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( ) Δｕ ＝ Ｑ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕ ＋ λ ｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕ

｜ ｘ ｜ β ， ｘ ∈ Ω，

∂ｕ
∂ｖ

＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

其中 Ω⊂ Ｒ３ 是具有光滑边界的有界域且包括原点， ａ ＞ ０，ｂ≥０，１ ＜ ｑ ＜ ２，４ ＜ ｐ ＜ ６，０≤ β ＜ （６ － ｑ） ／ ２，
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λ ＞ ０ 是一个参数．假设 Ｑ（ｘ） 是 Ω
－
上变号连续函数，满足 Ｑ ＋≠０，Ｑ － ≠０ 和 ∫

Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ０．空间 Ｌｓ（Ω）（１≤

ｓ ＜ ＋ ∞） 的范数记为 ‖ｕ‖ｓ
ｓ ＝ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ｓｄｘ ．记 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…） 为正常数，

　 　 Ｓ ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１（Ω） ＼｛０｝

∫
Ω
（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ｕ２）ｄｘ

∫
Ω
｜ ｕ ｜ ６ｄｘ( )

１ ／ ３

是 Ｈ１ 嵌入 Ｌ６（Ω） 的最佳 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入常数．
问题（１）源于下列 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的研究：

　 　
－ ａ ＋ ｂ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( ) Δｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ）， ｘ ∈ Ω，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．
{ （２）

方程（２）作为经典的 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 弹性弦自由振动波动方程的推广，该模型考虑的是横向振动引起的弦

长的变化．且方程（２）含有 ∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ， 使得方程不再逐点成立，称该类问题为非局部问题．关于方程（２）更

详细的物理背景可参考文献［１］．
近年来，方程（２）在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下有了大量的研究，其中在文献［２］中考虑了含变号位势的凹凸

非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程，在一些假设条件下，通过 Ｎｅｈａｒｉ 流形得到了两个正解的存在性．文献［３］考虑了方

程（２）非线性项含临界和次线性情形，通过 Ｎｅｈａｒｉ 流形得到了一个正的基态解和多重正解的存在性，关于方

程（２）在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下更多的研究结果可参考文献［４⁃６］．关于方程（２）在 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下的研

究，文献［７］中，Ｚｈａｎｇ 研究了非线性项含临界和次线性的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程，在不同假设条件下，通过变分法

和集中紧性原理，证明了该问题多个正解的存在性．文献［８］考虑了一类不具有 ＡＲ 条件 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的

Ｎｅｕｍａｎｎ 问题，通过喷泉定理，得到了无穷多个高能量解的存在性．在 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程

的研究还可参考文献［９⁃１０］．文献［１１］考虑了非线性椭圆型边值问题解的存在性．特别地，文献［１２］考虑了

如下含凹扰动项的半线性椭圆方程临界 Ｎｅｕｍａｎｎ 问题：

　 　
－ Δｕ ＝ Ｑ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ２∗－２ｕ ＋ λｆ（ｘ，ｕ）， ｘ ∈ Ω，
∂ｕ
∂ｖ

＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Ω ⊂ ＲＮ 是光滑边界的有界域， ２∗ ＝ ２Ｎ ／ （Ｎ － ２）（Ｎ ≥３） 是 Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数， Ｑ（ｘ） 是 Ω
－
上变号连续

函数，且 ∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ０．在 ｆ（ｘ，ｕ） 的适当假设条件下，通过变分方法得到了两个非平凡解的存在性．受文献

［１２］的启发，我们将其相关结果推广至 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程．本文的主要结果如下：
定义方程（１）对应的能量泛函为

　 　 Ｉλ（ｕ） ＝ ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ １

ｐ ∫ΩＱ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ｐｄｘ － λ
ｑ ∫Ω

｜ ｕ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ， （３）

显然，泛函 Ｉλ（ｕ） 是可微的．若存在 ｕ ∈ Ｈ１（Ω）， 对任意的 φ ∈ Ｈ１（Ω）， 都有

　 　 ａ ＋ ｂ∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( ) ∫

Ω
Ñｕ Ñφｄｘ － ∫

Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕφｄｘ － ∫

Ω

｜ ｕ ｜ ｑ－２ｕ
｜ ｘ ｜ β φｄｘ ＝ ０， （４）

则称 ｕ 是方程（１）的弱解．

定理 １　 假设 ０ ≤ β ＜ （６ － ｑ） ／ ２ 和 Ｑ（ｘ） 是 Ω
－
上变号连续函数，则存在 Λ０ ＞ ０， 使得对任意 λ ∈ （０，

Λ０）， 问题（１）至少存在两个非平凡解．

２　 主 要 引 理

对 Ｈ１（Ω） 做空间分解： Ｈ１（Ω） ＝ Ｖ  Ｒ，ｕ ＝ ｖ ＋ ｔ，∀ｔ ∈ Ｒ， 其中 Ｖ ＝ { ｖ ∈ Ｈ１（Ω） ∫
Ω
ｖｄｘ ＝ ０ } ．空间
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Ｈ１（Ω） 的范数为 ‖ｕ‖２ ＝ ∫
Ω
（ ｜ Ñｕ ｜ ２ ＋ ｕ２）ｄｘ， 本文引用文献［１３］中等价范数记为 ‖ｕ‖２ ＝ ‖Ñｖ‖２

２ ＋ ｔ２ ．从

文献［１２⁃１３］， Ｖ 连续嵌入到 Ｌｐ（Ω） 有下列的引理．
引理 １　 假设存在实数 η ＞ ０， 使得对任意的 ｖ ∈ Ｖ，ｔ ∈ Ｒ， 有 ‖Ñｖ‖２ ≤ η ｜ ｔ ｜ ， 则

　 　 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖ（ｘ） ＋ ｔ ｜ ｐｄｘ ≤ ｜ ｔ ｜ ｐ

２ ∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ． （５）

证明　 事实上，通过反证法，假设对任意的 ｎ ∈ Ｎ ＋， 存在 ｖｎ ∈ Ｖ，ｔｎ ∈ Ｒ， 使得 ‖Ñｖｎ‖２ ≤｜ ｔｎ ｜ ／ ｎ， 有

　 　 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ＋ ｔｎ ｜ ｐｄｘ ＞

｜ ｔｎ ｜ ｐ

２ ∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ． （６）

由上述不等式推出 ‖Ñｖｎ ｔ
－１
ｎ ‖２ ≤１ ／ ｎ， 令 ｗｎ ＝ ｖｎ ｔ

－１
ｎ ， 当 ｎ→∞ 时，可得 Ñｗｎ →０ 在 Ｌ２（Ω） ．根据 Ｖ 连续

嵌入到 Ｌｐ（Ω）， 有 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式 ‖ｗｎ‖ｐ ≤ Ｃ１‖Ñｗｎ‖２， 当 ｎ → ∞ 时，可得 ｗｎ →０ 在 Ｌｐ（Ω） ．通过不等式

（６）两边同时除以 ｜ ｔｎ ｜ ｐ 并取极限，当 ｎ → ∞ 时，由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理，我们获得 ∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ≥ ０．这与

∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ０ 矛盾，故假设不成立．

引理 ２　 设存在实数 ｒ，ρ，Λ０ ＞ ０， 使得对任意的 λ ∈ （０，Λ０）， 泛函 Ｉλ（ｕ） 满足下列条件：
 Ｉλ ‖ｕ‖ ＝ ρ ≥ ｒ ＞ ０， ｉｎｆ‖ｕ‖≤ρ Ｉλ ＜ ０；
 若存在 ｅ ∈ Ｈ１（Ω） 使得 ‖ｅ‖ ＞ ρ， 有 Ｉλ（ｅ） ＜ ０．
证明　  设 ρ ２ ＝ ‖ｕ‖２ ＝ ‖Ñｖ‖２

２ ＋ ｔ２， 存在实数 η ＞ ０， 考虑下列两种情况： ‖Ñｖ‖２ ≤ η ｜ ｔ ｜ 和

‖Ñｖ‖２ ＞ η ｜ ｔ ｜ ．如果 ‖Ñｖ‖２ ≤ η ｜ ｔ ｜ 和 ρ ２ ＝ ‖Ñｖ‖２
２ ＋ ｔ２， 则有 ｔ２ ≥ ρ ２ ／ （１ ＋ η ２） ．通过引理 １，我们有

下列不等式：

　 　 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖ（ｘ） ＋ ｔ ｜ ｐｄｘ ≤－｜ ｔ ｜ ｐα，

其中 α ＝ － （１ ／ ２）∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＞ ０．设 Ｒ０ 为一个正常数，使得 Ω⊂ Ｂ（０，Ｒ０） ＝ { ｘ∈ Ｒ３ ｜ ｜ ｘ ｜ ＜ Ｒ０ } ．根据 Ｈöｌｄｅｒ

不等式和 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式，有

　 　 ∫
Ω

｜ ｕ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ≤ ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ６ｄｘ( )

ｑ ／ ６ ∫
Ω

１
｜ ｘ ｜ ６β ／ （６－ｑ） ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（６－ｑ） ／ ６

≤

　 　 　 　 Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑ ∫
Ｂ（０，Ｒ０）

１
｜ ｘ ｜ ６β ／ （６－ｑ） ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（６－ｑ） ／ ６

≤

　 　 　 　 Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑ ４π ∫Ｒ０

０
ｒ（２（６－ｑ） －６β） ／ （６－ｑ）ｄｒ( )

（６－ｑ） ／ ６
＝

　 　 　 　 Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６， （７）

其中　 　 Ｔ ＝ ４π（６ － ｑ）
３（６ － ｑ） － ６β

Ｒ（３（６－ｑ） －６β） ／ （６－ｑ）
０ ．

由上述不等式，我们有对泛函 Ｉλ（ｕ） 的估计：

　 　 Ｉλ（ｕ） ＝ ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫
Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ １

ｐ ∫ΩＱ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ｐｄｘ － λ
ｑ ∫Ω

｜ ｕ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ≥

　 　 　 　 α
ｐ

｜ ｔ ｜ ｐ － λ
ｑ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ６ｄｘ( )

ｑ ／ ６ ∫
Ω

１
｜ ｘ ｜ ６β ／ （６－ｑ） ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（６－ｑ） ／ ６

≥

　 　 　 　 αρ ｐ

ｐ （１ ＋ η ２） ｐ ／ ２
－ λ

ｑ
Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６ ．

如果 ‖Ñｖ‖２ ＞ η ｜ ｔ ｜ 和 ‖ｕ‖２ ＝ ‖Ñｖ‖２
２ ＋ ｔ２， 我们可得 ‖ｕ‖ ≤ ‖Ñｖ‖２（１ ＋ １ ／ η ２） １ ／ ２ ．根据 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不

等式，存在常数 Ｃ ＞ ０， 有

　 　 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｕ ｜ ｐｄｘ ≤ Ｃ‖ｕ‖ｐ ≤ Ｃ １ ＋ １

η ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

‖Ñｖ‖ｐ
２ ．
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因此，取充分小的 ‖ｕ‖ ＝ ρ， 我们有

　 　 Ｉλ（ｕ） ≥ ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ Ｃ

ｐ
１ ＋ １

η ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

‖Ñｖ‖ｐ
２ －

　 　 　 　 λ
ｑ ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ６ｄｘ( )

ｑ ／ ６ ∫
Ω

１
｜ ｘ ｜ ６β ／ （６－ｑ） ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（６－ｑ） ／ ６

≥

　 　 　 　 ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ － Ｃ

ｐ
１ ＋ １

η ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

‖Ñｖ‖ｐ
２ － λ

ｑ
Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６ ≥

　 　 　 　 ａ
４
‖Ñｖ‖２

２ － λ
ｑ

Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６ ．

由于 ρ ≤ ‖Ñｖ‖２（１ ＋ １ ／ η ２） １ ／ ２， 推出 ‖Ñｖ‖２ ≥ ηρ ／ （１ ＋ η ２） １ ／ ２， 则有下列对泛函 Ｉλ（ｕ） 的估计：

　 　 Ｉλ（ｕ） ≥ ａρ ２η ２

４（１ ＋ η ２）
－ λ

ｑ
Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６ ．

取

　 　 ｋ ＝ ｍｉｎ
αρ ｐ

ｐ （１ ＋ η ２） ｐ ／ ２，
ａρ ２η ２

４（１ ＋ η ２）{ } ，

根据上面的讨论可得 Ｉλ（ｕ） ≥ ｋ － （λ ／ ｑ）Ｓ －ｑ ／ ２‖ｕ‖ｑＴ（６－ｑ） ／ ６ ．选取适当小的 Λ０ ＞ ０， 对任意的 ０ ＜ λ ＜ Λ０，
当 ‖ｕ‖ ＝ ρ 时，可得 Ｉλ（ｕ） ≥ ｒ ＞ ０．而对任意的 ｕ ∈ Ｈ１（Ω） ＼ { ０ } 和 ｔ ＞ ０， 都有

　 　 ｌｉｍ
ｔ→０

Ｉλ（ ｔｕ）
ｔｑ

＝ － λ
ｑ ∫Ω

｜ ｕ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＜ ０，

则对充分小的 ｔ， 我们获得 Ｉλ（ ｔｕ） ＜ ０， 使得 ｍ ＝ ｉｎｆ‖ｕ‖≤ρ Ｉλ（ｕ） ＜ ０．
 设 ｖ ∈ Ｈ１（Ω） 使得 ｓｕｐ ｐｖ ⊂ { ｘ ∈ Ω ｜ Ｑ（ｘ） ＞ ０ } ，ｖ ≠ ０， 则对任意的 ｔ ＞ ０ 且充分大时，有

　 　 Ｉλ（ ｔｖ） ＝ ａｔ２

２ ∫Ω ｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂｔ４

４ ∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ ｔｐ

ｐ ∫ΩＱ（ｘ） ｜ ｖ ｜ ｐｄｘ － λｔｑ

ｑ ∫Ω
｜ ｖ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＜ ０，

选取适当的 ｔ０ ＞ ０， 使得当 ‖ｅ‖ ＝ ‖ｔ０ｖ‖ ＞ ρ 时，得到 Ｉλ（ｅ） ＜ ０．

引理 ３　 假设 ４ ＜ ｐ ＜ ６，１ ＜ ｑ ＜ ２ 和 ∫
Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ０， 则对任意的 λ ∈ （０，Λ０）， 泛函 Ｉλ（ｕ） 满足（ＰＳ）

条件．
证明　 设对任意的 ｃ ∈ Ｒ， { ｕｎ } ⊂ Ｈ１（Ω） 是泛函 Ｉλ 的 （ＰＳ） ｃ 序列，即
　 　 Ｉλ（ｕｎ） → ｃ， Ｉ′λ（ｕｎ） → ０　 ｉｎ 　 Ｈ －１（Ω） ． （８）
首先证明 { ｕｎ } 在 Ｈ１（Ω） 中有界，采用反证法，假设 ‖ｕｎ‖→∞ ．令 ｖｎ ＝ ｕｎ ／‖ｕｎ‖，对任意的 ｎ∈Ｎ ＋，

都有 ‖ｖｎ‖ ＝ １， 则存在 ｖ∈ Ｈ１（Ω），使得 ｖｎ 在 Ｈ１（Ω） 中弱收敛到 ｖ，在 Ｌｓ（Ω）（１ ≤ ｓ ＜ ６） 中强收敛到 ｖ ．通
过式（８）有

　 　 ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ ＋

ｂ‖ｕｎ‖２

４ ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
－

‖ｕｎ‖ｐ－２

ｐ ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ｜ ｐｄｘ －

　 　 　 　
λ‖ｕｎ‖ｑ－２

ｑ ∫
Ω

｜ ｖｎ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＝ ｏ（１）， （９）

　 　 ａ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ‖ｕｎ‖２ ∫

Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ ‖ｕｎ‖ｐ－２∫

Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ｜ ｐｄｘ －

　 　 　 　 λ‖ｕｎ‖ｑ－２∫
Ω

｜ ｖｎ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＝ ｏ（１） ． （１０）

当 ｎ → ∞ 时，等式（９）和（１０）的左边第四项趋于零．因此，有下列等式：

　 　 ａ
２ ∫Ω ｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ ＋

ｂ‖ｕｎ‖２

４ ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
－

‖ｕｎ‖ｐ－２

ｐ ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ｜ ｐｄｘ ＝ ｏ（１），
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　 　 ａ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ‖ｕｎ‖２ ∫

Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
－ ‖ｕｎ‖ｐ－２∫

Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ｜ ｐｄｘ ＝ ｏ（１） ．

由以上两式推出，当 ｎ → ∞ 时，可得 ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ → ０ 和 ‖ｕｎ‖ｐ－２∫

Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｖｎ ｜ ｐｄｘ → ０．令

　 　 ｖ－ ＝ １
｜ Ω ｜ ∫Ωｖｄｘ，ｖ ＝ ｖ － ｖ－ ．

设特征值问题：

　 　
－ Δｖ ＝ μｖ， ｘ ∈ Ω，
∂ｖ
∂ｎ

＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í
ïï

ïï

其中特征值为 ０ ＝ μ∗ ＜ μ １ ＜ μ ２ ＜ …， 则有 ∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ ≥ μ １∫

Ω
ｖ ２ｄｘ ．于是根据

　 　 ∫
Ω
｜ Ñｖ ｎ ｜ ２ｄｘ ＝ ∫

Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ ≥ μ １∫

Ω
ｖ ２
ｎｄｘ

及 ∫
Ω
｜ Ñｖｎ ｜ ２ｄｘ →０， 推出 ∫

Ω
ｖ ２
ｎｄｘ →０．由于 ｖｎ → ｖ 在 Ｌ２（Ω）， 可得 ｖ ｎ → ｖ 在 Ｌ２（Ω）， 从而 ∫

Ω
ｖ ２
ｎｄｘ → ∫

Ω
ｖ ２ｄｘ ＝

０， 因此 ｖ ＝ ｖ－ ＝ ｌ （常数）及 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｌ ｜ ｐｄｘ ＝ ０．由 ∫

Ω
Ｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ０， 当 ｎ → ∞ 时，得到 ｖｎ →０ 在 Ｈ１（Ω）， 这与

‖ｖｎ‖ ＝ １ 矛盾．故 { ｕｎ } 在 Ｈ１（Ω） 上有界，因此 { ｕｎ } 存在一个子列，不妨仍用 { ｕｎ } 来表示，存在 ｕ ∈
Ｈ１（Ω）， 当 ｎ → ∞ 时，使得

　 　

ｕｎ
ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

→ ｕ， ｉｎ　 Ｈ１（Ω），

ｕｎ
ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

→ ｕ， ｉｎ　 Ｌｓ（Ω）， １ ≤ ｓ ＜ ６，
ｕｎ（ｘ） → ｕ（ｘ）， ａ．ｅ． ｘ ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１１）

现在我们证明 ｕｎ → ｕ 在 Ｈ１（Ω）， 从式（８）和（１１）知存在 φ ＝ ｕｎ － ｕ ∈ Ｈ１（Ω）， 有

　 　 〈 Ｉ′λ（ｕｎ），ｕｎ － ｕ〉 ＝ ａ ＋ ｂ∫
Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ( ) ∫

Ω
〈Ñｕｎ，Ñ（ｕｎ － ｕ）〉ｄｘ －

　 　 　 　 ∫
Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｕｎ ｜ ｐ－２ｕｎ（ｕｎ － ｕ）ｄｘ － λ∫

Ω

｜ ｕｎ ｜ ｑ－２ｕｎ（ｕｎ － ｕ）
｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＝ ｏ（１），

对上式两边同时取极限得到

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ａ ＋ ｂ∫
Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ( ) ∫

Ω
〈Ñｕｎ，Ñ（ｕｎ － ｕ）〉ｄｘ ＝ ０．

由于 ｕｎ 在 Ｈ１（Ω） 中弱收敛到 ｕ， 且 ａ ＋ ｂ∫
Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ ＞ ０， 我们推出 ｌｉｍ

ｎ→∞
∫
Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ ＝ ∫

Ω
｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ， 则有

Ñｕｎ → Ñｕ 在 Ｌ２（Ω）， 故可得 ｕｎ → ｕ 在 Ｈ１（Ω） ．

３　 问题（１）第一个解的存在性

定理 ２　 假设 ０ ＜ λ ＜ Λ０ 和 ０ ≤ β ＜ （６ － ｑ） ／ ２， 问题（１）存在一个非平凡解 ｕλ 使得 Ｉλ（ｕλ） ＜ ０．

证明　 根据引理 ２，有 ｍ ＝ ｉｎｆ‖ｕ‖≤ρ Ｉλ（ｕ） ＜ ０．由 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理［１４］ 知，存在极小化序列 { ｕｎ } ⊂

Ｂρ（０）， 使得

　 　 Ｉλ（ｕｎ） ≤ ｉｎｆ
ｕ∈Ｂρ（０）

Ｉλ（ｕ） ＋ １
ｎ
， Ｉλ（ｖ） ≥ Ｉλ（ｕｎ） － １

ｎ
‖ｖ － ｕｎ‖，　 　 ｖ ∈ Ｂρ（０） ．

因此，可得 Ｉλ（ｕｎ） → ｍ，Ｉ′λ（ｕｎ） → ０ 在 Ｈ －１（Ω） ．由于 { ｕｎ } 是有界序列，且 Ｂρ（０） 是闭凸集，我们可以假设

{ ｕｎ } 存在一个子列，不妨仍用 { ｕｎ } 来表示，即存在 ｕλ ∈ Ｂρ（０） ⊂ Ｈ１（Ω）， 使得
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ｕｎ
ｗｅａｋ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

→ ｕλ， ｉｎ　 Ｈ１（Ω），

ｕｎ
ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

→ ｕλ， ｉｎ　 Ｌｓ（Ω）， １ ≤ ｓ ＜ ６，
ｕｎ（ｘ） → ｕλ（ｘ）， ａ．ｅ． ｘ ∈ Ω，

∀ｎ ∈ Ｎ ＋，∃ｚ ∈ Ｌｓ（Ω） →｜ ｕｎ（ｘ） ｜ ≤ ｚ（ｘ）， ａ．ｅ． ｘ ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

通过式（７）和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理，对任意的 φ ∈ Ｈ１（Ω）， 当 ｎ → ∞ 时，都有

　 　 ∫
Ω

｜ ｕｎ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ → ∫
Ω

｜ ｕλ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ， ∫
Ω

｜ ｕｎ ｜ ｑ－２ｕｎ

｜ ｘ ｜ β φｄｘ → ∫
Ω

｜ ｕλ ｜ ｑ－２ｕλ

｜ ｘ ｜ β φｄｘ ．

由引理 ３ 知 ｕｎ 在 Ｈ１（Ω） 中强收敛到 ｕλ， 从而 Ｉ′λ（ｕλ） ＝ ０， 得

　 　 ｍ ≥ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｎ→∞

Ｉλ（ｕｎ） － １
ｐ
〈 Ｉ′λ（ｕｎ），ｕｎ〉

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｎ→∞

ａ １
２

－ １
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ １

４
－ １

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
｜ Ñｕｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
＋é

ë
êê

　 　 　 　 λ １
ｐ

－ １
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω

｜ ｕｎ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ
ù

û

ú
ú
≥

　 　 　 　 ａ １
２

－ １
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
｜ Ñｕλ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ １

４
－ １

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
｜ Ñｕλ ｜ ２ｄｘ( )

２
＋ λ １

ｐ
－ １

ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω

｜ ｕλ ｜ ｑ

｜ ｘ ｜ β ｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｉλ（ｕλ） － １
ｐ
〈 Ｉ′λ（ｕλ），ｕλ〉 ＝ Ｉλ（ｕλ） ≥ ｍ ．

因此，有 ｍ ＝ Ｉλ（ｕλ） ＜ ０， 那么对任意的 φ ∈ Ｈ１（Ω） 满足

　 　 ａ ＋ ｂ∫
Ω
｜ Ñｕλ ｜ ２ｄｘ( ) ∫

Ω
ÑｕλÑφｄｘ － ∫

Ω
Ｑ（ｘ） ｜ ｕλ ｜ ｐ－２ｕλφｄｘ － ∫

Ω

｜ ｕλ ｜ ｑ－２ｕλ

｜ ｘ ｜ β φｄｘ ＝ ０，

则 ｕλ 是方程（１）的一个弱解．注意 Ｉλ（ｕｎ） ＝ Ｉλ（ ｜ ｕｎ ｜ ）， 可假设 ｕλ ≥０ 和 ｕλ ≠０， 故 ｕλ 是问题（１）的一个非

平凡解．

４　 问题（１）第二个解的存在性

定理 ３　 假设 ０ ＜ λ ＜ Λ０ 和 ０ ≤ β ＜ （６ － ｑ） ／ ２， 则问题（１）存在一个非平凡解 ｕ∗ 满足 Ｉλ（ｕ∗） ＞ ０．
　 　 证明　 通过引理 ２、引理 ３，泛函 Ｉλ 满足山路引理条件［１５］ ．故存在一个子序列 { ｕｎ } ⊂Ｈ１（Ω）， 当 ｎ→∞
时，使得

　 　 Ｉλ（ｕｎ） → ｃ ＞ ０， Ｉ′λ（ｕｎ） → ０　 ｉｎ　 Ｈ －１（Ω） ． （１２）
令 Γ 是 Ｈ１（Ω） 中联结 ０ 与 ｅ 道路的集合，即

　 　 Γ ＝ { γ ∈ Ｃ（［０，１］，Ｈ１（Ω）） γ（０） ＝ ０，γ（１） ＝ ｅ } ．
定义 Ｉλ 的山路水平值为

　 　 ｃ ＝ ｉｎｆ
γ∈Γ

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｉλ（γ（ ｔ）） ．

根据引理 ３，序列 { ｕｎ } 存在一个收敛子序列，不妨仍用 { ｕｎ } 来表示，当 ｎ → ∞ 时，有 ｕｎ → ｕ∗ 在

Ｈ１（Ω） ．
由引理 ２ 可得 Ｉλ（ｕ∗） ＝ ｌｉｍｎ→∞ Ｉλ（ｕｎ） ＝ ｃ ＞ ｒ ＞ ０，则推出 ｕ∗ ≠０．即 ｕ∗ 是问题（１）的第二个非平凡解．

５　 结　 　 论

本文研究了一类含变号位势 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的 Ｎｅｕｍａｎｎ 问题，主要通过变分方法和空间分解的技巧，
获得了方程多重非平凡解的存在性．利用引理 １ 的不等式和引理 ２ 证明了能量泛函具有山路结构，引理 ３ 证

明了泛函的（ＰＳ）序列有强收敛的子列．定理 ２ 利用 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理获得了问题（１）存在一个非平凡的极小

解．定理 ３ 由山路引理条件获得了问题（１）存在一个非平凡的山路解．推广了文献［１２］的相关结果．
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