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摘要：　 研究了一类带有单稳非线性项的三物种竞争系统行波解最小波速的速度选择．首先利用比较方法，通过构

造适当的上下解，建立了最小波速的速度选择机制．然后证明了物种的竞争系数关于速度选择的阈值结果，并得到

了阈值的估计．最后借助数值模拟说明所得结果推广了已有文献的相关工作．
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引　 　 言

研究多物种在种群动力学中的相互作用是生物数学的重要研究问题之一．Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统就是

描述这种现象的典型数学模型，其通常具有以下形式：

　 　 ｕｉ
ｔ ＝ Ｄｉｕｉ

ｘｘ ＋ ｒｉｕｉ １ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｕ ｊ( ) ，　 　 ｘ，ｔ ∈ Ｒ， ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ， （１）

它描述了 Ｎ 个物种相互竞争，其中 Ｄｉ，ｒｉ，ｂｉｊ ＞ ０．为了研究系统（１）的入侵现象，自然要研究行波解及相关性

质．本文考虑了系统（１）三个物种 （Ｎ ＝ ３） 的情况．更准确地说， 本文研究下列三物种竞争扩散系统：
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ｕｔ ＝ Ｄ１ｕｘｘ ＋ ｒ１ｕ（１ － ｕ － ｂ１２ｖ），
ｖｔ ＝ Ｄ２ｖｘｘ ＋ ｒ２ｖ（１ － ｂ２１ｕ － ｖ － ｂ２３ｗ），
ｗ ｔ ＝ Ｄ３ｗｘｘ ＋ ｒ３ｗ（１ － ｗ － ｂ３２ｖ），
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　 　 ｘ，ｔ ∈ Ｒ， （２）

其中 Ｄｉ ＞ ０，ｒｉ ＞ ０，ｂｉｊ ＞ ０，ｕ，ｖ，ｗ 分别表示物种 １，２，３ 的种群密度， ｂｉｊ 表示物种 ｊ对物种 ｉ的竞争系数，ｒｉ 是
物种 ｉ的增长率，Ｄｉ 是物种 ｉ 的扩散系数．通过归一化，假设每个物种的承载能力为 １．对于 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争

系统更多的生物意义可参考文献［１⁃６］．
显然，上述系统（２）具有平衡点（０，０，０）， （１，０，０）， （０，１，０）， （０，０，１）和（１，０，１）．本文中，我们假设

　 　 （Ａ）　 ｂ１２， ｂ３２ ＞ １， ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ １，
即物种 ｕ，ｗ 相对于物种 ｖ 是弱竞争者．容易得到在假设（Ａ）下，平衡点（０，１，０）和（１，０，１）分别是稳定点和不

稳定点．所以系统（２）在假设（Ａ）下是单稳系统．为了探究物种 ｖ 最终能否赢得竞争，自然要研究系统（２）连
接（０，１，０）和（１，０，１）的行波解．进一步，令 ϕ ＝ １ － ｕ，ψ ＝ ｖ，θ ＝ １ － ｗ， 系统（２）可转化为以下等价合作系统：

　 　
ϕｔ ＝ Ｄ１ϕｘｘ ＋ ｒ１（１ － ϕ）（ｂ１２ψ － ϕ），
ψ ｔ ＝ Ｄ２ψ ｘｘ ＋ ｒ２ψ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － ψ ＋ ｂ２１ϕ ＋ ｂ２３θ），
θ ｔ ＝ Ｄ３θ ｘｘ ＋ ｒ３（１ － θ）（ｂ３２ψ － θ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

那么（０，１，０）和（１，０，１）分别转化为 ｅ１ （１，１，１） 和 ｅ０ （０，０，０） ．因此要研究系统（３）连接 ｅ１ 和 ｅ０ 且具有以

下特殊形式的行波解：
　 　 （ϕ，ψ，θ）（ｘ，ｔ） ＝ （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ｚ），　 　 ｚ ＝ ｘ － ｃｔ， （４）

其中 ｃ ＞ ０．将式（４）代入式（３）得到

　 　

Ｄ１Ｕ″ ＋ ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ＝ ０，
Ｄ２Ｖ″ ＋ ｃＶ′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ ＋ ｂ２１Ｕ ＋ ｂ２３Ｗ） ＝ ０，
Ｄ３Ｗ″ ＋ ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ＝ ０，
（Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ － ∞） ＝ （１，１，１）， （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ＋ ∞） ＝ （０，０，０） ．
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（５）

系统（５）的第二个方程在点（０，０，０）处线性化，得到对应的特征方程为

　 　 Γ（μ） Ｄ２μ ２ － ｃμ ＋ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ＝ ０． （６）
容易得到当且仅当 ｃ ≥ ｃ０ 时，式（６）存在正解，其中

　 　 ｃ０ ＝ ２ Ｄ２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ． （７）
由文献［７］不难得出存在正常数 ｃｍｉｎ，使得当且仅当 ｃ ≥ ｃｍｉｎ 时，系统（５）具有波速为 ｃ 的严格单调的行波解．
通常 ｃｍｉｎ ≥ ｃ０，然而系统参数只有在一定范围内才有 ｃｍｉｎ ＝ ｃ０， 否则 ｃｍｉｎ ＞ ｃ０ ．它们是否相等是研究生物入侵面

临的挑战性问题．因此，本文先给出系统（３）最小波速的线性选择或非线性选择的定义．
定义 １　 如果 ｃｍｉｎ ＝ ｃ０，则系统（３）的最小波速是线性选择的；如果 ｃｍｉｎ ＞ ｃ０，则系统（３）的最小波速是非

线性选择的．
对于系统（１）两物种 （Ｎ ＝ ２） 的情形，即以下 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统：

　 　
ｕｔ ＝ ｄ１ｕｘｘ ＋ ｒ１ｕ（１ － ｂ１ｕ － ａ１ｖ），
ｖｔ ＝ ｄ２ｖｘｘ ＋ ｒ２ｖ（１ － ａ２ｕ － ｂ２ｖ） ．{ （８）

目前有很多关于速度选择机制的研究，例如文献［７⁃１６］等．其中，Ｈｏｓｏｎｏ［１０］在数值上证明了可以通过选取适

当的系统参数实现最小波速的线性选择或非线性选择．特别地，Ｈｏｓｏｎｏ 证明了系统（８）的最小波速是线性选

择的，如果系统参数满足

　 　 ｄ２ ＝ ０， （ａ１ａ２ － １） ｒ２ ≤ ２（１ － ａ１） ．
Ｗｅｉｎｂｅｒｇｅｒ 等［１１］研究了具有以下形式的合作系统的线性选择：

　 　 （ｕｉ） ｔ ＝ ｄｉ（ｕｉ） ｘｘ ＋ ｆｉ（ｕ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｋ，
　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ），

其中 ｄｉ ≥０， ｆ ＝ （ ｆ１， ｆ２，…， ｆｋ） 与 ｘ 和 ｔ 无关．他们首次提出最小波速线性选择的严格定义，并证得当 ｆ 满足
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特定条件时，最小波速是线性选择的．Ｌｅｗｉｓ 等［１２］ 利用文献［１１］研究了最小波速的线性选择并推广了文献

［１０］中得到的线性选择的条件．由于研究非线性选择较为困难，对于速度选择机制的研究多与线性选择有

关．最近对于系统（８）速度选择机制的研究有了一些新进展．Ａｌｈａｓａｎａｔ 等［７］ 利用上下解方法得到系统（８）最
小波速线性选择和非线性选择的条件，他们进一步在文献［８］中研究了系统（８）对应的 ｄ ＝ ０ 的系统并得到

了线性选择和非线性选择的相关结论．Ｗａｎｇ 等［１３］利用文献［７⁃８］类似的方法研究了系统（８）对应的空间离

散系统的速度选择机制．然而，除文献［５］以外，关于三物种竞争⁃扩散系统的速度选择机制的工作较少，且文

献［５］也只给出了系统（２）最小波速线性选择的结果．更具体地说，文献［５］证明了系统（２）最小波速是线性

选择的，如果 （Ｄ ｊ，ｒ ｊ，ｂ ｊ２） ∈ Ｂ１
ｊ ∪ Ｂ２

ｊ （ ｊ ＝ １，３）， 其中

　 　
Ｂ１

ｊ {Ｄ ｊ ∈ （０，２Ｄ２］， ｂ ｊ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） ≤ １， ｒ ｊ ＞ ０ } ，

Ｂ２
ｊ Ｄ ｊ ∈ （０，２Ｄ２）， ｂ ｊ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） ＞ １， ０ ＜ ｒ ｊ ＜ ２ －

Ｄ ｊ

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）
ｂ ｊ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － １{ } ．
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ïï

（９）

但是，对于三物种竞争⁃扩散系统的非线性选择目前仍没有相关结果．
本文目的是通过构造适当的上下解得到速度选择的判定条件，并补充和完善文献［５］对应的结果．首先，

本文借助上下解得到最小波速线性选择的判定条件（见定理 １、２），同时得到了文献［５］没有提及的非线性

选择的判定条件（见定理 ３）．其次，本文证明了阈值 ｂ－ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 的存在性结果，即当 ｂ ｊ２ 的值经过 ｂ－ ｊ２ 时，系统

（２）的最小波速由线性选择变为非线性选择，然后进一步给出了速度选择关于阈值的估计．最后，通过数值模

拟验证了本文的主要结论，并比较与文献［５］对应结果的不同之处．

１　 预 备 知 识

定义 ２　 给定常数 ｃ ＞ ０．

① （参见文献［５］） 称由 Ｒ映到（０，１］ × （０，１］ × （０，１］ 上的连续函数（Ｕ
－
， Ｖ

－
， Ｗ

－
） 是式（５）的上解，如果

Ｕ
－
（ － ∞） ＝ Ｖ

－
（ － ∞） ＝ Ｗ

－
（ － ∞） ＝ １，以及存在 ｚ０ ∈ Ｒ，有 Ｕ

－
（ ｚ０） ＜ １，Ｗ

－
（ ｚ０） ＜ １，且 Ｕ

－
， Ｖ

－
， Ｗ

－
在 Ｒ 上几乎处

处可微，使得

　 　

Ｄ１Ｕ
－
″ ＋ ｃＵ

－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ
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）（ｂ１２Ｖ

－
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） ≤ ０，

Ｄ２Ｖ
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－
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－
） ≤ ０，
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－
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－
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（１０）

几乎处处成立．
② 称由 Ｒ 映到（０，１］×（０，１］×（０，１］上的连续函数 （Ｕ

－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是式（５）的下解，如果 Ｕ

－
（∞ ） ＝ Ｖ

－
（∞ ） ＝

Ｗ
－
（∞ ） ＝ ０，且（Ｕ

－
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－
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－
） 在 Ｒ 上几乎处处可微，使得

　 　

Ｄ１Ｕ－ ″ ＋ ｃＵ
－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ

－
）（ｂ１２Ｖ－ － Ｕ

－
） ≥ ０，

Ｄ２Ｖ－ ″ ＋ ｃＶ
－
′ ＋ ｒ２Ｖ－（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ

－
＋ ｂ２１Ｕ－ ＋ ｂ２３Ｗ－ ） ≥ ０，

Ｄ３Ｗ－ ″ ＋ ｃＷ
－
′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ

－
）（ｂ３２Ｖ－ － Ｗ

－
） ≥ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

几乎处处成立．
下面的引理用来说明系统（５）解的存在性，它可由文献［７］中定理 ６．２ 直接得到，故省略证明．

引理 １　 如果系统（５）存在单调非增的上解 （Ｕ
－
（ ｚ）， Ｖ

－
（ ｚ）， Ｗ

－
（ ｚ）） 和非０的下解（Ｕ

－
（ ｚ），Ｖ

－
（ ｚ），Ｗ

－
（ ｚ）） 满

足（Ｕ
－
（ ｚ），Ｖ

－
（ ｚ），Ｗ

－
（ ｚ）） ≤ （Ｕ

－
（ ｚ）， Ｖ

－
（ ｚ）， Ｗ

－
（ ｚ））， 则系统（５）存在解 （Ｕ（ ｚ），Ｖ（ ｚ），Ｗ（ ｚ）） 且满足（Ｕ

－
（ ｚ），

Ｖ
－
（ ｚ），Ｗ

－
（ ｚ）） ≤ （Ｕ（ ｚ），Ｖ（ ｚ），Ｗ（ ｚ）） ≤ （Ｕ

－
（ ｚ）， Ｖ

－
（ ｚ）， Ｗ

－
（ ｚ）） ．这里上下解满足以下边值条件：

① （Ｕ
－
， Ｖ

－
， Ｗ

－
）（∞ ） ＝ ｅ０， （Ｕ

－
， Ｖ

－
， Ｗ

－
）（ － ∞） ＝ （ｋ－ １，ｋ

－
２，ｋ

－
３），其中（ｋ－ １，ｋ

－
２，ｋ

－
３） ≥ ｅ１；

② （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
）（∞ ） ＝ ｅ０， （Ｕ

－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
）（ － ∞） ＝ （ｋ

－ １，ｋ－ ２，ｋ－ ３），其中 ｅ０ ≤ （ｋ
－ １，ｋ－ ２，ｋ－ ３） ≤ ｅ１ ．

类似文献［７］的思想，为了使用上下解方法，现将系统（５）转化为标量方程，下面的结果可由文献［７］中
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引理 ２．２ 得到．
引理 ２　 设 ｃ≥ ｃ０ ．对任意给定的连续非增函数Ｖ（ｚ），满足Ｖ（ －∞）＝ １，Ｖ（ ＋∞）＝ ０，则有以下结论成立：
① 存在非增函数 Ｕ（ ｚ） ＝ Ｕ（Ｖ）（ ｚ） 满足

　 　
Ｄ１Ｕ″ ＋ ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ＝ ０，
Ｕ（ － ∞） ＝ １， Ｕ（ ＋ ∞） ＝ ０ ．{ （１２）

进一步地，解 Ｕ（Ｖ） 关于 Ｖ 单调，即当 Ｖ１ ≥ Ｖ２ 时，Ｕ（Ｖ１） ≥ Ｕ（Ｖ２） ．
② 存在非增函数 Ｗ（ ｚ） ＝ Ｗ（Ｖ）（ ｚ） 满足

　 　
Ｄ３Ｗ″ ＋ ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ＝ ０，
Ｗ（ － ∞） ＝ １， Ｗ（ ＋ ∞） ＝ ０ ．{ （１３）

进一步地，解 Ｗ（Ｖ） 关于 Ｖ 单调，即当 Ｖ１ ≥ Ｖ２ 时，Ｗ（Ｖ１） ≥ Ｗ（Ｖ２） ．
通过引理 ２，系统（５）可转化为以下标量方程：

　 　
Ｄ２Ｖ″ ＋ ｃＶ′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ ＋ ｂ２１Ｕ（Ｖ） ＋ ｂ２３Ｗ（Ｖ）） ＝ ０，
Ｖ（ － ∞） ＝ １， Ｖ（ ＋ ∞） ＝ ０ ．{ （１４）

由方程（６）容易得到，当 ｃ ≥ ｃ０ 时，Γ（μ） ＝ ０ 有两个正根：

　 　
μ １ μ １（ｃ） ＝

ｃ － ｃ２ － ４Ｄ２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）
２Ｄ２

，

μ ２ μ ２（ｃ） ＝
ｃ ＋ ｃ２ － ４Ｄ２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

２Ｄ２
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１５）

此外， μ １（ｃ） 关于 ｃ 是递减的，以及 μ ２（ｃ） 关于 ｃ 是递增的．当 ｚ → ∞ 且 ｃ ＞ ｃ０ 时，系统（５）中波廓 Ｖ（ ｚ） 的渐

近行为由以下式子给出：
　 　 Ｖ（ ｚ） ～ Ｃ１ｅ

－μ１（ｃ） ｚ ＋ Ｃ２ｅ
－μ２（ｃ） ｚ，　 　 ｚ → ∞，

其中 Ｃ１，Ｃ２ ＞ ０．类似文献［７］中引理 ２．６ 和引理 ２．８ 的证明，可分别得到以下结论．
引理 ３　 设 Ｖ

－
（ ｚ） 是如下定义的连续函数：

　 　 Ｖ
－
（ ｚ） ＝

ξ １ｅ
－μ１ｚ（１ － Ｍｅ －ｚ）， ｚ ＞ ｚ１，

０， ｚ ≤ ｚ１ ．{
其中 ｃ ＝ ｃ０ ＋ １， ０ ＜ ，１ ≪１， ｚ１ ＝ （１ ／ ）ｌｎ Ｍ， ξ １ ＞ ０ 且 Ｍ ＞ ０ 是足够大的数．进一步地，（Ｕ

－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
）（ ｚ） 是

系统（５）的下解，其中 Ｕ
－
（ ｚ） 和 Ｗ

－
（ ｚ） 分别是 Ｖ（ ｚ） ＝ Ｖ

－
（ ｚ） 时 Ｕ⁃ 方程和 Ｗ⁃ 方程的解．

引理 ４　 设 ｃ１ ＞ ｃ０，（Ｕ－ ，Ｖ－，Ｗ－ ）（ｘ － ｃ１ ｔ） ≥ ０ 是以下偏微分系统的下解：

　 　
ｕｔ ＝ Ｄ１ｕｘｘ ＋ ｒ１（１ － ｕ）（ｂ１２ｖ － ｕ），
ｖｔ ＝ Ｄ２ｖｘｘ ＋ ｒ２ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － ｖ ＋ ｂ２１ｕ ＋ ｂ２３ｗ），
ｗ ｔ ＝ Ｄ３ｗｘｘ ＋ ｒ３（１ － ｗ）（ｂ３２ｖ － ｗ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

令 ｚ∗ ＝ ｘ － ｃ１ ｔ，Ｖ－（ ｚ
∗） 是单调函数且满足 ｌｉｍ ｓｕｐｚ∗→－∞ Ｖ－（ ｚ

∗） ＜ １，当 ｚ∗ → ＋ ∞ 时，Ｖ
－
（ ｚ∗） ～ ｅ －μ２ｚ∗ ．则对任

意 ｃ ∈ ［ｃ０，ｃ１）， 系统（５）没有行波解．

２　 主要结果及证明

２．１　 速度选择的具体条件

本小节将建立系统（５）最小波速线性选择和非线性选择的条件，这些条件表明了物种的扩散率、出生率

和竞争系数之间的相互作用能够影响最小波速的选择机制．下面两个定理给出了线性选择的判定条件．
定理 １　 如果

　 　 ０ ≤ Ｄ ｊ ＜ ２Ｄ２， ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ ２
３
， ｒ ｊ ＜ ２ －

Ｄ ｊ

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

ｂ ｊ２ － １
，　 　 ｊ ＝ １，３ （１６）
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成立，则系统（５）的最小波速是线性选择的．
证明　 令

　 　 Ｖ
－
＝ １
１ ＋ ｅμ１（ｃ） ｚ

， Ｕ
－
＝ Ｗ

－
＝ １ － （１ － Ｖ

－
） ２，

这里 ｃ ＝ ｃ０ ＋ ２，０ ＜ ２ ≪ １．进而有

　 　 Ｖ
－
′ ＝ － μ １（ｃ）Ｖ

－
（１ － Ｖ

－
）， Ｖ

－
″ ＝ μ ２

１（ｃ）Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
）（１ － ２Ｖ

－
），

以及

　 　 Ｕ
－
′ ＝ Ｗ

－
′ ＝ － ２μ １（ｃ）Ｖ

－
（１ － Ｖ

－
） ２， Ｕ

－
″ ＝ Ｗ

－
″ ＝ ２μ ２

１（ｃ）Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） ２（１ － ３Ｖ

－
） ．

接下来证明 （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是系统（５）的上解．

实际上，注意到 μ ２
１（ｃ） ＝ μ ２

１（ｃ０ ＋ ２） ＝ μ ２
１（ｃ０） ＋ δ １（２） ＝ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ／ Ｄ２ ＋ δ １（２），当 ２ → ０ ＋ 时，有

δ １（２） → ０ － ．所以，令 ２ 是足够小的正数，由式（１６）得

　 　 Ｄ２Ｖ
－
″ ＋ ｃＶ

－
′ ＋ ｒ２Ｖ

－
（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ

－
＋ ｂ２１Ｕ

－
＋ ｂ２３Ｗ

－
） ＝

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） Ｄ２μ ２

１（ｃ）（１ － ２Ｖ
－
） － ｃμ １（ｃ） ＋ ｒ２

１ － Ｖ
－
－ ｂ２１（１ － Ｕ

－
） － ｂ２３（１ － Ｗ

－
）

１ － Ｖ
－

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） {Ｄ２μ ２

１（ｃ）（１ － ２Ｖ
－
） － ｃμ １（ｃ） ＋ ｒ２［１ － （１ － Ｖ

－
）（ｂ２１ ＋ ｂ２３）］ } ＝

　 　 　 　 Ｖ
－ ２（１ － Ｖ

－
）［ － ２Ｄ２μ ２

１（ｃ） ＋ ｒ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３）］ →

　 　 　 　 Ｖ
－ ２（１ － Ｖ

－
）［３ｒ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － ２ｒ２］ ≤ ０，

同时，对 Ｕ⁃ 方程有

　 　 Ｄ１Ｕ
－
″ ＋ ｃＵ

－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ

－
）（ｂ１２Ｖ

－
－ Ｕ

－
） ＝

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） ２［２Ｄ１μ ２

１（ｃ）（１ － ３Ｖ
－
） － ２ｃμ １（ｃ） ＋ ｒ１（ｂ１２ － ２ ＋ Ｖ

－
）］ ≤

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） ２［２Ｄ１μ ２

１（ｃ） － ２ｃμ １（ｃ） ＋ ｒ１（ｂ１２ － １）］ →

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－
） ２ ２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

Ｄ１

Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｒ１（ｂ１２ － １）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤ ０．

类似地，对 Ｗ⁃ 方程可以证明

　 　 Ｄ３Ｗ
－
″ ＋ ｃＷ

－
′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ

－
）（ｂ３２Ｖ

－
－ Ｗ

－
） ≤ ０．

因此，由定义 ２ 得 （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是系统（５）的上解．进而由 １ 和 ２ 的任意性，利用引理 １ 和引理 ３ 可知系统（５）

存在波速为 ｃ０ 的行波解．证毕．
接下来选取不同于定理 １ 的上解得到线性选择的另一个条件．
定理 ２　 设

　 　 ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ １
５

． （１７）

如果

　 　
Ｄ ｊ

４Ｄ２

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ＜ ｒ ｊ ＜

３Ｄ ｊｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）
２Ｄ２（ｂ ｊ２ ＋ １）

， （１８）

或

　 　
３Ｄ ｊｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

２Ｄ２（ｂ ｊ２ ＋ １）
＜ ｒ ｊ ＜

Ｄ ｊ

Ｄ２

＋ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

ｂ ｊ２ － １
（１９）

成立，其中 ｊ ＝ １，３， 则系统（５）的最小波速是线性选择的．

证明　 令 Ｖ
－
（ ｚ） 是以下微分方程边值问题的解：
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　 　 Ｖ
－
′ ＝ － μ １（ｃ）Ｖ

－
（１ － Ｖ

－ １ ／ ２）， Ｖ
－
（ － ∞） ＝ １， Ｖ

－
（∞ ） ＝ ０，

其中 ｃ ＝ ｃ０ ＋ ３， ０ ＜ ３ ≪ １．令 Ｕ
－
（ ｚ） ＝ Ｗ

－
（ ｚ） ＝ １ － （１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ ．容易验证

　 　 Ｖ
－
″ ＝ μ ２

１（ｃ）Ｖ
－
（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） １ － ３
２

Ｖ
－ １ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｕ
－
′ ＝ Ｗ

－
′ ＝ － μ １（ｃ）Ｖ

－ １ ／ ２（１ － Ｖ
－ １ ／ ２） ２， Ｕ

－
″ ＝ Ｗ

－
″ ＝

μ ２
１（ｃ）
２

Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２（１ － ３Ｖ
－ １ ／ ２） ．

类似定理 １ 的证明，只需说明 （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是式（５）的上解．显然，

　 　 μ ２
１（ｃ） ＝ μ ２

１（ｃ０ ＋ ３） ＝ μ ２
１（ｃ０） ＋ δ ２（３） ＝

ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）
Ｄ２

＋ δ ２（３），

当 ３ → ０ ＋ 时，δ ２（３） → ０ － ．由条件（１７），令 ３ 是足够小的正数，容易计算得

　 　 Ｄ２Ｖ
－
″ ＋ ｃＶ

－
′ ＋ ｒ２Ｖ

－
（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ

－
＋ ｂ２１Ｕ

－
＋ ｂ２３Ｗ

－
） ＝

　 　 　 　 Ｖ
－
（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） {Ｄ２μ ２
１（ｃ） １ － ３

２
Ｖ
－ １ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃμ １（ｃ） ＋

　 　 　 　 ｒ２［（１ ＋ Ｖ
－ １ ／ ２） － ｂ２１（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） － ｂ２３（１ － Ｖ
－ １ ／ ２）］ } ＝

　 　 　 　 Ｖ
－ ３ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） － ３
２

Ｄ２μ ２
１（ｃ） ＋ ｒ２（１ ＋ ｂ２１ ＋ ｂ２３）

é

ë
êê

ù

û
úú ≤ ０．

接下来验证 Ｕ
－
（ ｚ） 和Ｗ

－
（ ｚ） 分别是 Ｕ⁃方程和Ｗ⁃方程的上解， 这里只计算 Ｕ⁃方程， 对于Ｗ⁃方程可以类似讨

论．将 Ｕ
－
（ ｚ） 代入式（５）可得

　 　 Ｄ１Ｕ
－
″ ＋ ｃＵ

－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ

－
）（ｂ１２Ｖ

－
－ Ｕ

－
） ＝

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２
μ ２

１（ｃ）（１ － ３Ｖ
－ １ ／ ２） － ｃμ １（ｃ） ＋ ｒ１（ｂ１２Ｖ

－ １ ／ ２ ＋ Ｖ
－ １ ／ ２ － ２）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２
μ ２

１（ｃ） － ｃμ １（ｃ） － ２ｒ１ ＋ Ｖ
－ １ ／ ２ ｒ１ｂ１２ ＋ ｒ１ － ３

２
Ｄ１μ ２

１（ｃ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２）２ Ｄ１

２Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１ ＋ Ｖ

－ １ ／ ２ ｒ１ｂ１２ ＋ ｒ１ －
３Ｄ１

２Ｄ２
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ．

进一步地，如果式（１８）成立，则

　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１ ＋ Ｖ

－ １ ／ ２ ｒ１ｂ１２ ＋ ｒ１ －
３Ｄ１

２Ｄ２
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ≤

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１{ } ≤ ０，

或者如果条件（１９）成立，那么由 Ｖ
－ １ ／ ２ ≤ １ 得

　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１ ＋ Ｖ

－ １ ／ ２ ｒ１ｂ１２ ＋ ｒ１ －
３Ｄ１

２Ｄ２
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ≤

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ Ｄ１

２Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１ ＋ ｒ１ｂ１２ ＋ ｒ１ －

３Ｄ１

２Ｄ２
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）{ } ≤

　 　 　 　 Ｖ
－ １ ／ ２（１ － Ｖ

－ １ ／ ２） ２ －
Ｄ１

Ｄ２

－ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ＋ ｒ１（ｂ１２ － １）{ } ≤ ０．

综上， （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是系统（５）的上解，然后由 １，３ 的任意性和引理 １、引理 ３ 可知系统（５）存在波速为 ｃ０ 的行

波解．证毕．
下面通过给出下解 （Ｕ

－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 的具体表达式来得到系统式（５）最小波速非线性选择的判据．

０８５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



定理 ３　 系统式（５）的最小波速是非线性选择的，如果有

　 　 １
３

＜ ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ １，
４ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）（Ｄ ｊ ／ Ｄ２ ＋ １） ＋ ２ｒ ｊ

ｒ ｊｂ ｊ２
＜ ３（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － １ （２０）

成立，其中 ｊ ＝ １，３．
证明　 定义

　 　 Ｖ
－
＝ ｋ
１ ＋ ｅμ２（ｃ） ｚ

， Ｕ
－
＝ Ｗ

－
＝ １ － １ －

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

，

其中 ｃ ＝ ｃ０ ＋ ４， ０ ＜ ４ ≪ １，０ ＜ ｋ ＜ １ 是待确定的数．直接计算可以得到

　 　 Ｖ
－
′ ＝ － μ ２（ｃ）Ｖ－ １ －

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｖ

－
″ ＝ μ ２

２（ｃ）Ｖ
－ １ －

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ １ － ２

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

以及

　 　 Ｕ
－
′ ＝ Ｗ

－
′ ＝ － ２μ ２（ｃ）

Ｖ
－

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

， Ｕ
－
″ ＝ Ｗ

－
″ ＝ ２μ ２

２（ｃ）
Ｖ
－

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

１ － ３
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

将上述表达式代入式（５），由式（２０）可得

　 　 Ｄ２Ｖ－ ″ ＋ ｃＶ
－
′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ

－
＋ ｂ２１Ｕ－ ＋ ｂ２３Ｗ－ ） ＝

　 　 　 　 Ｖ
－ １ －

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ { （Ｄ２μ ２

２（ｃ） － ｃμ ２（ｃ） ＋ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）） ＋

　 　 　 　
Ｖ
－

ｋ － ２Ｄ２μ ２
２（ｃ） ＋ ｒ２

ｂ２１Ｕ－ ＋ ｂ２３Ｗ－ － Ｖ
－
（（ｂ２１ ＋ ｂ２３ － １ ＋ ｋ） ／ ｋ）

（Ｖ
－
／ ｋ）（１ － （Ｖ

－
／ ｋ））

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ＝

　 　 　 　
Ｖ
－
２

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２Ｄ２μ ２

２（ｃ） ＋ ｒ２ ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＋ ｋ（１ － ｋ）
ｋ － Ｖ

－

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≥

　 　 　 　
Ｖ
－
２

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ［３ｒ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － ｒ２（１ ＋ ｋ）］ ≥ ０．

对 Ｕ⁃ 方程可计算得

　 　 Ｄ１Ｕ－ ″ ＋ ｃＵ
－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ

－
）（ｂ１２Ｖ－ － Ｕ

－
） ＝

　 　 　 　
Ｖ
－

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

２Ｄ１μ ２
２（ｃ） １ －

３Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２ｃμ ２（ｃ） ＋ ｒ１ ｂ１２ｋ － ２ ＋

Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥

　 　 　 　
Ｖ
－

ｋ １ －
Ｖ
－

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

－ ４
Ｄ１

Ｄ２

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） － ２ｒ１ ＋ ｒ１ｂ１２ｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

显然 ｋ 的选取取决于 ｂ２１ ＋ ｂ２３ 的值．当 ｂ２１ ＋ ｂ２３ ∈ （１ ／ ３，２ ／ ３］ 时，则 ｋ 满足

　 　
４ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）（Ｄ１ ／ Ｄ２ ＋ １） ＋ ２ｒ１

ｒ１ｂ１２
＜ ｋ ＜ ３（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － １．

当 ｂ２１ ＋ ｂ２３ ∈ （２ ／ ３，１） 时，ｋ 可以取

　 　
４ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）（Ｄ１ ／ Ｄ２ ＋ １） ＋ ２ｒ１

ｒ１ｂ１２
＜ ｋ ＜ １．

对 Ｗ⁃ 方程，可类似上面的讨论．所以，若式（２０）成立，则有

　 　

Ｄ１Ｕ－ ″ ＋ ｃＵ
－
′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ

－
）（ｂ１２Ｖ－ － Ｕ

－
） ≥ ０，

Ｄ２Ｖ－ ″ ＋ ｃＶ
－
′ ＋ ｒ２Ｖ－（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ

－
＋ ｂ２１Ｕ－ ＋ ｂ２３Ｗ－ ） ≥ ０，

Ｄ３Ｗ－ ″ ＋ ｃＷ
－
′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ

－
）（ｂ３２Ｖ－ － Ｗ

－
） ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

故 （Ｕ
－
，Ｖ

－
，Ｗ

－
） 是式（５）的下解．由引理 ４ 知结论成立．
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２．２　 ｂ ｊ２ 阈值的存在性及估计

下面探究 Ｄ１ ＝Ｄ３ ＝ ０及其他参数固定时，竞争系数 ｂ ｊ２ 对速度选择机制的影响．本小节探究 ｂ ｊ２ 的阈值 ｂ－ ｊ２（ ｊ

＝ １，３） 的存在性，即随着 ｂ ｊ２ 从 １开始增大，经过 ｂ－ ｊ２ 时最小波速从线性选择变为非线性选择．本小节考虑以下

系统：

　 　

ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ＝ ０，
Ｄ２Ｖ″ ＋ ｃＶ′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ ＋ ｂ２１Ｕ ＋ ｂ２３Ｗ） ＝ ０，
ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ＝ ０，
（Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ － ∞） ＝ （１，１，１）， （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ＋ ∞） ＝ （０，０，０） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

引理 ５　 如果存在 ｂ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 使得系统（２１）的最小波速是线性选择的，则对所有的 １ ＜ ｂ ｊ２ ≤ ｂ ｊ２ 系统

都是线性选择的．
证明　 令 （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ｚ） 是系统（２１）满足 ｂ ｊ２ ＝ ｂ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 时对应的解，则有

　 　

ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ＝ ０，

Ｄ２Ｖ″ ＋ ｃＶ′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ ＋ ｂ２１Ｕ ＋ ｂ２３Ｗ） ＝ ０，

ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ＝ ０，

（Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ － ∞） ＝ （１，１，１）， （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ＋ ∞） ＝ （０，０，０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２２）

为了验证 （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ｚ） 是系统（２１）满足 ｂ ｊ２ ≤ ｂ ｊ２ 时的上解，需验证

　 　

ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ≤ ０，

Ｄ２Ｖ″ ＋ ｃＶ′ ＋ ｒ２Ｖ（１ － ｂ２１ － ｂ２３ － Ｖ ＋ ｂ２１Ｕ ＋ ｂ２３Ｗ） ≤ ０，

ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ≤ ０，

（Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ － ∞） ＝ （１，１，１）， （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ＋ ∞） ＝ （０，０，０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２３）

实际上，当 ｂ ｊ２ ≤ ｂ ｊ２ 时，由式（２２）可知，式（２３）的第二个式子自然成立．对于式（２３）的第一和第三个式子，有
　 　 ｃＵ′ ＋ ｒ１（１ － Ｕ）（ｂ１２Ｖ － Ｕ） ＝ ｒ１（ｂ１２ － ｂ１２）（１ － Ｕ）Ｖ ≤ ０，
　 　 ｃＷ′ ＋ ｒ３（１ － Ｗ）（ｂ３２Ｖ － Ｗ） ＝ ｒ３（ｂ３２ － ｂ３２）（１ － Ｗ）Ｖ ≤ ０．

因此， （Ｕ，Ｖ，Ｗ）（ ｚ） 是上解．所以当 １ ＜ ｂ ｊ２ ≤ ｂ ｊ２ 时，最小波速是线性选择的．证毕．
由引理 ５ 可如下定义 ｂ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 的阈值（系统（２１）的最小波速是线性选择的）：

　 　 ｂ－ ｊ２ ＝ ｓｕｐ { ｂ ｊ２ ＞ １ } ，　 　 ｊ ＝ １，３．

定理 ４　 当 １ ＜ ｂ ｊ２ ≤ ｂ－ ｊ２ 时，系统（２１）的最小波速是线性选择的；当 ｂ ｊ２ ＞ ｂ－ ｊ２ 时，系统（２１）是非线性选择

的，其中 ｊ ＝ １，３．
由定理 １ 和定理 ３ 可以得到阈值 ｂ－ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 的以下估计．
定理 ５　 当 ０ ≤ Ｄ ｊ ＜ ２Ｄ２， ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ ２ ／ ３ 时，有

　 　 ｂ－ ｊ２ ≥
２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）（２ － Ｄ ｊ ／ Ｄ２） ＋ ｒ ｊ

ｒ ｊ
，　 　 ｊ ＝ １，３．

定理 ６　 如果 １ ／ ３ ＜ ｂ２１ ＋ ｂ２３ ＜ １， 则有

　 　 ｂ－ ｊ２ ≤
４ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）（Ｄ ｊ ／ Ｄ２ ＋ １） ＋ ２ｒ ｊ

ｒ ｊ［３（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － １］
，　 　 ｊ ＝ １，３．

３　 数 值 模 拟

本节将进行一些数值模拟来验证上一节得到的定理，并比较文献［５］中速度选择的结果．
首先，我们数值计算系统（２）行波解的最小波速，记为 ｃｎｕｍ， 然后将它和由式（７）得到的 ｃ０ 作比较．为了

得到 ｃｎｕｍ， 本文应用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解初边值问题（２）并选取以下初始条件：

２８５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



　 　 ｕ（ ｊ，０） ＝
０， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ｊ，
１， Ｎ ｊ ＋ １ ≤ ｊ ≤ ＮＬ，{ 　 ｖ（ ｊ，０） ＝

１， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ｊ，
０， Ｎ ｊ ＋ １ ≤ ｊ ≤ ＮＬ，{ （２４）

　 　 ｗ（ ｊ，０） ＝
０， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ｊ，
１， Ｎ ｊ ＋ １ ≤ ｊ ≤ ＮＬ，{ （２５）

和边界条件

　 　
ｕ（１，ｔ） － ｕ（２，ｔ） ＝ ｕ（ＮＬ，ｔ） － ｕ（ＮＬ － １，ｔ） ＝ ０，
ｖ（１，ｔ） － ｖ（２，ｔ） ＝ ｖ（ＮＬ，ｔ） － ｖ（ＮＬ － １，ｔ） ＝ ０，
ｗ（１，ｔ） － ｗ（２，ｔ） ＝ ｗ（ＮＬ，ｔ） － ｗ（ＮＬ － １，ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２６）

其中 ＮＬ 是足够大的正整数．通过传播速度的相关理论［１７］可知，具有上述初值问题的解可以演变为具有最小

波速的行波解，即 ｃｎｕｍ 可以给出 ｃｍｉｎ 的精确估计．模拟 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 竞争系统的相关内容请参见文献［９，１０，
１３］．为了便于模拟，本节总是令 Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １， Ｄ１ ＝ Ｄ３， ｒ１ ＝ ｒ３， ｂ１２ ＝ ｂ３２， ｂ２１ ＝ ｂ２３ ．图 １ 描述了系统（２）不同时

刻 ｔ 的行波解 ｖ（ｘ，ｔ） ．图 １ 中的曲线体现了行波解的平移不变性．

图 １　 当 Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ ０．５，ｒ１ ＝ ｒ３ ＝ ２，Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １， 图 ２　 固定 Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ １，ｒ１ ＝ ｒ３ ＝ １，Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １，

ｂ１２ ＝ ｂ３２ ＝ ２，ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．１ 时的解 ｖ（ｘ，ｔ）， ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．３，ｂ１２ ＝ ｂ３２，变化 ｂ１２ 时

其中 ｔ ＝ １５０，１５２．５，１５５，…，１８５ 最小波速的线性与非线性选择

Ｆｉｇ． １　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｖ（ｘ，ｔ） ｆｏｒ ｔ ＝ １５０，１５２．５，１５５，…，１８５， Ｆｉｇ． ２　 Ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ
Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ ０．５，ｒ１ ＝ ｒ３ ＝ ２，Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １， ｓｐｅｅｄ ｆｏｒ ｖａｒｉｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｂ１２，Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ １，

ｂ１２ ＝ ｂ３２ ＝ ２，ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．１ ｒ１ ＝ ｒ３ ＝ １，Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １，ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．３，

ｂ１２ ＝ ｂ３２

表 １　 定理的数值演示

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ

ｔｈｅｏｒｅｍ Ｄ１ ｒ１ ｂ１２ ｂ２１ ｃ０ ｃｎｕｍ ｃ０ － ｃｎｕｍ
１ ０．５ ０．０５ ２０ ０．３ １．２６４ ９ １．２６５ ２ ０．０００ ３

２ ５ １ ２ ０．０５ １．８９７ ４ １．８９８ ３ ０．０００ ９

３ ０．５ ２ １０ ０．４ ０．８９４ ４ ０．９５７ ６ －０．０６３ ２

　 　 根据定理 １～３ 分别选取一组系数作为系统线性选择和非线性选择的示例，如表 １ 所示，不难验证表中

的系数分别满足各定理的条件．以定理 １ 为例，即表 １ 的第一行数据．当 Ｄ２ ＝ ｒ２ ＝ １，ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．３ 时，得到 ｃ０
＝ １．２６４ ９ 以及（２ － Ｄ ｊ ／ Ｄ２）（２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３） ／ （ｂ ｊ２ － １）） ＝ ０．０６３ ２，显然选取的 ｒ１ ＝ ｒ３ ＝ ０．０５ ＜ ０．０６３ ２，ｂ２１

＋ ｂ２３ ＝ ０．６ ＜ ２ ／ ３，Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ ０．５ ＜ ２Ｄ２ ＝ ２．所以在表 １ 第一行数据的选取下式（１６）成立．由表 １ 不难看出，
前两组数据的相对误差小至 Ｏ（１０ －４），这意味着数值模拟分别与定理 １ 和定理 ２ 的理论结果是一致的，即在

前两组数据的选取下，系统（２）的最小波速是线性选择的．表 １ 的最后一行用来说明定理 ３ 非线性选择的结

果，在满足定理 ３ 的参数条件下，可以看到数值计算的速度 ｃｎｕｍ 大于线性速度 ｃ０， 所以系统是非线性选择的．
　 　 第 ２．２ 小节研究了其他参数固定时系统关于 ｂ ｊ２（ ｊ ＝ １，３） 的速度选择机制．现在固定 Ｄ１ ＝ Ｄ３ ＝ １，ｒ１ ＝ ｒ３
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＝ １，ｂ２１ ＝ ｂ２３ ＝ ０．３，速度选择机制关于 ｂ１２ 的变化如图 ２ 所示．不难发现，当 １ ＜ ｂ１２ ≤ ｂ－ １２ 时，系统是线性选择

的；当 ｂ１２ ＞ ｂ－ １２ 时，系统是非线性选择的，这与定理 ４ 的结果一致．另外在这组参数下，由定理 ５ 得到 ｂ－ ｊ２ 的下

界 ｂ－ ｊ２∗ ＝ １．８，由定理 ６得到 ｂ－ ｊ２ 的上界 ｂ－∗
ｊ２ ＝ ３．２５．由图 ２可以发现 ｂ－ ｊ２ ≃２．５，在区间［ｂ－ ｊ２∗，ｂ－∗

ｊ２ ］ ＝ ［１．８，３．２５］ 内，

因此阈值 ｂ－ ｊ２ 的理论估计与模拟结果也是一致的．
通过以上数值模拟的讨论，下面比较本文与文献［５］得到的有关速度选择机制的结果．容易发现本文的

定理 １ 与文献［５］中 Ｂ２
ｊ 对 ｒ ｊ 的范围很类似，但通过表 １ 第一行对定理 １ 的数值模拟发现，在这组参数下有 Ｄ ｊ

＝ ０．５ ∈ （０，２）， ｂ ｊ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） ＝ １２ ＞ １， 另外

　 　 ２ －
Ｄ ｊ

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）
ｂ ｊ２（ｂ２１ ＋ ｂ２３） － １

＝ ０．０５４ ５ ＜ ２ －
Ｄ ｊ

Ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
２ｒ２（１ － ｂ２１ － ｂ２３）

ｂ ｊ２ － １
＝ ０．０６３ ２，

即本文定理 １ 对 ｒ ｊ 的范围比文献［５］ 中 Ｂ２
ｊ 对 ｒ ｊ 的范围大．其次，在表 １第二行对本文定理 ２的数值模拟中，选

取的Ｄ ｊ ＝ ５显然超过了文献［５］Ｂ１
ｊ 和 Ｂ２

ｊ 中Ｄ ｊ 的范围．所以定理 ２ 是文献［５］线性选择结果的补充．此外，本文

还得到了文献［５］没有提及的非线性选择的结果（定理 ３）．

４　 结　 　 论

本文通过构造与已有文献不同的上下解，建立了系统（２）最小波速线性选择和非线性选择的新结果，并
得到了速度选择机制的阈值结果和估计，然后进行数值模拟验证了本文的主要结论．通过模拟发现，本文推

广了文献［５］对系统（２）线性选择的条件，此外还得到了文献［５］没有提及的非线性选择的结果．在线性选择

的意义下，从生物学角度可以得到 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒｅ 模型强竞争物种的入侵速度．因此，本文的工作具有理论意

义和实际意义．
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