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摘要：　 研究了一类含有五次非线性反应项和常数扩散项的反应扩散方程的小振幅孤立周期波解，以及它的行波

方程局部临界周期分支问题．运用行波变换将反应扩散方程转换为对应的行波系统，应用奇点量方法和计算机代数

软件 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 计算出该系统的前 ８ 个奇点量，得到该系统奇点的两个中心条件，并证明行波系统原点处可

分支出 ８ 个极限环，对应的非线性反应扩散方程存在 ８ 个小振幅孤立周期波解；通过周期常数的计算，得到了行波

系统原点的细中心阶数，并证明该系统最多有 ３ 个局部临界周期分支，且能达到 ３ 个局部临界周期分支；通过分析

行波系统的临界周期分支，得到该反应扩散方程有 ３ 个临界周期波长．

关　 键　 词：　 反应扩散方程；　 奇点量；　 极限环；　 孤立周期波；　 临界周期分支
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引　 　 言

反应扩散方程是一类特殊的非线性波方程，它在不同科学领域对各种非线性现象的定性描述中起着重

要作用［１］，是非线性科学研究中的一个热点问题．现实世界中大量的实际问题能够与反应扩散方程相联系，
例如传热传质、流体力学、土壤湿度、病毒生长、生物种群等．反应扩散方程包括反应项和扩散项，其典型的形

式如下：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ ∂
∂ｘ

Ｄ（ｕ） ∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ｆ ｕ，ｕｘ( ) ， （１）

其中 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） 表示关于 ｘ∈ＲＲ ｎ 和 ｔ∈ＲＲ的密度或浓度．方程（１）等号右边的第一项描述的是扩散项，对 ∀ｕ
≥０，扩散函数 Ｄ（ｕ） 满足 Ｄ（ｕ） ＞ ０；等号右边第二项是反应项．近年来，对于非线性波方程的孤立周期波的

研究吸引了许多学者的兴趣．文献［２］研究了一类广义 ＢＢＭ 方程的孤立波和周期波的存在性问题．文献［３］
给出了一类奇异摄动高阶 ＫｄＶ 方程的孤立波解．文献［４］讨论了细菌生长的反应扩散模型行波解的存在性

且得到了一个近似解．文献［５］探索了振荡反应中周期行波发生的条件以及波的稳定性．
方程（１）的一个行波是形如 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ － ｃｔ） ＝ ϕ（ξ） 的解，其中 ｃ 为波速， ξ ＝ ｘ － ｃｔ ．一个周期波列是

对应周期函数 ϕ 的行波．众所周知，许多非线性波方程可以通过行波变换转换为平面动力系统（行波系统），
从而能够运用微分方程的定性理论和分支理论去研究．经典的研究方法可参阅文献［６］．将 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ －
ｃｔ） ＝ ϕ（ξ） 代入方程（１），可得

　 　 Ｄ（ϕ）ϕ ＋ ｃϕ ＋ Ｄ′（ϕ）（ϕ） ２ ＋ ｆ（ϕ，ϕ） ＝ ０， （２）

这里 （　
·
） ＝ ｄ ／ ｄξ ．令 ｖ ϕ 及做尺度变换 ｄξ ／ ｄτ ＝ Ｄ（ϕ）， 系统（２）等价于下列平面动力系统（行波系统）：

　 　
ϕ ＝ Ｄ（ϕ）ｖ，
ｖ ＝ － ｃｖ － ｆ（ϕ，ｖ） － Ｄ′（ϕ）ｖ２ ．{ （３）

在系统（３）的奇点是中心的情况下，会有连续的周期波列（周期行波解）展开于方程（１）的均匀稳态

解［７］ ．如果系统（３）在奇点的邻域出现 ｍ 个极限环，那么会有 ｍ 个孤立周期行波或孤立周期波列接近系统

（１）的稳态解［７⁃８］ ．我们可以通过研究中心类型奇点周期轨道的性质，从而了解围绕对应稳态解的连续周期波

列的情况．文献［７］研究了一类含有常数扩散项和三次反应项的反应扩散方程，获得从稳态解最多能分支出

４ 个小振幅孤立周期波（ＳＡＩＰＷ）的结果．文献［８］中讨论了一类含有常数扩散项和四次反应项的反应扩散方

程的情形．更多关于行波方程的周期行波和 Ｈｏｐｆ 分支的研究可查看文献［９⁃１０］．此外，与中心和极限环紧密

联系的一个重要领域是微分系统的局部临界周期．在 １９８９ 年，文献［１１］通过类比 Ｂａｕｔｉｎ 研究极限环的方法，
首次引入细中心和局部临界周期分支的概念，建立了局部临界周期分支理论，且研究了二次系统的局部临界

周期分支．对于从系统的细中心最多能分支出几个局部临界周期的问题，一些经典系统已经被研究且获得一

些成果．对于线性中心经三次齐次非线性扰动的临界周期分支问题已经被解决［１２］ ．三次 Ｋｕｋｌｅｓ 系统［１３］、可逆

三次系统［１４］和四次 Ｋｕｋｌｅｓ 系统［８］的临界周期分支问题也得到了解决．在文献［８］中，笔者用临界周期分支
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的方法讨论了一类反应扩散方程的周期波解和周期波长问题．
国内外学者对反应扩散方程的研究已经取得了一些成果，但对含更高次反应项的反应扩散方程和利用

极限环理论去研究还较少．本文受到文献［８］的启发，考虑下述一类含有常数扩散项和五次反应项的反应扩

散方程的 ＳＡＩＰＷ 和局部临界周期波长问题：

　 　 ｕｔ ＝ ｄｕｘｘ － １
２

ｕ ＋ ｆ０１ｕｘ ＋ ３
２

ｕ２ ＋ ｆ０２ｕ２
ｘ － ｕ３ ＋ ｆ１２ｕｕ２

ｘ ＋ ｆ０３ｕ３
ｘ ＋ ｆ１３ｕｕ３

ｘ ＋ ｆ０４ｕ４
ｘ ＋ ｆ１４ｕｕ４

ｘ ＋ ｆ０５ｕ５
ｘ， （４）

这里 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ）， ｆｉ， ｊ ∈ ＲＲ ，ｄ ＞ ０，λ （ｄ， ｆ０１，…， ｆ１４， ｆ０５） ．
本文的结构如下：第 １ 节给出一些必要的基础知识和结果．第 ２ 节首先运用行波变换将非线性波方程转

换为对应的行波系统；然后利用奇点量方法计算出该系统的前几阶奇点量，探索该系统奇点的中心条件；证
明了行波系统原点处能分支出的极限环最大个数，即对应的非线性反应扩散方程存在 ＳＡＩＰＷ 解最多个数．
第 ３ 节借助周期常数的计算，研究行波系统原点的细中心阶数，并证明该系统最多能分支出的局部临界周期

个数；而后再通过分析行波系统的临界周期分支得到对应反应扩散方程有多少个临界周期波长．第 ４ 节给出

本文的结论和展望．

１　 预 备 知 识

考虑如下实多项式微分系统：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ － ｙ ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｘｋ（ｘ，ｙ，λ） ＝ Ｘ（ｘ，ｙ，λ），

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｘ ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｙｋ（ｘ，ｙ，λ） ＝ Ｙ（ｘ，ｙ，λ），
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（５）

其中 λ ∈ Λ，Λ 是参数集．假设函数 Ｘ（ｘ，ｙ，λ） 和 Ｙ（ｘ，ｙ，λ） 在原点的邻域内解析且原点是系统（５）的中心型

奇点．利用变换 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙｉ，ｗ ＝ ｘ － ｙｉ，Ｔ ＝ ｓｉ，ｉ ＝ － １ ， 微分系统（５）可转换为复系统：

　 　

ｄｚ
ｄＴ

＝ ｚ ＋ ∑
∞

ｋ ＝ ２
( ∑
α＋β ＝ ｋ

ａαβｚαｗβ ) ＝ Ｚ（ ｚ，ｗ），

ｄｗ
ｄＴ

＝ － ｗ － ∑
∞

ｋ ＝ ２
( ∑
α＋β ＝ ｋ

ｂαβｗαｚβ ) ＝ － Ｗ（ ｚ，ｗ），
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（６）

注意，系统（６）的系数是有共轭关系的，即 ａαβ ＝ ｂαβ，α ≥ ０，β ≥ ０，α ＋ β ＝ ２，３，…， 我们称系统（６）是实系统

（５）的伴随复系统［１５］ ．
对充分小的 ｈ， 设 Ｐ（ｈ，λ） 为系统（５）通过非零点 （ｈ，０） 的闭轨的最小周期函数．文献［１１］给出了周期

函数 Ｐ（ｈ，λ） 的表达式：

　 　 Ｐ（ｈ，λ） ＝ ２π ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｐ２ｋ（λ）ｈ２ｋ， （７）

Ｐ２ｋ 称为系统（５）原点的第 ｋ 阶周期常数．
定义 １［１１］ 　 若存在 ｋ∈ＮＮ ，λ∗∈ Λ， 使得 Ｐ２（λ∗） ＝ Ｐ４（λ∗） ＝ … ＝ Ｐ２ｋ（λ∗） ＝ ０，Ｐ２ｋ＋２（λ∗） ≠ ０， 则称系

统（５）的原点为对参数 λ∗ 的 ｋ 阶细中心．若 ｋ ＝ ０， 则原点是粗中心；若对 ∀ｋ∈ＮＮ ， 都有 Ｐ２ｋ（λ∗） ＝ ０， 则原

点是等时中心．
定义 ２［１１］ 　 考虑有限函数族 ｆ ｊ：ＲＲ Ｎ→ ＲＲ ， ｊ ＝ １，２，…，ｋ ．实（复） 代数簇 Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆｋ） 定义为 λ ∈ ＲＲ Ｎ

（ＣＣ Ｎ） 的集合，使得 ｆ ｊ（λ） ＝ ０， ｊ ＝ １，２，…，ｋ ．对 ｆ：ＲＲ Ｎ→ ＲＲ ， 如果

１） λ∗∈ ＲＲ Ｎ 的任一邻域包含有 λ ∈ Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆｋ－１）， 使得 ｆｋ（λ） ｆ（λ） ＜ ０；
２） 代数簇 Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆ ｊ），２ ≤ ｊ ≤ ｋ － １， 若 λ ∈ Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆ ｊ） 且 ｆ ｊ ＋１（λ） ≠ ０， 则 λ 的任一邻域 Ｗ

包含有 σ ∈ Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆ ｊ －１）， 使得 ｆ ｊ（σ） ｆ ｊ ＋１（λ） ＜ ０；
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３） 若 λ ∈ Ｖ（ ｆ１） 且 ｆ２（λ） ≠ ０， 则 λ 的任一开邻域包含一个 σ， 使得 ｆ１（σ） ｆ２（λ） ＜ ０．
那么就说 ｆ１， ｆ２，…， ｆｋ 在 λ∗∈ Ｖ（ ｆ１， ｆ２，…， ｆｋ） 关于 ｆ 是无关的．

引理 １［１１］ 　 若参数 λ ＝ λ∗ 时，系统（５）的中心 Ｏ是 ｋ 阶细中心，则至多有 ｋ 个临界周期从中心 Ｏ分支出

来．进一步地，如果周期常数 Ｐ２，Ｐ４，…，Ｐ２ｋ 在 λ∗ 关于 Ｐ２ｋ＋２ 是无关的，那么恰有 ｍ（ｍ ≤ ｋ） 个临界周期从中

心 Ｏ 分支出来．
由文献［１６］中定理 ５．４ 可知，系统（５）原点的第一个非零周期常数 Ｐ２ｋ 和系统（６）原点的第一个非零复

周期常数 τｋ 满足以下关系：
　 　 Ｐ２ｋ ＝ － πτｋ ． （８）

计算系统（６）原点的复周期常数 τｋ 的详细方法见文献［１７］．
假设复周期常数 τｉ 取决于 ｋ 个独立参数 ａ１，ａ２，…，ａｋ， 即 τｉ ＝ τｉ（λ） ＝ τｉ（ａ１，ａ２，…，ａｋ） ．由等式（８）以及

文献［１８］中定理 ２， 我们有下述用于证明系统奇点存在局部临界周期的充分性引理．
引理 ２［１８］ 　 对于系统（６）的原点，若存在 λ∗ ＝ （ａ１ｃ，ａ２ｃ，…，ａｋｃ）， 使得

　 　 τｉ（λ∗） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｋ， τｋ＋１（λ∗） ≠ ０， 　 ａｎｄ　 ｄｅｔ
∂（τ１，τ２，…，τｋ）
∂（ａ１，ａ２，…，ａｋ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

λ∗

≠ ０， （９）

则通过对 λ∗ 的小扰动，系统（６）恰好有 ｋ 个局部临界周期从原点分支出来．

２　 奇点量、连续周期波列和 ＳＡＩＰＷ

在这一节中，我们将主要探索反应扩散方程（４）稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ α的周期波列的性质，这一目标可通过

研究方程（４）对应的行波系统细焦点 （α，０） 的性质来实现．通过计算行波系统的伴随复系统的前几阶奇点

量，寻找系统奇点的中心条件以及最大 ＳＡＩＰＷ 个数．
Ｍａｎ～ ｏｓａ［７］受到文献［９］的启发，提出了下述假设．这一假设构建了类型（１）非线性波方程的稳态解和对

应行波系统的细焦点之间的桥梁，也是研究类型（１）非线性波方程行波解存在性的重要途径．
假设 １　 方程（１）中的扩散函数 Ｄ（ｕ） 和反应项 ｆ（ｕ，ｕｘ） 满足以下条件：
 ｆ（０，０） ＝ ｆ（１，０） ＝ ０，ｆ（α，０） ＝ ０， 对 ∀α ∈ （０，１）； 否则， ｆ（ｕ，０） ≠ ０．
 ｆ（ϕ，ｖ） ∈ Ｃω（ＲＲ ２），ｆϕ（０，０） ＜ ０，ｆϕ（α，０） ＞ ０ 且 ｆϕ（１，０） ＜ ０．

 Ｄ（ｕ） ∈ Ｃω（ＲＲ ）， 对 ∀ｕ ≥ ０， 有 Ｄ（ｕ） ＞ ０．
显然，在上述假设条件之下，点 ｐ０（０，０），ｐ１（１，０） 和 ｐα（α，０） 是系统（３）对应于方程（１）的稳态解的奇

点，此外没有其他奇点．
我们记 ＤＸ（ϕ∗，０） 为行波系统（３）在奇点 （ϕ∗，０） 的线性化系统的系数矩阵， λ ｓｐｅｃ（ＤＸ（ϕ∗，０）） 为矩

阵 ＤＸ（ϕ∗，０） 的特征值，它们的表达式如下：

　 　 ＤＸ（ϕ∗，０） ＝
０ Ｄ（ϕ∗）

－ ｆϕ（ϕ∗，０） － ｃ － ｆｖ（ϕ∗，０）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， λ ｓｐｅｃ（ＤＸ（ϕ∗，０）） ＝ γϕ∗

± Δϕ∗

２{ } ，

其中 γϕ∗
＝ － ｃ － ｆｖ（ϕ∗，０），Δϕ∗

＝ （ｃ ＋ ｆｖ（ϕ∗，０）） ２ － ４Ｄ（ϕ∗） ｆϕ（ϕ∗，０） ．将假设 １ 的条件和代入以上表

达式计算可知， ｐ０，ｐ１ 是系统（３）的双曲鞍点．若 Δα ≥０， 则 ｐα 是结点；若 Δα ＜ ０ 且 γ α ≠０， 则 ｐα 是焦点．以
上两种情况中， ｐα 的稳定性由 γ α 的符号决定． 若 γ α ＝ ０， 即当 ｃ ＝ － ｆｖ（α，０） 时，此时 Δα ＜ ０， 故

λ ｓｐｅｃ（ＤＸ（ｐα）） ∈ ｉＲＲ ； 在这种情况下， ｐα 是细焦点且从方程（１）的稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ α 可能分支出 ＳＡＩＰＷ［７］ ．
在下面的讨论中，除了特别说明之外，总是限制 Ｄ（ｕ） 为常数，即方程（１）包含常数扩散项的情况．考虑

如下含有五次反应项 ｆ（ｕ，ｕｘ） 的反应扩散方程：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ ｄ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ∑
５

ｉ ＋ｊ ＝ １
ｆｉｊｕｉｕ ｊ

ｘ， （１０）
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其中 ｄ ＞ ０， ｆｉｊ ∈ ＲＲ ．令 ｆ１０ ＜ ０， ｆ２０ ＝ － ｆ１０（α ＋ １） ／ α， ｆ３０ ＝ ｆ１０ ／ α， ｆ４０ ＝ ｆ５０ ＝ ０，α ∈ （０，１）， 显然，方程（１０）
满足假设 １ 的条件．方程（１０）可转换为形如系统（３）的行波系统：

　 　

ϕ ＝ ｄｖ，

ｖ ＝ － ｃｖ － ｆ１０ϕ － ｆ０１ｖ ＋
ｆ１０（α ＋ １）

α
ϕ２ － ｆ１１ϕｖ － ｆ０２ｖ２ －

ｆ１０
α

ϕ３ － ｆ２１ϕ２ｖ － ｆ１２ϕｖ２ － ｆ０３ｖ３ －

　 　 ｆ３１ϕ３ｖ － ｆ２２ϕ２ｖ２ － ｆ１３ϕｖ３ － ｆ０４ｖ４ － ｆ４１ϕ４ｖ － ｆ３２ϕ３ｖ２ － ｆ２３ϕ２ｖ３ － ｆ１４ϕｖ４ － ｆ０５ｖ５ ．
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ï
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（１１）

对于这个系统，我们计算得

　 　 ＤＸ（α，０） ＝
０ ｄ

ｆ１０（１ － α） － ｃ － ｆ０１ － ｆ１１α － ｆ２１α２ － ｆ３１α３ － ｆ４１α４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 λ ｓｐｅｃ（ＤＸ（α，０）） ＝ γ α ± Δα

２{ } ，

其中

　 　 γ α ＝ － ｃ － （ ｆ０１ ＋ ｆ１１α ＋ ｆ２１α２ ＋ ｆ３１α３ ＋ ｆ４１α４），

　 　 Δα ＝ ｃ２ ＋ ２ｃｆ０１ ＋ ｆ ２
０１ ＋ ４ｄｆ１０ － ４ｄｆ１０α ＋ ２ｃｆ１１α ＋ ２ｆ０１ ｆ１１α ＋ ｆ ２

１１α２ ＋ ２ｃｆ２１α２ ＋ ２ｆ０１ ｆ２１α２ ＋

　 　 　 　 ２ｆ１１ ｆ２１α３ ＋ ２ｃｆ３１α３ ＋ ２ｆ０１ ｆ３１α３ ＋ ｆ ２
２１α４ ＋ ２ｆ１１ ｆ３１α４ ＋ ２ｃｆ４１α４ ＋ ２ｆ０１ ｆ４１α４ ＋

　 　 　 　 ２ｆ２１ ｆ３１α５ ＋ ２ｆ１１ ｆ４１α５ ＋ ｆ ２
３１α６ ＋ ２ｆ２１ ｆ４１α６ ＋ ２ｆ３１ ｆ４１α７ ＋ ｆ ２

４１α８ ．

我们令 ｃ ＝ ｃ∗ ＝ － （ ｆ０１ ＋ ｆ１１α ＋ ｆ２１α２ ＋ ｆ３１α３ ＋ ｆ４１α４）， 得 γ α ＝ ０，Δα ＝ － ４ｄｆ１０（α － １） ＜ ０， 所以 λ ｓｐｅｃ（ＤＸ（α，
０）） ∈ ｉＲＲ ．由此可知， （α，０） 是细焦点且从稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ α 可能分支 ＳＡＩＰＷ ．

对于方程（４），对照上面有 α ＝ １ ／ ２， 下面我们讨论方程（４）在稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡１ ／ ２ 的 ＳＡＩＰＷ 分支．为了

讨论方便，我们将方程（４）对应的行波系统奇点 （１ ／ ２，０） 平移到坐标原点且进行尺度变换，即令 ｘ ＝ （ϕ －

１ ／ ２） ／ （ － ２ ｄ ），ｙ ＝ ｖ 且 ｄτ ／ ｄｓ ＝ ２ ／ ｄ ， 可得到方程（４）对应的平面微分系统：

　 　

ｄｘ
ｄｓ

＝ － ｙ，

ｄｙ
ｄｓ

＝ ｘ －
２ｆ０２ ＋ ｆ１２

ｄ
ｙ２ － １６ｄｘ３ ＋ ４ｆ１２ｘｙ２ －

２ｆ０３ ＋ ｆ１３
ｄ

ｙ３ ＋ ４ｆ１３ｘｙ３ －

　 　
２ｆ０４ ＋ ｆ１４

ｄ
ｙ４ ＋ ４ｆ１４ｘｙ４ －

２ｆ０５
ｄ

ｙ５ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
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ï
ï
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（１２）

对系统（１２）做变换 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙｉ，ｗ ＝ ｘ － ｙｉ，Ｔ ＝ ｓｉ，ｉ ＝ － １ ， 我们得到它的伴随复系统：

　 　

ｄｚ
ｄＴ

＝ ｚ ＋ ａ２０ｚ２ ＋ ａ１１ｚｗ ＋ ａ０２ｗ２ ＋ ａ３０ｚ３ ＋ ａ２１ｚ２ｗ ＋ ａ１２ｚｗ２ ＋ ａ０３ｗ３ ＋ ａ４０ｚ４ ＋ ａ３１ｚ３ｗ ＋

　 　 ａ２２ｚ２ｗ２ ＋ ａ１３ｚｗ３ ＋ ａ０４ｗ４ ＋ ａ５０ｚ５ ＋ ａ４１ｚ４ｗ ＋ ａ３２ｚ３ｗ２ ＋ ａ２３ｚ２ｗ３ ＋ ａ１４ｚｗ４ ＋ ａ０５ｗ５，

ｄｗ
ｄＴ

＝ － （ｗ ＋ ｂ２０ｗ２ ＋ ｂ１１ｗｚ ＋ ｂ０２ｚ２ ＋ ｂ３０ｗ３ ＋ ｂ２１ｗ２ｚ ＋ ｂ１２ｗｚ２ ＋ ｂ０３ｚ３ ＋ ｂ４０ｗ４ ＋ ｂ３１ｗ３ｚ ＋

　 　 ｂ２２ｗ２ｚ２ ＋ ｂ１３ｗｚ３ ＋ ｂ０４ｚ４ ＋ ｂ５０ｗ５ ＋ ｂ４１ｗ４ｚ ＋ ｂ３２ｗ３ｚ２ ＋ ｂ２３ｗ２ｚ３ ＋ ｂ１４ｗｚ４ ＋ ｂ０５ｚ５），
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（１３）

其中

　 　 ａ２０ ＝ ａ０２ ＝
２ｆ０２ ＋ ｆ１２

４ ｄ
， ａ１１ ＝ －

２ｆ０２ ＋ ｆ１２
２ ｄ

， ａ３０ ＝ ａ０３ ＝ － ２ｄ －
ｆ１２
２

－
２ｆ０３ ＋ ｆ１３

８ ｄ
ｉ，

　 　 ａ２１ ＝ ａ１２ ＝ － ６ｄ ＋
ｆ１２
２

＋
６ｆ０３ ＋ ３ｆ１３

８ ｄ
ｉ， ａ４０ ＝ ａ０４ ＝ －

２ｆ０４ ＋ ｆ１４
１６ ｄ

＋
ｆ１３
４

ｉ， ａ３１ ＝ ａ１３ ＝
２ｆ０４ ＋ ｆ１４

４ ｄ
－
ｆ１３
２

ｉ，
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　 　 ａ２２ ＝ －
６ｆ０４ ＋ ３ｆ１４

８ ｄ
， ａ５０ ＝ ａ０５ ＝

ｆ１４
８

＋
ｆ０５

１６ ｄ
ｉ， ａ４１ ＝ ａ１４ ＝ －

３ｆ１４
８

－
５ｆ０５
１６ ｄ

ｉ， ａ３２ ＝ ａ２３ ＝
ｆ１４
４

＋
５ｆ０５
８ ｄ

ｉ，

　 　 ａｉｊ ＝ ｂｉｊ，　 　 ｉ ≥ ０， ｊ ≥ ０， ｉ ＋ ｊ ＝ ２，３，４，５．
通过计算复系统（１３）原点的奇点量，再由实系统奇点的焦点量与伴随复系统奇点的奇点量之间的等价

关系，可以确定从实系统（１２）原点分支出的小振幅极限环个数，从而获得从方程（４）的稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ １ ／ ２
分支出的 ＳＡＩＰＷ 数目．

运用文献［１９］中定理 ２ 的递推公式进行仔细计算并分析计算结果，我们有以下定理．
定理 １　 复系统（１３）的前 ８ 个奇点量全部为零，当且仅当满足下列条件之一：
　 　 Ｋ１ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ０３ ＝ ｆ０５ ＝ ｆ１３ ＝ ０ } ；
　 　 Ｋ２ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ２ｆ０３ ＋ ｆ１３ ＝ ０， ｆ０５ ＝ ０， ２ｆ０４ ＋ ｆ１４ ＝ ０， ２ｆ０２ ＋ ｆ１２ ＝ ０ } ．
证明　 必要性．将系统（１３）的系数代入文献［１９］中定理 ２ 的递推公式进行计算，可得 μ １ ＝ ３（２ｆ０３ ＋

ｆ１３）ｉ ／ （４ ｄ ） ．令 ｆ０３ ＝ － ｆ１３ ／ ２， 得 μ １ ＝ ０ 且 μ ２ ＝ （５ｆ０５ － １２ｆ０２ ｆ１３ － ６ｆ１２ ｆ１３）ｉ ／ （４ ｄ ） ．再令 ｆ０５ ＝ ６ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ／ ５，

得 μ ２ ＝ ０ 且 μ ３ ＝ － ｆ１３（４１６ｄｆ０２ ＋ １４ｆ０４ ＋ ２０８ｄｆ１２ － １２０ｆ０２ ｆ１２ － ６０ｆ ２１２ ＋ ７ｆ１４）ｉ ／ （１６ ｄ ） ．取 ｆ０４ ＝ （ － ４１６ｄｆ０２ －

２０８ｄｆ１２ ＋ １２０ｆ０２ ｆ１２ ＋ ６０ｆ ２
１２ － ７ｆ１４） ／ １４， 得 μ ３ ＝ ０ 且

　 　 μ ４ ＝ －
ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）（８ ３８４ｄ２ ＋ １１ ７６０ｆ ２

０２ ＋ ９ ２００ｄｆ１２ ＋ １１ ７６０ｆ０２ ｆ１２ ＋ １ ０２０ｆ ２
１２ － ３４３ｆ１４）

２８０ ｄ
ｉ ．

再取 ｆ１４ ＝ ４（２ ０９６ｄ２ ＋ ２ ９４０ｆ ２
０２ ＋ ２ ３００ｄｆ１２ ＋ ２ ９４０ｆ０２ ｆ１２ ＋ ２５５ｆ ２

１２） ／ ３４３， 得 μ ４ ＝ ０ 且

　 　 μ ５ ＝ －
ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）Ｆ１

１０２ ９００ ｄ
ｉ， μ ６ ＝ －

３２ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）Ｆ２

５ ２９４ ２０５ ｄ
ｉ，

　 　 μ ７ ＝
ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）Ｆ３

６ ５７３ ５２９ ９７２ ４２８ ３５３ ２７８ ４９１ ５４３ ８５３ ０６５ｄ３ ／ ２ ｉ， μ ８ ＝
ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）Ｆ４

Ｆ０
ｉ，

这里

　 　 Ｆ０ ＝ ８９９ １８４ ８３８ ６８５ ６８３ ９６５ ０２９ ８９０ ８３９ ４７１ ６９０ ３２６ ６０４ ８７３ ６１８ ００６ ５４９

　 　 　 　 ６７４ ０５３ ２６５ ４７９ １２７ １１４ ３００ ３５９ ９２６ ５５５ ６２５ ４９０ ０７５ ３６７ ５７８ ２８０ｄ５ ／ ２，
　 　 Ｆ１ ＝ ６０ ８６８ ４８０ｄ３ ＋ ６１１ ５２０ｄｆ ２

０２ ＋ ３４ ６６０ １６０ｄ２ ｆ１２ ＋ ６１１ ５２０ｄｆ０２ ｆ１２ ＋ １６ ９３４ ４００ ｆ ２
０２ ｆ１２ －

　 　 　 　 １２ ０５９ ４００ｄｆ ２
１２ ＋ １６ ９３４ ４００ ｆ０２ ｆ ２

１２ ＋ ５ ４００ ０００ ｆ ３
１２ － ６４ ８２７ ｆ ２

１３，
　 　 Ｆ２ ＝ ２ ４８０ ２３６ １４４ｄ４ － ２８２ １５９ ４４４ｄ２ ｆ ２

０２ － １７１ １４３ ２８０ ｆ ４
０２ ＋ ５２９ ３１８ ９２８ｄ３ ｆ１２ －

　 　 　 　 ２８２ １５９ ４４４ｄ２ ｆ０２ ｆ１２ ＋ ８１０ ３６８ ８１１ｄｆ ２
０２ ｆ１２ － ３４２ ２８６ ５６０ ｆ ３

０２ ｆ１２ －

　 　 　 　 ７３１ ９２３ ２６６ｄ２ ｆ ２
１２ ＋ ８１０ ３６８ ８１１ｄｆ０２ ｆ ２

１２ － ３７１ ９７４ ６８０ ｆ ２
０２ ｆ ２

１２ ＋

　 　 　 　 ３５２ ３８６ ０８１ｄｆ ３
１２ － ２００ ８３１ ４００ ｆ０２ ｆ ３

１２ － ５１ ０５８ ７５５ ｆ ４
１２，

Ｆ３ 和 Ｆ４ 也为 ｄ， ｆ０２， ｆ１２ 的表达式，因其表达式较复杂，故在此省略．
若 ｆ１３ ＝ ０，则 ｆ０５ ＝ ｆ０３ ＝ ０ 且前 ８ 个奇点量全都为零．因此，我们得到条件 Ｋ１ ．
若 ２ｆ０２ ＋ ｆ１２ ＝ ０， 则 ｆ０４ ＝ － ｆ１４ ／ ２， ｆ０５ ＝ ０， ｆ０３ ＝ － ｆ１３ ／ ２ 且前 ８ 个奇点量全都为零．因此，我们得到条件 Ｋ２ ．

　 　 若 ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ≠ ０， 不失一般性，我们取 ｄ ＝ １， 得

　 　 Ｒｅｓ（Ｆ２，Ｆ３， ｆ０２） ＝ Ｍ１，
　 　 Ｒｅｓ（Ｆ２，Ｆ４， ｆ０２） ＝ Ｍ２，
　 　 Ｒｅｓ（Ｍ１，Ｍ２， ｆ１２） ＝ ５０ ０９６ ３９２ ３５６ ７８１ ８０３ ７９１ ８８６ ９３７ ６９２ ９１３ ９０３ ４３９ ８５２ １６１ ５５８ ３７５ ６３８…，

其中， Ｒｅｓ（Ｙ１，Ｙ２，ｘ） 是多项式 Ｙ１ 和 Ｙ２ 关于变量 ｘ 的结式， Ｍ１ 和 Ｍ２ 分别是 ｆ１２ 的 ２０ 次和 ２８ 次幂多项式．因
为 Ｒｅｓ（Ｍ１，Ｍ２， ｆ１２） ≠ ０， 所以 Ｍ１ ＝ Ｍ２ ＝ ０ 没有实根 ｆ１２ ．所以，当 ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ≠ ０ 且 ｄ ＞ ０ 时，存在 μ １ ＝

６２２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



μ ２ ＝ μ ３ ＝ μ ４ ＝ μ ５ ＝ μ ６ ＝ μ ７ ＝ ０，μ ８ ≠ ０．因此，系统（１３）的细奇点的最高阶数为 ８．
充分性．由必要性的证明过程容易看到，如果 λ ∈ Ｋ１ ∪ Ｋ２， 那么

　 　 μ １ ＝ μ ２ ＝ μ ３ ＝ μ ４ ＝ μ ５ ＝ μ ６ ＝ μ ７ ＝ μ ８ ＝ ０．
由实系统（１２）原点的焦点量与伴随复系统（１３）原点的奇点量之间的等价关系，我们有以下定理．
定理 ２　 实平面解析系统（１２）的原点为中心点（系统（１３）的原点为复中心点），或等价地说，非线性反

应扩散方程（４）有连续的周期波列以恒定波速 ｃ ＝ ｃ∗ 围绕稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ １ ／ ２， 当且仅当 λ ∈ Ｋ１ ∪ Ｋ２ ．
证明　 当条件 Ｋ１ 满足时，系统（１２）可以写为

　 　

ｄｘ
ｄｓ

＝ － ｙ，

ｄｙ
ｄｓ

＝ ｘ －
２ｆ０２ ＋ ｆ１２

ｄ
ｙ２ － １６ｄｘ３ ＋ ４ｆ１２ｘｙ２ －

２ｆ０４ ＋ ｆ１４
ｄ

ｙ４ ＋ ４ｆ１４ｘｙ４，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

显然，系统（１４）是关于 ｘ 轴对称的．因此，若条件 Ｋ１ 满足，则系统（１２）的原点是一个中心点．
当条件 Ｋ２ 满足时，系统（１２）变为

　 　

ｄｘ
ｄｓ

＝ － ｙ，

ｄｙ
ｄｓ

＝ ｘ － １６ｄｘ３ ＋ ４ｆ１２ｘｙ２ ＋ ４ｆ１３ｘｙ３ ＋ ４ｆ１４ｘｙ４ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１５）

显然，系统（１５）是关于 ｙ 轴对称的．因此，若条件 Ｋ２ 满足，则系统（１２）的原点是一个中心点．
由定理 １ 的证明过程，我们可得到以下结果．
定理 ３　 系统（１３）的原点是一个 ８ 阶细奇点（系统（１２）的原点是一个 ８ 阶细焦点），当且仅当

　 　

ｆ０３ ＝ －
ｆ１３
２
， ｆ０５ ＝ ６

５
ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２），

ｆ０４ ＝ １
１４

（ － ４１６ｄｆ０２ － ２０８ｄｆ１２ ＋ １２０ｆ０２ ｆ１２ ＋ ６０ｆ ２
１２ － ７ｆ１４），

ｆ１４ ＝ ４
３４３

（２ ０９６ｄ２ ＋ ２ ９４０ｆ ２
０２ ＋ ２ ３００ｄｆ１２ ＋ ２ ９４０ｆ０２ ｆ１２ ＋ ２５５ｆ ２

１２），

ｆ１３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ≠ ０， Ｆ１ ＝ Ｆ２ ＝ Ｆ３ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１６）

接下来，不失一般性，我们假设 ｄ ＝ １．通过解方程 Ｆ１ ＝ Ｆ２ ＝ Ｆ３ ＝ ０， 可得到它的 ８ 个实数解，其中一个解

可表示为

　 　

ｆ０２ ＝ １．１８３ １９２ ８７５ ２２４ ３８９ １７１ ８２２ ９５３ ０１６ ７４５ １９０ ５０２ ７４２

　 　 ７４１ ６９５ ５５２ ３１２ ５０３ ３１７ ９３１ ７９８ ３３４ ９…，
ｆ１２ ＝ ３．０９８ ６２６ ４０７ ６１９ ０３２ ７８２ ２５１ ９８５ ４９５ ４７０ ０５５ ４２７ ４３４

　 　 ９０２ １０４ ３３６ ４８３ ５５９ ２０９ ４５５ ９１５ ６７０ １…，
ｆ１３ ＝ － ８６．２３４ ２９８ ５９６ ２５６ ２１２ ８９６ ９１１ ２４２ ２５５ ５８４ ８０６ ２４１

　 　 ９３９ ４６０ ２０５ ８５２ ２２９ ５４７ ９８１ ５７３ ７１３ ９８… ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１７）

经过仔细地计算，我们得到下面的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式：

　 　 ｄｅｔ
∂（μ １，μ ２，μ ３，μ ４，μ ５，μ ６，μ ７）

∂（ ｆ０２， ｆ１２， ｆ０３， ｆ１３， ｆ０４， ｆ１４， ｆ０５）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（１６，１７），ｄ ＝ １

≈－ １．２１４ ３７１ ６４２ ４６０ ９１ × １０２５ ｉ ≠ ０．

根据文献［１４］中定理 ２ 以及焦点量和奇点量的等价关系［１５］，通过对参数 λ ＝ （ｄ， ｆ０１，…， ｆ１４， ｆ０５） 的临

界值进行适当的扰动，使得从系统（１２）的原点恰好能分支出 ８ 个小振幅极限环．由文献［７］，我们得到本节

的主要结果．
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定理 ４　 若非线性反应扩散方程（４）满足条件 ｆ１０ ＜ ０， ｆ２０ ＝ － ｆ１０（α ＋ １） ／ α， ｆ３０ ＝ ｆ１０ ／ α， 则从方程（４）的
稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ １ ／ ２ 最多能分支出 ８ 个 ＳＡＩＰＷ ．另外，存在参数值 λ∗， 使得从非线性反应扩散方程（４）的
稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ １ ／ ２ 恰好能分支出 ８ 个 ＳＡＩＰＷ ．

３　 细中心和局部临界周期分支

由文献［２０］，我们得到非线性方程（１）的连续周期波列 ϕ 的波长等价于系统（３）原点 Ｏ 的周期函数

Ｐ（ｈ，λ） ．如果系统（３）原点 Ｏ 存在 ｍ 个临界周期分支，则方程（１）的连续周期波列的波长的单调性发生 ｍ

次变化，我们也称方程（１）具有 ｍ 个临界周期波长．通过变换 ｄξ ／ ｄτ ＝ Ｄ（ϕ） ＝ ｄ ＞ ０，ｄτ ／ ｄｓ ＝ ｂ ＝ ２ ／ ｄ ＞ ０，
所以系统（４）在 ｕ（ｘ，ｔ） ≡１ ／ ２ 附近的周期波列波长的单调性与系统（１２）原点附近的周期轨的周期函数的单

调性一致．由本文中的定理 ２ 我们知道，如果 λ ∈Ｋ１ ∪Ｋ２，那么系统（１２）的原点为中心点．在此基础上，我们

将继续讨论系统（１２）的细中心和局部临界周期分支问题，分别考虑下述两种情形．
情形 Ｋ１ 　 ｆ０３ ＝ ｆ０５ ＝ ｆ１３ ＝ ０．
我们将定理 １ 的条件 Ｋ１ 代入文献［１７］中的定理 ３．１ 的递推公式进行仔细地计算．若 ｆ１２ ＝ ０， 我们有 τ １ ＝

（ － ３６ｄ２ － ４ｆ２０２） ／ （３ｄ），此时 τ １ ≠０，则系统（１３）的原点是粗中心．若 ｆ１２ ≠０，我们得到系统（１３）原点的前两

个复周期常数：

　 　 τ １ ＝
Ｈ１

３ｄ
， τ ２ ＝

Ｈ２

２１６ｄ２，

其中

　 　 Ｈ１ ＝ － ３６ｄ２ － ４ｆ ２
０２ ＋ ３ｄｆ１２ － ４ｆ０２ ｆ１２ － ｆ ２

１２，
　 　 Ｈ２ ＝ ８３２ｆ ４

０２ － ５７６ｄｆ０２ ｆ０４ ＋ ７２０ｄｆ ２
０２ ｆ１２ ＋ １ ６６４ｆ ３

０２ ｆ１２ － ２８８ｄｆ０４ ｆ１２ ＋ ７２０ｄｆ０２ ｆ ２
１２ ＋ １ ２６４ｆ ２

０２ ｆ ２
１２ ＋

　 　 　 　 １６８ｄｆ ３
１２ ＋ ４３２ｆ０２ ｆ ３

１２ ＋ ５６ｆ ４
１２ － ２８８ｄｆ０２ ｆ１４ － １２ｆ ２

０２ ｆ１４ － １３５ｄｆ１２ ｆ１４ － １２ｆ０２ ｆ１２ ｆ１４ － ３ｆ ２
１２ ｆ１４ ．

若 ｆ０２ ＝ － ｆ１２ ／ ２，我们有 τ １ ＝ ｆ１２ － １２ｄ，令 ｆ１２ ＝ １２ｄ，得 τ １ ＝ ０ 且 τ ２ ＝ （ ｆ１４ － １９２ｄ２） ／ ２．取 ｆ１４ ＝ １９２ｄ２，得 τ ２

＝ ０ 且 τ ３ ＝ － （６９ ３１２ｄ４ ＋ １ ３４４ｄ２ ｆ０４ ＋ ７ｆ２０４） ／ （５ｄ），不失一般性，我们假设 ｄ ＝ １，容易发现 τ ３ ＝ － （７ｆ２０４ ＋ １
３４４ｆ０４ ＋ ６９ ３１２） ／ ５ ＝ ０ 没有实数解， 故对 ｄ ＞ ０， 有 τ １ ＝ τ ２ ＝ ０， τ ３ ≠０．因此， 系统（１３）的原点是至多 ２ 阶

的细中心．若 ｆ０２ ≠－ ｆ１２ ／ ２， 令

　 　 ｆ０４ ＝ （８３２ｆ ４
０２ ＋ ７２０ｄｆ ２

０２ ｆ１２ ＋ １ ６６４ｆ ３
０２ ｆ１２ ＋ ７２０ｄｆ０２ ｆ ２

１２ ＋ １ ２６４ｆ ２
０２ ｆ ２

１２ ＋ １６８ｄｆ ３
１２ ＋ ４３２ｆ０２ ｆ ３

１２ ＋

　 　 　 　 ５６ｆ ４
１２ － ２８８ｄｆ０２ ｆ１４ － １２ｆ ２

０２ ｆ１４ － １３５ｄｆ１２ ｆ１４ － １２ｆ０２ ｆ１２ ｆ１４ － ３ｆ ２
１２ ｆ１４） ／ （２８８ｄ（２ｆ０２ ＋ ｆ１２））， （１８）

得 τ ２ ＝ ０．如果 ｆ１４ ＝ ０， 我们有

　 　 τ ３ ＝
Ｈ３

３８ ８８０ｄ３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ２，

这里

　 　 Ｈ３ ＝ － ２ ７０３ ２３２ｆ ８
０２ ＋ ２ ４１９ ７７６ｄｆ ６

０２ ｆ１２ － １０ ８１２ ９２８ｆ ２
０２ ｆ１２ ＋ ７ ２５９ ３２８ｄｆ ５

０２ ｆ ２
１２ －

　 　 　 　 １８ ７８４ ９６８ｆ ６
０２ ｆ ２

１２ ＋ ８ ９７５ ０４６ｄｆ ４
０２ ｆ ３

１２ － １８ ５０９ ６５６ｆ ５
０２ ｆ ３

１２ ＋ ５ ８５１ ２１２ｄｆ ３
０２ ｆ ４

１２ －

　 　 　 　 １１ ３１０ ２５４ｆ ４
０２ ｆ ４

１２ ＋ ２ １１９ ８６３ｄｆ ２
０２ ｆ ５

１２ － ４ ３８６ １６４ｆ ３
０２ ｆ ５

１２ ＋ ４０４ １４５ｄｆ０２ ｆ ６
１２ －

　 　 　 　 １ ０５３ ３３７ｆ ２
０２ ｆ ６

１２ ＋ ３１ ６０５ｄｆ ７
１２ － １４３ ０４３ｆ０２ ｆ ７

１２ － ８ ３９５ｆ ８
１２ ．

不失一般性，假设 ｄ ＝ １， 我们有

　 　 Ｇ１ ＝ Ｒｅｓ（Ｈ１，Ｈ３， ｆ０２） ＝
　 　 　 　 ２０ ６１５ １５６ ９６１ １６４ ６６６ ０１８ ４６３ ７４４ － ９ ６４２ ６６２ ６３４ ６５９ ３８８ ５０４ １４５ ９２０ ｆ１２ ＋

　 　 　 　 ２ ０５３ ６００ ３０５ ２７２ ２５０ ９３０ ５６１ ０２４ ｆ ２
１２ － ２６６ ２３７ ０８０ ２４５ ８７０ ８４１ ０３６ ８００ ｆ ３

１２ ＋

　 　 　 　 ２３ ３４６ ２１２ ７１７ １８９ ３８１ ７５０ ７８４ ｆ ４
１２ － １ ４２６ ９１５ ９０８ ８８９ ５４５ ２７７ ４４０ ｆ ５

１２ ＋
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　 　 　 　 ５９ ８２２ ０３２ ０７５ ４４６ ２８８ ３８４ ｆ ６
１２ － １ ６０４ ０９８ ９３３ ９０５ １６２ ２４０ ｆ ７

１２ ＋

　 　 　 　 ２１ ５０４ ７５３ ６７８ ６８０ ０６４ ｆ ８
１２ ．

经过计算，我们发现 Ｇ１ ＝ ０ 没有实数解．因此，没有实数解满足方程 Ｈ１ ＝ Ｈ３ ＝ ０．故对 ｄ ＞ ０， 有 τ １ ＝ τ ２ ＝ ０，
τ ３ ≠ ０， 所以，系统（１３）的原点是至多 ２ 阶的细中心．若 ｆ１４ ≠ ０， 我们有

　 　 τ ３ ＝
Ｈ４

４ ９７６ ６４０ｄ３（２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ２，

这里

　 　 Ｈ４ ＝ － ３４６ ０１３ ６９６ ｆ ８
０２ ＋ ３０９ ７３１ ３２８ｄｆ ６

０２ ｆ１２ － １ ３８４ ０５４ ７８４ ｆ ７
０２ ｆ１２ ＋ ９２９ １９３ ９８４ｄｆ ５

０２ ｆ ２
１２ －

　 　 　 　 ５６７ｆ ４
１２ ｆ ２

１４ － ２ ４０４ ４７５ ９０４ ｆ ６
０２ ｆ ２

１２ ＋ １ １４８ ８０５ ８８８ｄｆ ４
０２ ｆ ３

１２ － ２ ３６９ ２３５ ９６８ ｆ ５
０２ ｆ ３

１２ ＋

　 　 　 　 ７４８ ９５５ １３６ｄｆ ３
０２ ｆ ４

１２ － １ ４４７ ７１２ ５１２ ｆ ４
０２ ｆ ４

１２ ＋ ２７１ ３４２ ４６４ｄｆ ２
０２ ｆ ５

１２ － ５６１ ４２８ ９９２ ｆ ３
０２ ｆ ５

１２ ＋

　 　 　 　 ５１ ７３０ ５６０ｄｆ０２ ｆ ６
１２ － １３４ ８２７ １３６ ｆ ２

０２ ｆ ６
１２ ＋ ４ ０４５ ４４０ｄｆ ７

１２ － １８ ３０９ ５０４ ｆ０２ ｆ ７
１２ － １ ０７４ ５６０ ｆ ８

１２ －

　 　 　 　 １６ ９６９ ７２８ ｆ ６
０２ ｆ１４ ＋ １３ ２５２ ６０８ｄｆ ４

０２ ｆ１２ ｆ１４ － ５０ ９０９ １８４ ｆ ５
０２ ｆ１２ ｆ１４ ＋ ２６ ５０５ ２１６ｄｆ ３

０２ ｆ ２
１２ ｆ１４ －

　 　 　 　 ６３ ５６０ ４４８ ｆ ４
０２ ｆ ２

１２ ｆ１４ ＋ １９ ７９７ ６９６ｄｆ ２
０２ ｆ ３

１２ ｆ１４ － ４２ ２７２ ２５６ ｆ ３
０２ ｆ ３

１２ ｆ１４ ＋ ６ ５４５ ０８８ｄｆ０２ ｆ ４
１２ ｆ１４ －

　 　 　 　 １５ ７９７ ０８８ ｆ ２
０２ ｆ ４

１２ ｆ１４ ＋ ８０９ ４９６ｄｆ ５
１２ ｆ１４ － ３ １４５ ８２４ ｆ０２ ｆ ５

１２ ｆ１４ － ２６０ ９０４ ｆ ６
１２ ｆ１４ －

　 　 　 　 １２ ０９６ ｆ ４
０２ ｆ ２

１４ ＋ １８ １４４ｄｆ ２
０２ ｆ１２ ｆ ２

１４ － ２４ １９２ ｆ ３
０２ ｆ１２ ｆ ２

１４ ＋ １８ １４４ｄｆ０２ ｆ ２
１２ ｆ ２

１４ －

　 　 　 　 １７ ３８８ ｆ ２
０２ ｆ ２

１２ ｆ ２
１４ ＋ ３ ９６９ｄｆ ３

１２ ｆ ２
１４ － ５ ２９２ ｆ０２ ｆ ３

１２ ｆ ２
１４ ．

不失一般性，假设 ｄ ＝ １， ｆ１４ ＝ １， 我们有

　 　 Ｇ２ ＝ Ｒｅｓ（Ｈ１，Ｈ４， ｆ０２） ＝
　 　 　 　 ３３４ ０８７ ９６７ ７７９ ６１９ ５７５ ７２９ ３８３ ０１４ ４００ － １５６ ５２６ ９６７ ５４３ ０３１ １９７ ８６８ ６４８ ０３８ ４００ ｆ１２ ＋

　 　 　 　 ３３ ３９８ １１４ １９８ １２２ ７０６ ２４５ ７７９ ４５６ ０００ ｆ ２
１２ － ４ ３３８ ２０８ ４０３ ２５６ ３０２ ３９８ ４９８ ４０６ ４００ ｆ ３

１２ ＋

　 　 　 　 ３８１ ０９４ ２５４ ３１２ ７１１ ６７０ ６６３ ７４１ ４４０ ｆ ４
１２ － ２３ ３２８ ７２５ ３２８ ２７８ ９５４ ３５８ ８６５ ９２０ ｆ ５

１２ ＋

　 　 　 　 ９７９ ３０７ ５０８ ２１９ ９５７ ８１２ ９２０ ３２０ ｆ ６
１２ － ２６ ２８１ ５５６ ９３３ １０２ １７８ １４０ １６０ ｆ ７

１２ ＋

　 　 　 　 ３５２ ３３３ ８８４ ２７１ ４９４ １６８ ５７６ ｆ ８
１２ ．

经过计算，我们发现 Ｇ２ ＝ ０ 没有实数解．因此，没有实数解满足方程 Ｈ１ ＝ Ｈ４ ＝ ０．故对 ｄ ＞ ０， 有 τ １ ＝ τ ２ ＝ ０，
τ ３ ≠ ０， 所以，系统（１３）的原点是至多 ２ 阶的细中心．

由以上讨论过程，我们得到以下结果．
定理 ５　 若 λ∗∈ Ｋ１， 则系统（１３）的原点是一个阶数最大为 ２ 的细中心．此外，系统（１３）原点是 ｍ（ｍ ＝

０，１，２） 阶细中心，当且仅当 λ∗∈ Ｋｍ
１ ， 其中

　 　 Ｋ０
１ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ０３ ＝ ｆ０５ ＝ ｆ１３ ＝ ０，Ｈ１ ≠ ０ } ，

　 　 Ｋ１
１ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ０３ ＝ ｆ０５ ＝ ｆ１３ ＝ ０，Ｈ１ ＝ ０，Ｈ２ ≠ ０ } ，

　 　 Ｋ２
１ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ０３ ＝ ｆ０５ ＝ ｆ１３ ＝ ０，Ｈ１ ＝ ０，Ｈ２ ＝ ０ } ．

由上述定理，我们有以下结论．
定理 ６　 对于参数 λ∗， 若 λ∗∈ Ｋ０

１， 系统（１３）没有局部临界周期从原点分支出来；若 λ∗∈ Ｋｍ
１（ｍ ＝ １，

２），系统（１３）至多有 ｍ个局部临界周期从原点分支出来．此外，对任意正整数 ｎ（０≤ ｎ≤ｍ），系统（１３）恰好

有 ｎ 个局部临界周期从原点分支出来．
证明　 我们只证明 ｍ ＝ ２ 的情形，其余情形证明方法类似．当 ｆ０２ ＝ － ｆ１２ ／ ２ 时，由式（８）可得

　 　 Ｐ２ ＝ （１２ｄ － ｆ１２）π，Ｐ４ ＝ （１９２ｄ２ － ｆ１４）π ／ ２， Ｐ６ ＝ （６９ ３１２ｄ４ ＋ １ ３４４ｄ２ ｆ０４ ＋ ７ｆ ２
０４）π ／ （５ｄ） ．

我们只需证明 Ｐ２，Ｐ４ 在 λ∗∈ Ｋ２
１ 关于 Ｐ６ 是无关的．取

　 　 λ∗ ＝ （ｄ， ｆ０１， ｆ０２， ｆ１２， ｆ０３， ｆ１３， ｆ０４， ｆ１４， ｆ０５） ＝

　 　 　 　 （ｄ， ｆ０１， － ６ｄ，１２ｄ，０，０， ｆ０４，１９２ｄ２，０） ∈ Ｋ２
１ ⊂ Ｖ（Ｐ２，Ｐ４），
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对 λ∗ 的任一邻域 Ｕ， 存在 λ １ ＝ （ｄ， ｆ０１， － ６ｄ，１２ｄ，０，０， ｆ０４，１９２ｄ２ ＋ ε １，０） ∈ Ｕ⊂ Ｖ（Ｐ２）， 这里 ε １ ＞ ０ 充分

小，使得 Ｐ４（λ １）Ｐ６（λ １） ＝ － （７ｆ２０４ ＋ １ ３４４ｄ２ ｆ０４ ＋ ６９ ３１２ｄ４）π ２ε １ ／ （１０ｄ） ＜ ０．再取

　 　 λ ２ ＝ （ｄ， ｆ０１， － ６ｄ，１２ｄ，０，０， ｆ０４，１９２ｄ２ － ε ２，０） ∈ Ｖ（Ｐ２），　 　 Ｐ４（λ ２） ≠ ０，
其中 ε ２ ＞ ０， 对 λ ２ 的任一邻域 Ｕ′， 存在 λ ３ ＝ （ｄ， ｆ０１， － ６ｄ － δ，１２ｄ ＋ ２δ，０，０， ｆ０４，１９２ｄ２ － ε ２，０） ∈ Ｕ′， 这

里 δ ＞ ０ 充分小，使得 Ｐ２（λ ３）Ｐ４（λ ２） ＝ － π ２δε ２ ＜ ０．所以满足定义 ２ 的条件，故 Ｐ２，Ｐ４ 在 λ∗∈ Ｋ２
１ 关于 Ｐ６ 是

无关的．由引理 １ 可知，恰好有 ２ 个局部临界周期从系统（１３）的原点分支出来．当 ｆ０２ ≠－ ｆ１２ ／ ２， ｆ１４ ＝ ０ 时，计
算得

　 　 ｄｅｔ
∂（τ １，τ ２）
∂（ ｆ０２， ｆ１２）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（１８）， ｄ ＝ １， ｆ１４ ＝ ０

＝ Ｈ５， （１９）

这里

　 　 Ｈ５ ＝ － ４（８２８ｆ ４
０２ ＋ １３５ｆ ２

０２ ｆ１２ ＋ １ ６５６ｆ ３
０２ ｆ１２ ＋ １６ｆ ４

０２ ｆ１２ ＋ １３５ｆ０２ ｆ ２
１２ ＋ １ ２２７ｆ ２

０２ ｆ ２
１２ ＋ ３２ｆ ３

０２ ｆ ２
１２ ＋

　 　 　 　 ３６ｆ ３
１２ ＋ ３９９ｆ０２ ｆ ３

１２ ＋ ２４ｆ ２
０２ ｆ ３

１２ ＋ ４８ｆ ４
１２ ＋ ８ｆ０２ ｆ ４

１２ ＋ ｆ ５
１２） ／ （８１（２ｆ０２ ＋ ｆ１２）） ．

进一步计算得

　 　 Ｇ３ ＝ Ｒｅｓ（Ｈ１，Ｈ５， ｆ１２） ＝

　 　 　 　 ３２（１６６ ４６４ ＋ １１３ ２２０ ｆ０２ ＋ ２８ ８３１ ｆ ２
０２ ＋ ３ ２８８ ｆ ３

０２ ＋ １４４ｆ ４
０２） ／ （１８ ＋ ３ｆ０２） ．

易知 Ｇ３ ＝ ０ 没有实数解，故式（１９）不等于零．由引理 ２ 可知，通过对 λ∗ 的小扰动，使得恰好有 ２ 个局部临界

周期从系统（１３）的原点分支出来．当 （２ｆ０２ ＋ ｆ１２） ｆ１４ ≠ ０ 时，不失一般性，取 ｆ１４ ＝ １， 则

　 　 ｄｅｔ
∂（τ １，τ ２）
∂（ ｆ０２， ｆ１２）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（１８）， ｄ ＝ １， ｆ１４ ＝ １

＝ Ｈ６， （２０）

这里

　 　 Ｈ６ ＝ － （３６ｆ ２
０２ ＋ １３ ２４８ ｆ ４

０２ － ２７ｆ１２ ＋ ３６ｆ０２ ｆ１２ ＋ ２ １６０ ｆ ２
０２ ｆ１２ ＋ ２６ ４９６ ｆ ３

０２ ｆ１２ ＋ ２５６ｆ ４
０２ ｆ１２ ＋

　 　 　 　 ９ｆ ２
１２ ＋ ２ １６０ ｆ０２ ｆ ２

１２ ＋ １９ ６３２ ｆ ２
０２ ｆ ２

１２ ＋ ５１２ｆ ３
０２ ｆ ２

１２ ＋ ５７６ｆ ３
１２ ＋ ６ ３８４ ｆ０２ ｆ ３

１２ ＋

　 　 　 　 ３８４ｆ ２
０２ ｆ ３

１２ ＋ ７６８ｆ ４
１２ ＋ １２８ｆ０２ ｆ ４

１２ ＋ １６ｆ ５
１２） ／ （６４８ｆ０２ ＋ ３２４ｆ１２） ．

进一步得 Ｇ４ ＝ Ｒｅｓ（Ｈ１，Ｈ６， ｆ１２） ＝ （１０ ６５０ ２２９ ＋ ７ ２４４ ４６４ ｆ０２ ＋ １ ８４４ ９９２ ｆ ２
０２ ＋ ２１０ ４３２ ｆ ３

０２ ＋ ９ ２１６ ｆ ４
０２） ／ （３６

＋ ６ｆ０２） ．我们发现 Ｇ４ ＝ ０没有实数解，所以式（２０）不等于零．由引理 ２ 可知，通过对 λ∗ 的小扰动，使得恰好有

２ 个局部临界周期从系统（１３）的原点分支出来．
定理 ７　 在方程（４）的稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡１ ／ ２ 邻域，若 λ∗∈ Ｋ０

１， 则没有临界周期波长，即连续周期波列的

波长函数是单调的；若 λ∗∈Ｋｍ
１（ｍ ＝ １，２），则至多有 ｍ个临界周期波长．此外，对任意正整数 ｎ（０≤ ｎ≤ｍ），

恰好有 ｎ 个临界周期波长．
情形 Ｋ２ 　 ２ｆ０３ ＋ ｆ１３ ＝ ０， ｆ０５ ＝ ０， ２ｆ０４ ＋ ｆ１４ ＝ ０， ２ｆ０２ ＋ ｆ１２ ＝ ０．
我们将定理 １ 的条件 Ｋ２ 代入文献［１７］中定理 ３．１ 的递推公式计算，得到 τ １ ＝ ｆ１２ － １２ｄ ．令 ｆ１２ ＝ １２ｄ， 得

τ １ ＝ ０ 且 τ ２ ＝ （ ｆ１４ － １９２ｄ２） ／ ２．取 ｆ１４ ＝ １９２ｄ２，得 τ ２ ＝ ０ 且 τ ３ ＝ － ３（８０ｄ３ ／ ２ － ｆ１３）（８０ｄ３ ／ ２ ＋ ｆ１３） ／ ２０．若 ｆ１３ ＝ ８０ｄ３ ／ ２，
则 τ ３ ＝ ０ 且 τ ４ ＝ － １８ ４３２ｄ４； 若 ｆ１３ ＝ － ８０ｄ３ ／ ２， 则 τ ３ ＝ ０ 且 τ ４ ＝ １１ ００８ｄ４； 由于 ｄ ＞ ０， 所以 τ ４ 都不为零．因
此，系统（１３）的原点是至多 ３ 阶的细中心．

定理 ８　 若 λ∗∈ Ｋ２， 则系统（１３）的原点是一个阶数最大为 ３ 的细中心．此外，系统（１３）原点是 ｍ（ｍ ＝

０，１，２，３） 阶细中心，当且仅当 λ ∈ Ｋｍ
２ ， 其中

　 　 Ｋ０
２ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ２ｆ０３ ＋ ｆ１３ ＝ ０， ｆ０５ ＝ ０， ２ｆ０４ ＋ ｆ１４ ＝ ０， ｆ１２ ＝ － ２ｆ０２ ≠ １２ｄ } ，

　 　 Ｋ１
２ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ２ｆ０３ ＋ ｆ１３ ＝ ０， ｆ０５ ＝ ０， ｆ１４ ＝ － ２ｆ０４ ≠ １９２ｄ２， ｆ１２ ＝ － ２ｆ０２ ＝ １２ｄ } ，

　 　 Ｋ２
２ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ１３ ＝ － ２ｆ０３， ｆ ２

１３ ≠ ６ ４００ｄ３， ｆ０５ ＝ ０， ｆ１４ ＝ － ２ｆ０４ ＝ １９２ｄ２， ｆ１２ ＝ － ２ｆ０２ ＝ １２ｄ } ，
　 　 Ｋ３

２ ＝ { λ ∈ ＲＲ ９： ｆ１３ ＝ － ２ｆ０３， ｆ ２
１３ ＝ ６ ４００ｄ３， ｆ０５ ＝ ０， ｆ１４ ＝ － ２ｆ０４ ＝ １９２ｄ２， ｆ１２ ＝ － ２ｆ０２ ＝ １２ｄ } ．

０３２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



由定理 ８，我们有以下结果．
定理 ９　 对于参数 λ∗， 若 λ∗∈ Ｋ０

２， 则没有局部临界周期从系统（１３）的原点分支出来；若 λ∗∈ Ｋｍ
２（ｍ ＝

１，２，３），则至多有 ｍ个局部临界周期从系统（１３）的原点分支出来；此外，对任意正整数 ｎ（０≤ ｎ≤ｍ），恰好

有 ｎ 个局部临界周期从系统（１３）的原点分支出来．
证明　 我们只证明 ｍ ＝ ３ 的情形，其余情形证明方法类似．令
　 　 λ∗ ＝ （ｄ， ｆ０１， ｆ０２， ｆ１２， ｆ０３， ｆ１３， ｆ０４， ｆ１４， ｆ０５） ＝

　 　 　 　 （ｄ， ｆ０１， － ６ｄ，１２ｄ， － ４０ｄ３ ／ ２，８０ｄ３ ／ ２， － ９６ｄ２，１９２ｄ２，０） ∈ Ｋ３
２，

对任意 ｄ ＞ ０， 我们得到

　 　 ｄｅｔ
∂（τ １，τ ２，τ ３）
∂（ ｆ１２， ｆ１３， ｆ１４）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

λ∗

＝ － １２ｄ３ ／ ２ ≠ ０．

由引理 ２ 可知，通过对 λ∗ 的小扰动，使得恰好有 ３ 个局部临界周期从系统（１３）原点分支出来．
定理 １０　 在方程（４）的稳态解 ｕ（ｘ，ｔ） ≡ １ ／ ２ 邻域，若 λ∗∈ Ｋ０

２， 则没有临界周期波长，即连续周期波列

的波长函数是单调的；若 λ∗∈Ｋｍ
２（ｍ ＝ １，２，３），则至多有 ｍ个临界周期波长．此外，对任意正整数 ｎ（０≤ ｎ≤

ｍ）， 恰好有 ｎ 个临界周期波长．

４　 结论和展望

本文对一类含有五次非线性反应项和常数扩散项的反应扩散方程（４）的 ＳＡＩＰＷ 和局部临界周期波长

分支问题进行了研究．通过研究其行波系统（２）原点的中心条件和小振幅极限环个数，得到了反应扩散方程

（４）具有连续的周期波列的条件，以及得到了该方程存在 ８ 个 ＳＡＩＰＷ ．此外，本文还进一步得到了在周期波

列条件下，反应扩散方程（４）最多具有 ３ 个临界周期波长，即连续周期波列的波长函数的单调性最多发生 ３
次变化．对于反应扩散方程（１）是否存在等周期的周期波列，这是我们将需要考虑的一个问题； 另外， 对于

一般的含有五次非线性反应项和常数扩散项的反应扩散方程， 其最多有多少个 ＳＡＩＰＷ， 也是值得进一步研

究的．
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ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｄｅｓ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ Ｍａｔｈéｍａｔｉｑｕｅｓ， ２００３， １２７（２）： １３３⁃１４８．

［１８］　 ＹＵ Ｐ， ＨＡＮ Ｍ Ａ． Ｔｗｅｌｖｅ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅｓ ｉｎ ａ ｃｕｂｉｃ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ １６ｔｈ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２００５， １５（７）： ２１９１⁃２２０５．

［１９］　 ＣＨＥＮ Ｈ Ｂ， ＬＩＵ Ｙ Ｒ． Ｌｉｎｅａｒ ｒｅｃｕｒｓｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｓ ｏｆ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００４， １４８（１）： １６３⁃１７１．

［２０］　 ＧＥＹＥＲ Ａ， ＶＩＬＬＡＤＥＬＰＲＡＴ Ｊ． Ｏｎ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ２５９（６）： ２３１７⁃２３３２．

２３２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


