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摘要：　 该文研究了一类具有反应扩散项的变时滞复数域神经网络的指数稳定性．首先在假设复数域激活函数可分

解的情况下，将该系统分解为相应的实部系统和虚部系统．利用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 Ｍ 矩阵理论，得到了确保该

系统平衡状态指数稳定性的充分条件．该条件不含有任何自由变量，相对现有结论具有较低的保守性．最后通过一

个数值仿真算例验证了所得结论的正确性．
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引　 　 言

复数域神经网络因其在图像处理、联想记忆、模式识别等应用领域具有不可取代的优势［１］，对复值神经

网络的动态行为分析成为近年的一个研究热点，学者们取得了大量重要的研究成果［２⁃１４］ ．文献［２］研究了一

类固定时滞复数域递归神经网络的平衡点的存在性、唯一性以及全局渐进稳定性和全局指数稳定性，并得到

了相应的判定定理．文献［５，８，１０］同样在复数域神经网络模型中考虑了固定时滞．固定时滞在神经元个数较

少的网络模型中是一种合理的近似模型，但不适用于高阶神经网络系统．此外，鉴于不同神经元之间的通信

时间因硬件条件和通道长短不同而不同，因此文献［３，６⁃７，９］在复数域神经网络模型中考虑了可变时滞，并
采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法对各系统的平衡点的动态行为进行了研究．除时滞现象外，在实际神经网络系统中也

会存在其他影响系统稳定性的不确定性因素，如脉冲干扰［１１，１３］、随机干扰［１１⁃１２］、区间参数不确定性［４，１２，１４］、
Ｍａｒｋｏｖ 跳变参数［１４］、反应扩散现象［１５⁃１７］等．然而，关于具有反应扩散项的神经网络的动态行为研究主要集中

在实数域神经网络模型［１５⁃１７］，关于具有反应扩散项的复数域神经网络的研究极为少见，可参见文献［１８］．另
一方面，学者们在研究神经网络的动态行为时，主要采用了加权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法［５⁃８，１５⁃１６］ 和 ＬＭＩ 技术［２，４，１０］ ．
采用这两种方法所建立的稳定性条件是由自由变量和系统本身假设条件构成的．在实际应用时，自由变量和

假设条件的组合很大程度上依赖于人们的经验和尝试．文献［３，９，１３⁃１４］采用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法研究了

几类复数域神经网络的稳定性问题，建立的稳定性条件不含有任何自由变量，仅由系统的假设条件和参数构

成，便于应用．
综上讨论，据笔者所知目前并没有学者对具有变时滞和反应扩散项的复数域神经网络的稳定性进行研

究，因此本文将采用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 Ｍ 矩阵理论建立确保该系统指数稳定的相关判据．

１　 模型描述和基本引理、假设

首先给出一些记号．令 ＣＣ 表示复数集，令 ｕ ＝ ｕＲ ＋ ｕＩ ｉ 是复数，其中 ｉ２ ＝ － １．记 Θ ＝ { １，２，…，ｎ } ．对于任

意 ｕ∈ＣＣ ｎ， 令 ｜ ｕ ｜ ＝ ｜ ｕ１ ｜ ， ｜ ｕ２ ｜ ，…， ｜ ｕｎ ｜( ) Ｔ 表示 ｕ的模．假设 Ω∈ＲＲ ｍ 是一个具有光滑边界 ∂Ω 的有界

紧集，其中 ｍｅｓ Ω ＞ ０．
考虑如下系统：

　 　

∂ｕｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｔ

＝ π ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １

∂
∂ｚｈ

∂ｕｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄｋｕｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｋｊｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ｂｋｊｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）），ｚ）］ ＋ Ｊｋ，

ｕｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１）

其中 ｔ ≥０，ｋ∈Θ，ｎ≥２ 表示神经元的个数； ｕｋ（ ｔ，ｚ） 表示第 ｋ 个神经元， ｚ∈Ω；符号 Ｌ２（ＣＣ × Ω） 表示 Ｌｅｂｅｓ⁃

ｇｕｅ 可测函数定义在 ＣＣ × Ω 上的复数集，显然有 ‖ｕｋ（ ｔ，ｚ）‖Ｌ２ ＝ ∫
Ω
｜ ｕｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ２ｄｚ( )

１ ／ ２
＜ ∞，ｋ ∈ Θ；π ｋ ＞ ０

表示扩散系数， ｋ ∈ Θ；ｚｈ 代表空间变量，且 ｜ ｚｈ ｜ ≤ ω ｈ，ｈ ＝ １，２，…，ｍ；ｄｋ ＞ ０ 表示充电时间常数， ｋ ∈ Θ；Ａ
＝ （ａｋｊ） ｎ×ｎ 和 Ｂ ＝ （ｂｋｊ） ｎ×ｎ 表示定义在 ＣＣ ｎ×ｎ 上的关联矩阵； ｇ（ｕ） ＝ （ｇ１（ｕ１），ｇ２（ｕ２），…，ｇｎ（ｕｎ）） Ｔ 表示激活函

数； Ｊｋ 表示第 ｋ 个神经元的外部常输入， ｋ ∈ Θ； 时延 τ ｋｊ（ ｔ） 为有界函数，且 τ ＝ ｍａｘｋ， ｊ∈Θ ｓｕｐｔ≥０τ ｋｊ（ ｔ） ．
令 Ｊ ＝ （Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ） Ｔ， π ＝ ｄｉａｇ（π ｋ） ｎ×ｎ， Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄｋ） ｎ×ｎ ．
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假设系统（１）初始条件为 ｕｋ（ ｓ，ｚ） ＝ φ ｋ（ ｓ，ｚ）， 其中 ｋ ∈Θ，ｚ∈ Ω， 且 φ ＝ ［φ１，φ２，…，φ ｎ］ Ｔ ∈ ＣＦ０
［［ － τ，

０］ × ＲＲ ｍ，ＣＣ ｎ］， 这里的 Ｆ０ ＝ Ｆｓ 定义在 ［ － τ，０］ × ＲＲ ｍ，ＣＦ０
［［ － τ，０］ × ＲＲ ｍ，ＣＣ ｎ］ 上，是一族连续复值函数，且

满足 ‖φ ｋ（ ｓ，ｚ）‖Ｌ２ ＝ ∫
Ω
｜ φ ｋ（ ｓ，ｚ） ｜ ２ｄｚ( )

１ ／ ２
，ｋ ∈ Θ ．

令 ｕｋ（ ｔ，ｚ） ＝ ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） ＋ ｉｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）， 且激活函数 ｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ，ｚ）） 可分解为如下形式：
　 　 ｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ，ｚ）） ＝ ｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ｉｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））， （２）

其中

　 　 ｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））：ＲＲ ２→ ＲＲ ， ｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ，ｚ））：ＲＲ ２→ ＲＲ ，　 　 ｋ， ｊ ∈ Θ ．
进一步，系统（１）分解为
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∂ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）
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÷ － ｄｋｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋
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ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） －

　 　 ｂＩ
ｋｊｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］ ＋ ＪＲ
ｋ ，

ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì
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÷ － ｄｋｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ａＩ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ＋

　 　 ｂＩ
ｋｊｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］ ＋ ＪＩ
ｋ，

ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（４）

其中 ｋ ∈ Θ，ＡＲ ＝ （ａＲ
ｋｊ） ｎ×ｎ，ＢＲ ＝ （ｂＲ

ｋｊ） ｎ×ｎ 和 ＪＲ ＝ （ＪＲ
１ ，ＪＲ

２ ，…，ＪＲ
ｎ ） Ｔ 分别表示 Ａ，Ｂ 和 Ｊ 的实部； ＡＩ ＝ （ａＩ

ｋｊ） ｎ×ｎ，
ＢＩ ＝ （ｂＩ

ｋｊ） ｎ×ｎ 和 ＪＩ ＝ （ＪＩ
１，ＪＩ

２，…，ＪＩ
ｎ） Ｔ 分别表示 Ａ，Ｂ 和 Ｊ 的虚部．

令 ｕ＃ ＝ （ｕ＃
１，ｕ＃

２，…，ｕ＃
ｎ） Ｔ 表示系统（１）的平衡状态， ｕ＃

ｋ ＝ ｕ＃Ｒ
ｋ ＋ ｉｕ＃Ｉ

ｋ ，ｋ ∈ Θ ．
假设 １　 假设激活函数 ｇ ｊ（·） 满足如下条件：
（ａ） ｇ ｊ（·） 存在连续的偏导数 ∂ｇＲ

ｊ ／ ∂ｕＲ
ｊ ，∂ｇＲ

ｊ ／ ∂ｕＩ
ｊ ，∂ｇＩ

ｊ ／ ∂ｕＲ
ｊ 和 ∂ｇＩ

ｊ ／ ∂ｕＩ
ｊ ；

（ｂ） 存在正常数 ｌＲＲ
ｊ ，ｌＲＩ

ｊ ，ｌＩＲｊ 和 ｌＩＩｊ 使得 ｜ ∂ｇＲ
ｊ ／ ∂ｕＲ

ｊ ｜ ≤ ｌＲＲ
ｊ ， ｜ ∂ｇＲ

ｊ ／ ∂ｕＩ
ｊ ｜ ≤ ｌＲＩ

ｊ ， ｜ ∂ｇＩ
ｊ ／ ∂ｕＲ

ｊ ｜ ≤ ｌＩＲｊ ， ｜ ∂ｇＩ
ｊ ／ ∂ｕＩ

ｊ ｜ ≤
ｌＩＩｊ ．根据多变量函数均值定理，对任意 ｕＲ

ｊ ，ｕＲ
ｊ ，ｕＩ

ｊ ，ｕＩ
ｊ ∈ ＲＲ 和 ｊ ∈ Θ， 有

　 　 ｜ ｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ ，ｕＩ
ｊ ） － ｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ ，ｕＩ

ｊ ） ｜ ≤ ｌＲＲ
ｊ ｜ ｕＲ

ｊ － ｕＲ
ｊ ｜ ＋ ｌＲＩ

ｊ ｜ ｕＩ
ｊ － ｕＩ

ｊ ｜ ， （５）
　 　 ｜ ｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ ，ｕＩ

ｊ ） － ｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ ，ｕＩ
ｊ ） ｜ ≤ ｌＩＲｊ ｜ ｕＲ

ｊ － ｕＲ
ｊ ｜ ＋ ｌＩＩｊ ｜ ｕＩ

ｊ － ｕＩ
ｊ ｜ ． （６）

令 ＬＲＲ ＝ ｄｉａｇ（ ｌＲＲ
１ ，ｌＲＲ

２ ，…，ｌＲＲ
ｎ ）， ＬＲＩ ＝ ｄｉａｇ（ ｌＲＩ

１ ，ｌＲＩ
２ ，…，ｌＲＩ

ｎ ）， ＬＩＲ ＝ ｄｉａｇ（ ｌＩＲ１ ，ｌＩＲ２ ，…，ｌＩＲｎ ）， ＬＩＩ ＝ ｄｉａｇ（ ｌＩＩ１ ，ｌＩＩ２ ，
…，ｌＩＩｎ ） ．

定义 １　 若存在常数 Γ ＞ ０ 和 λ ＞ ０， 对于所有的 ｚ ∈ Ω，Ｊ ∈ ＣＣ ｎ 和 ｔ ≥ ０ 有 ‖ｕ － ｕ＃‖Ｌ２ ≤
ｓｕｐｓ∈［ －τ，０］‖φ（ ｓ，ｚ） － ｕ＃‖Ｌ２Γｅ －λｔ 成立，则称系统（１）的平衡状态 ｕ＃ 是全局指数稳定的．

引理 １［１９］ 　 令 Ω∈ＲＲ ｍ 是具有光滑边界 ∂Ω 的紧集．对于所有 ｚ∈Ω，令 ｜ ｚｈ ｜ ≤ ω ｈ ≤ ω（ｈ ＝ １，２，…，ｍ） ．

令 ｕ（ｚ） ∈ ＲＲ 是属于 Ｃ１（Ω） 的实值连续函数， 并且满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件， 则有 ∫
Ω
ｕ２（ｚ）ｄｚ ≤ ω ２

ｍ ∫Ω Ñｕ（ｚ）·

ÑｕＴ（ｚ）ｄｚ 成立．
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２　 稳定性判据

定理 １　 假设 １ 是成立的．若对于所有 Ｊ∈ＣＣ ｎ，ｚ∈ Ω， 矩阵 Ｔ － ＰＬ是 Ｍ 矩阵，则系统（１）的平衡状态是

全局指数稳定的，其中

　 　 Ｐ ＝
｜ ＡＲ ｜ ＋ ｜ ＢＲ ｜ ｜ ＡＩ ｜ ＋ ｜ ＢＩ ｜
｜ ＡＩ ｜ ＋ ｜ ＢＩ ｜ ｜ ＡＲ ｜ ＋ ｜ ＢＲ ｜

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｌ ＝

ＬＲＲ ＬＲＩ

ＬＩＲ ＬＩＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｔ ＝ ｄｉａｇ（Ｔｋ） ２ｎ×２ｎ ＝
Ｔ ０
０ Ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｔ ＝ ｄｉａｇ（Ｔｋ） ｎ×ｎ，

这里

　 　 Ｔｋ ＝ ２
ｍπ ｋ

ω ２
＋ ２ｄｋ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］，　 　 ｋ ∈ Θ ．

证明　 为了分析方便，首先进行坐标平移．令 ｕｋ ＝ ｕｋ － ｕ＃
ｋ ＝ ｕＲ

ｋ ＋ ｉｕＩ
ｋ，ｋ ∈ Θ， 则系统（３）和（４）变为

　 　

∂ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｔ

＝ π ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １

∂
∂ｚｈ

∂ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ｄｋｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） － ａＩ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） －

　 　 ｂＩ
ｋｊｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］，

ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（７）

　 　

∂ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｔ

＝ π ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １

∂
∂ｚｈ

∂ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ｄｋｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ａＩ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ＋

　 　 ｂＩ
ｋｊｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］，

ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（８）

其中

　 　 ｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ ，ｕＩ
ｊ ） ＝ ｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ ，ｕＩ

ｊ ） － ｇＲ
ｊ （ｕ＃Ｒ

ｊ ，ｕ＃Ｉ
ｊ ）， ｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ ，ｕＩ

ｊ ） ＝ ｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ ，ｕＩ
ｊ ） － ｇＩ

ｊ（ｕ＃Ｒ
ｊ ，ｕ＃Ｉ

ｊ ），　 　 ｊ ∈ Θ ．
系统（７）和（８）的初始条件变为 φ ｋ（ ｓ，ｚ） ＝ φ ｋ（ ｓ，ｚ） － ｕ＃

ｋ，ｋ ∈ Θ，ｓ ∈ ［ － τ，０］ ．

令 Θ

(

＝ { １，２，…，ｎ，ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，２ｎ } ， α ＝ （（ｕＲ） Ｔ，（ｕＩ） Ｔ） Ｔ ．
由于 Ｔ － ＰＬ 是 Ｍ 矩阵，根据引理 １［１９］ 可知存在一个正的向量 Λ ＝ （ζ １，ζ ２，…，ζ ２ｎ） 使得不等式（９）和

（１０）成立，这里： 当 ｋ′ ∈ Θ 时， ζ′ｋ ＝ β ｋ 且 ｋ ＝ ｋ′； 当 ｋ′ ∈ Θ

(

－ Θ 时，ζ′ｋ ＝ γ ｋ 且 ｋ ＝ ｋ′ － ｎ，

　 　 － ２
ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］{ } β ｋ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
β ｊ［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
γ ｊ［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｋ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）］ ＜ ０， （９）

　 　 － ２
ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］{ } γ ｋ ＋
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
β ｊ［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
γ ｊ［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＩｋ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｊ ）］ ＜ ０． （１０）

根据式（９）和（１０）构造如下函数：

　 　 ＦＲ
ｋ（ε） ＝ ε － ２

ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］{ } β ｋ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）ｅετ］β ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｋ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）ｅετ］γ ｊ， （１１）

　 　 ＦＩ
ｋ（ε） ＝ ε － ２

ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］{ } γ ｋ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ）ｅετ］β ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＩｋ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｊ ）ｅετ］γ ｊ ． （１２）

由于 ＦＲ
ｋ（ε） 和 ＦＩ

ｋ（ε） 是关于 ε 的连续函数，根据式（９）和（１０）有 ＦＲ
ｋ（０） ＜ ０ 和 ＦＩ

ｋ（０） ＜ ０．显然，存在常

数 λ ＞ ０ 使得 ＦＲ
ｋ（λ） ＜ ０ 和 ＦＩ

ｋ（λ） ＜ ０ 成立．
选择如下向量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ′ｋ（ ｔ，α ｋ′（ ｔ，ｚ）） ＝

１
２

ｅλｔ‖α ｋ（ ｔ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＝

１
２

ｅλｔ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ， ｋ′ ∈ Θ， ｋ ＝ ｋ′，

１
２

ｅλｔ‖α ｋ′（ ｔ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＝

１
２

ｅλｔ∫
Ω
（ｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ， ｋ′ ∈ Θ

(

－ Θ， ｋ ＝ ｋ′ － ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

在不引起混淆的情况下，令 Ｖｋ′（ ｔ，ｚ） 表示 Ｖｋ′（ ｔ，α ｋ′（ ｔ，ｚ）），ｋ′ ∈ Θ

(

．
① 当 ｋ′ ∈ Θ， 考虑到式（７），计算 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，α ｋ′（ ｔ）） 如下：
　 　 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，ｚ） ＝

　 　 　 　 ０．５λｅλｔ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋ ｅλｔπ ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １
∫
Ω
ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）

∂
∂ｚｈ

∂ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｚ ＋

　 　 　 　 ｅλｔ∑
ｍ

ｈ ＝ １
∫
Ω
ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） { － ｄｋｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） － ａＩ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） －

　 　 　 　 ｂＩ
ｋｊｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］ } ｄｚ ．

利用分部积分，并考虑到引理 １ 和假设 １，有
　 　 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，ｚ） ＝

　 　 　 　 ０．５λｅλｔ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ － ｅλｔπ ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １
∫
Ω

∂ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

ｄｚ ＋

　 　 　 　 ｅλｔ∫
Ω
ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） { － ｄｋｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） － ａＩ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） －
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　 　 　 　 ｂＩ
ｋｊｇＩ

ｊ（ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］ } ｄｚ ≤

　 　 　 　 ０．５λｅλｔ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ － ｅλｔ∫
Ω

ｍπ ｋ

ω ２
＋ ｄｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋

　 　 　 　 ｅλｔ∫
Ω

{ ｜ ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ［ ｌＲＲ
ｊ ｜ ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ） ｜ ＋ ｌＲＩ
ｊ ｜ ｕＩ

ｊ（ ｔ，ｚ） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ［ ｌＩＲｊ ｜ ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ） ｜ ＋ ｌＩＩｊ ｜ ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ） ｜ ］］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ｂＲ

ｋｊ ｜ ［ ｌＲＲ
ｊ ｜ ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ｜ ＋ ｌＲＩ
ｊ ｜ ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ［ ｌＩＲｊ ｜ ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ｜ ＋ ｌＩＩｊ ｜ ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ｜ ］］ } ｄｚ ．

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，进一步推导有

　 　 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，α ｋ′（ ｔ，ｚ）） ≤

　 　 　 　 ０．５λｅλｔ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ － ｅλｔ∫
Ω

ｍπ ｋ

ω ２
＋ ｄｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋

　 　 　 　 ｅλｔ∫
Ω

{ ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
{ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ { ｌＲＲ
ｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＲ
ｊ （ ｔ，ｚ）） ２］ ＋ ｌＲＩ

ｊ ［（ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＩ

ｊ（ ｔ，ｚ）） ２］ } ＋

　 　 　 　 ｜ ａＩ
ｋｊ ｜ { ｌＩＲｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＲ
ｊ （ ｔ，ｚ）） ２］ ＋ ｌＩＩｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） ２］ } } ＋

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
{ ｜ ｂＲ

ｋｊ ｜ { ｌＲＲ
ｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２］ ＋

　 　 　 　 ｌＲＩ
ｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２］ } ＋

　 　 　 　 ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ { ｌＩＲｊ ［（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２］ ＋

　 　 　 　 ｌＩＩｊ ［（ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ ＋ （ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２］ } } } ｄｚ ≤

　 　 　 　 ０．５ｅλｔ { { λ － ２
ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ） } ×

　 　 　 　 ∫
Ω
（ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）∫
Ω
（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋

　 　 　 　 （ ｜ ａＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）∫

Ω
（ｕＩ

ｊ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ｂＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）∫
Ω
（ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２ｄｚ ＋

　 　 　 　 （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）∫

Ω
（ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ２ｄｚ］ } ≤

　 　 　 　 { λ － ２
ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ）］ } Ｖｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ，ｚ） ＋ （ ｜ ａＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ，ｚ）］ ＋

　 　 　 　 ｅλτ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ｂＲ

ｋｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ＋

　 　 　 　 （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）］ ． （１４）

定义曲线 Υ ＝ {η（χ）：η ｋ′ ＝ ζ ｋ′
χ， χ ＞ ０， ｋ′ ∈ Θ

(

} 和集合 Π（η） ＝ {ｗ：０ ≤ ｗ ≤ η，η ∈ ζ } ．显然当 χ

＞ χ′ 时，有 Υ（η（χ）） ⊃ Υ（η（χ′）） ．
下面将证明存在 Γ ＞ ０ 和 λ ＞ ０ 使得 ‖ ｕＲ（ ｔ，ｚ）‖Ｌ２ ≤ Γ‖φ（ｚ）‖Ｌ２ｅ

－０．５λｔ 成立，其中 ‖φ（ｚ）‖Ｌ２ ＝
ｓｕｐｓ∈［ －τ，０］‖φ（ ｓ，ｚ）‖Ｌ２，ｔ ≥ ０．
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令 υ－ ＝ ｍａｘｋ∈Θ { β ｋ，γ ｋ } ，υ－ ＝ ｍｉｎｋ∈Θ { β ｋ，γ ｋ } ，χ ０ ＝ θ‖φ（ｚ）‖２
Ｌ２ ／ υ－， 这里 θ ＞ １．则

　 　 {Ｖ： Ｖ（ ｓ，ｚ） ＝ ０．５ｅλｓ‖α（ ｓ，ｚ）‖２
Ｌ２， － τ ≤ ｓ ≤ ０ } ⊂ Υ（η０（χ ０）），

也就是当 － τ ≤ ｓ ≤ ０ 时，有
　 　 Ｖ ｊ（ ｓ，ｚ） ＝ ０．５ｅλｓ‖ｕＲ

ｊ （ ｓ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＜ β ｊ

χ
０， Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｓ，ｚ） ＝ ０．５ｅλｓ‖ｕＩ

ｊ（ ｓ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＜ γ ｊ

χ
０，　 　 ｊ ∈ Θ ．

进而有 Ｖ ｊ（ ｔ，ｚ） ＜ β ｊ
χ
０ 和 Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ，ｚ） ＜ γ ｊ

χ
０ 始终成立，其中 ｊ∈Θ，ｔ≥０．若不成立，则存在某个 ｋ∈Θ 和

时刻 ｔ１ ＞ ０ 使得 Ｖ ｋ^（ ｔ１，ｚ） ＝ β ｋ^
χ
０，Ｄ

＋ （Ｖ ｋ^（ ｔ１，ｚ）） ≥ ０，Ｖ ｊ（ ｔ１，ｚ） ≤ β ｊ
χ
０，Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ１，ｚ） ≤ γ ｊ

χ
０， ｊ ≠ ｋ， ｊ ∈ Θ ．将

其代入到式（１４）并考虑到 ＦＲ
ｋ（λ） ＜ ０， 有

　 　 Ｄ ＋Ｖ ｋ^（ ｔ１，α ｋ^（ ｔ１，ｚ）） ≤

　 　 　 　 { λ － ２
ｍπ ｋ^

ω ２
－ ２ｄ ｋ^ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ） ＋

　 　 　 　 （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ
ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ

ｋ^ｊ ｜ ）］ } Ｖ ｋ^（ ｔ１，ｚ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ１，ｚ） ＋

　 　 　 　 （ ｜ ａＲ
ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ａＩ
ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ１，ｚ）］ ＋ ｅλτ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ｂＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ｂＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ１ － τ ｋ^ｊ（ ｔ），ｚ） ＋

　 　 　 　 （ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ１ － τ ｋ^ｊ（ ｔ１），ｚ）］ ≤

　 　 　 　 { λ － ２
ｍπ ｋ^

ω ２
－ ２ｄ ｋ^ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋ^ｊ ｜ ）］ } β ｋ^

χ
０ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ）β ｊ
χ
０ ＋ （ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ
ｋ^ ＋｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ）γ ｊ
χ
０］ ＋

　 　 　 　 ｅλτ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ｂＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ｂＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ）β ｊ
χ
０ ＋ （ ｜ ｂＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ
ｊ ＋｜ ｂＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ）γ ｊ
χ
０］ ＝

　 　 　 　 { λ － ２
ｍπ ｋ^

ω ２
－ ２ｄ ｋ^ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＲＲ

ｊ ＋ ｌＲＩ
ｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ） ＋ （ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ
ｋ^ｊ ｜ ）］ } β ｋ^

χ
０ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ
ｊ ＋｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋ^ｊ ｜ ｌＩＲｊ ）ｅλτ］β ｊ

χ
０ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ
ｋ^ ＋｜ ａＩ

ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ） ＋ （ ｜ ｂＲ
ｋ^ｊ ｜ ｌＲＩ

ｊ ＋｜ ｂＩ
ｋ^ｊ ｜ ｌＩＩｊ ）ｅλτ］γ ｊ

χ
０ ＜ ０． （１５）

显然不等式（１５）与假设 Ｄ ＋ （Ｖ ｋ^（ ｔ１，ｚ）） ≥０ 是矛盾的，即对所有 ｔ≥０，ｚ∈Ω，有 Ｖｋ（ ｔ，ｚ） ＜ β ｋ
χ
０，Ｖｋ＋ｎ（ ｔ，

ｚ） ＜ γ ｋ
χ
０，ｋ ∈ Θ ．也就是说 Ｖｋ′（ ｔ，ｚ） ＜ ζ ｋ′

χ
０，ｋ′ ∈ Θ

(

．

② 当 ｋ′ ∈ Θ

(

－ Θ， 根据式（８）计算 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，ｚ）， 并考虑到假设 １ 和引理 １，有
　 　 Ｄ ＋Ｖｋ′（ ｔ，ｚ） ＝

　 　 　 　 ０．５λｅλｔ∫
Ω
（ｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）） ２ｄｚ ＋ ｅλｔπ ｋ∑
ｍ

ｈ ＝ １
∫
Ω
ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ）

∂
∂ｚｈ

∂ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｚ ＋

　 　 　 　 ｅλｔ∑
ｍ

ｈ ＝ １
∫
Ω
ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ） { － ｄｋｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ａＩ

ｋｊｇＲ
ｊ （ｕＲ

ｊ （ ｔ，ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ，ｚ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂＲ

ｋｊｇＩ
ｊ（ｕＲ

ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ
ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）） ＋

　 　 　 　 ｂＩ
ｋｊｇＲ

ｊ （ｕＲ
ｊ （ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ），ｕＩ

ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ））］ } ｄｚ ≤

　 　 　 　 { λ － ２
ｍπ ｋ

ω ２
－ ２ｄｋ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｌＩＲｊ ＋ ｌＩＩｊ ）（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ） ＋

　 　 　 　 （ ｌＲＲ
ｊ ＋ ｌＲＩ

ｊ ）（ ｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ）］ } Ｖｋ＋ｎ（ ｔ，ｚ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ａＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ａＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ，ｚ） ＋
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　 　 　 　 （ ｜ ａＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ＋｜ ａＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ，ｚ）］ ＋ ｅλτ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［（ ｜ ｂＲ

ｋｊ ｜ ｌＩＲｊ ＋｜ ｂＩ
ｋｊ ｜ ｌＲＲ

ｊ ）Ｖ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ） ＋

　 　 　 　 （ ｜ ｂＲ
ｋｊ ｜ ｌＩＩｊ ＋｜ ｂＩ

ｋｊ ｜ ｌＲＩ
ｊ ）Ｖ ｊ ＋ｎ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ），ｚ）］ ． （１６）

通过类似于①的分析过程，可以得到对于所有 ｔ≥０，ｋ∈Θ，ｋ′∈Θ

(

－ Θ，不等式 Ｖｋ（ ｔ，ｚ） ＜ β ｋ
χ
０ 和 Ｖｋ′（ ｔ，

ｚ） ＜ γ ｋ
χ
０ 是成立的．

综合①和②有： Ｖｋ′（ ｔ） ＜ ζ ｋ′
χ
０，ｋ′∈Θ

(

．也就是 ０．５‖ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）‖２

Ｌ２ｅ
λｔ ＜ β ｋ

χ
０，０．５‖ｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）‖２
Ｌ２ｅ

λｔ ＜ γ ｋ
χ
０，

ｋ ∈ Θ ．
进一步有 ‖ｕＲ

ｋ（ ｔ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＜ ２θβ ｋｅ

－λｔ‖φ（ ｓ，ｚ）‖２
Ｌ２ ／ υ－，‖ｕＩ

ｋ（ ｔ，ｚ）‖２
Ｌ２ ＜ ２θγ ｋｅ

－λｔ‖φ（ ｓ，ｚ）‖２
Ｌ２ ／ υ－，ｋ ∈ Θ ．

令 Γ ＝ ２θυ－ ／ υ－ ， 则有 ‖ｕＲ
ｋ（ ｔ，ｚ）‖Ｌ２ ＜ Γ‖φ（ｚ）‖Ｌ２ｅ

－０．５λｔ，‖ｕＩ
ｋ（ ｔ，ｚ）‖Ｌ２ ＜ Γ‖φ（ｚ）‖Ｌ２ｅ

－０．５λｔ，ｋ ∈ Θ ．
根据定义 １ 可知由系统（７）和（８）所构成的反应扩散复数域神经网络的零解是全局指数稳定的，也就是

说由系统（３）和（４）所构成的应扩散复数域神经网络的平衡状态是全局指数稳定的．证毕．

注 １　 文献［５，８］和文献［２，４，１０］分别采用加权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 ＬＭＩ 方法研究了几类复数域神经网络的动态行为，
并得到了判定相应系统稳定的充分条件．文献［２，４⁃５，８，１０］所建立的充分条件中包含自由变量，在实际应用时对自由变量的

选择很大程度上依赖于经验和不断地尝试．换言之，若所选择的自由变量不合适，将无法判断出系统的稳定性．本文基于矢量

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法所建立的稳定性条件是矩阵的紧凑形式， 其中不含有任何自由变量，在应用时不依赖于个人经验，且计算简单．
注 ２　 文献［１５⁃１６，１９］在神经网络模型中引入了反应扩散项，并得到了确保系统稳定的判据．判据中包含的扩散项显示

其对系统稳定性的促进作用．然而，文献［１５⁃１６，１９］中的结论仅适用于实数域神经网络，所得到的结论不适用于本文所考虑的

复数域神经网络．此外，本文所建立的稳定性条件中也体现了扩散项对系统稳定性的影响．
注 ３　 若系统（１）中的神经元状态和矩阵都定义在实数域中，可直接得到确保该系统指数稳定的充分条件，即对所有的 Ｊ

∈ ＲＲ ｎ 和 ｚ ∈ Ω， 要求矩阵 Ｔ － （ ｜ Ａ ｜ ＋｜ Ｂ ｜ ）Ｌ 是一个 Ｍ 矩阵，其中 Ｌ ＝ ＬＲＲ ＝ ｄｉａｇ（ ｌ ｊ） ｎ×ｎ，Ｔ ＝ ｄｉａｇ（Ｔｋ） ｎ×ｎ， 这里 Ｔｋ ＝

２（ｍπ ｋ ／ ω２） ＋ ２ｄｋ － ∑ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋｜ ｂｋｊ ｜ ），ｋ ∈ Θ ．

３　 数 值 算 例

考虑如下系统：

　 　

∂ｕｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｔ

＝ π ｋ∑
２

ｈ ＝ １

∂
∂ｚｈ

∂ｕｋ（ ｔ，ｚ）
∂ｚｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄｋｕｋ（ ｔ，ｚ） ＋

　 　 ∑
２

ｊ ＝ １
［ａｋｊｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ，ｚ）） ＋ ｂｋｊｇ ｊ（ｕ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）），ｚ）］，

ｕｋ（ ｔ，ｚ） ｜ ｚ∈∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１７）

其中初始条件为 ｕＲ
１（ ｔ，０） ＝ ｕＲ

２（ ｔ，０） ＝ ｕＩ
１（ ｔ，０） ＝ ｕＩ

２（ ｔ，０） ＝ ｕＲ
１（ ｔ，５） ＝ ｕＲ

２（ ｔ，５） ＝ ｕＩ
１（ ｔ，５） ＝ ｕＩ

２（ ｔ，５） ＝ ０，ｔ≥０， 且

ｕＲ
１（０，ｚ） ＝ ２ｓｉｎ ｚ ＋ ３，ｕＩ

１（０，ｚ） ＝ ｔａｎｈ（２ｚ），ｕＲ
２（０，ｚ） ＝ ｃｏｓ（２ｚ），ｕＩ

２（０，ｚ） ＝ ｃｏｓ（１．５ｚ） ＋ ０．５， 这里 ｚｈ ∈ （０，５）， ｈ
＝ １，２．令系统（１７）中的延时为 τ １ｊ ＝ ０．５ ＋ ０．２ｓｉｎ ｔ，τ ２ｊ ＝ ０．８ ＋ ０．４ｃｏｓ ｔ， ｊ ＝ １，２，ｔ ≥ ０．

假设

　 　 Ｄ ＝
４ ０
０ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ａ ＝

０．１ － ０．２ｉ ０．１ ＋ ０．４ｉ
－ ０．１ － ０．１ｉ ０．２ ＋ ０．３ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ ＝

０．３ ＋ ０．４ｉ ０．２ － ０．１ｉ
－ ０．１５ ＋ ０．２ｉ ０．５ － ０．２ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， π ＝

０．８ ０
０ １．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

假设激活函数为

　 　 ｇ１（ｕ１） ＝ ０．５ｔａｎｈ（ｕＲ
１ ） ＋ ｉ １

１ ＋ ｅ －ｕＩ１
， ｇ２（ｕ２） ＝ ０．６ １ － ｅ －ｕＩ２

１ ＋ ｅ －ｕＩ２
＋ ０．２（ ｜ ｕＲ

２ ＋ １ ｜ － ｜ ｕＲ
２ － １ ｜ ）ｉ ．

经过计算有

　 　 ＬＲＲ ＝
０．５ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ＬＲＩ ＝

０ ０
０ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ＬＩＲ ＝

０ ０
０ ０．４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ＬＩＩ ＝

０．２５ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

进而可以得到
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　 　 Ｔ － ＰＬ ＝

７．２９ － ０．２０ － ０．１５ － ０．０９
－ ０．１３ ９．３８ － ０．０８ － ０．２１
－ ０．３０ － ０．１２ ７．３９ － ０．１５
－ ０．１５ － ０．２８ － ０．０６ ９．４３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

进一步计算得到矩阵 Ｔ － ＰＬ的特征值向量为（７．０９，７．５６，９．１９，９．６５），根据引理 １［１９］可知矩阵 Ｔ － ＰＬ是一个

Ｍ 矩阵．依据定理 １ 断定系统（１７）的平衡状态是全局指数稳定的．
图 １～４ 给出了系统（１７）状态的仿真结果．图 １ 和图 ３ 给出了系统（１７）实部的状态曲面，图 ２ 和图 ４ 给

出了系统（１７）虚部的状态曲面．仿真结果显示该系统的平衡状态是全局收敛的，该结果进一步验证了本文结

论的正确性．

图 １　 系统（１７）的神经元 ｕＲ
１（ ｔ，ｚ） 的状态曲面 图 ２　 系统（１７）的神经元 ｕＩ

１（ ｔ，ｚ） 的状态曲面

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕＲ
１（ ｔ，ｚ） ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ （１７） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕＩ

１（ ｔ，ｚ） ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ （１７）

图 ３　 系统（１７）的神经元 ｕＲ
２（ ｔ，ｚ） 的状态曲面 图 ４　 系统（１７）的神经元 ｕＩ

２（ ｔ，ｚ） 的状态曲面

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕＲ
２（ ｔ，ｚ） ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ （１７） Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕＩ

２（ ｔ，ｚ） ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ （１７）

４　 结论与展望

本文针对一类具有反应扩散项的变时滞复数域神经网络的指数稳定性进行了分析．利用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数法和 Ｍ 矩阵理论，得到了确保该系统平衡状态指数稳定性的充分条件．该条件中体现了扩散项对系统

稳定性的影响，并且不含有任何自由变量，降低了现有结论的保守性．最后通过数值仿真算例验证了所得结

论的正确性．本文将该复数域神经网络分解为相应的实部系统和虚部系统．基于矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法可以进

一步研究另一类具有扩散项的复数域神经网络系统，即考虑系统在不可分解的情况下的平衡状态的模指数

稳定性，该研究后续将进行开展．
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