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摘要：　 目前，油藏数值模拟主要采用的方法如有限元方法、有限容积法等在油藏数值计算时均需要较长的计算时

间，很大程度上限制了油藏注采的实时预测与快速动态模拟．该文以一种高效的数据处理方法（最佳正交分解

（ＰＯＤ）方法）为基础，对油藏油、水两相流抽取特征函数，并对油藏两相流模型进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影得到新的低阶计

算模型．数值计算表明，ＰＯＤ 方法所得到的特征向量能量具有最优的特征，能以较少的特征向量捕捉到数学模型中

较大的“能量”，因此能最大限度地描述油藏的特征（压力、饱和度），对油藏偏微分方程模型起到较好的降阶作用．
结论表明，低阶模型的计算结果与隐压显饱（ＩＭＰＥＳ）所得计算结果吻合较好，且能节省更多的计算时间，因此能较

好地在油藏注采数值模拟中进行历史拟合与仿真计算．
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引　 　 言

目前，大多数油藏数值计算所使用的方法如有限单元方法［１⁃２］、有限容积法［３⁃４］，在进行油田开采的实时

控制与历史拟合问题时，都需要耗费大量的计算时间，这其中包括油藏的产量与油藏特征（含油饱和度、压
力）的计算．近年来，油藏数值计算问题的研究工作者主要从数值解法入手进行解决，现在比较通用的解决方

法是 Ｖｉｎｓｏｍｅ［４］提出的多重网格法以及预处理共轭梯度算法［５⁃６］，以及与之配合使用的并行算法［７⁃８］，这些在

油藏数值计算中取得了非常成功与广泛的应用．但是这些数值解法都是对油藏油水两相流偏微分方程离散

求解，因此无法避免因方程组数量过大而导致的求解时间过长的问题．本文将湍流拟序结构分析中的最佳正

交分解（ＰＯＤ）理论［９⁃１２］，运用到油藏数值模拟计算中，并在该理论基础上提出了一种快速计算压力与饱和度

的算法．该理论在流体流动的领域应用较多，Ｇｈａｒｂｉ 和 Ｑａｓｅｍ 等［１３］将其应用在多孔介质流动中，得到多孔介

质流动的低阶模型．Ｖｅｒｍｅｕｌｅｎ 等［１４］和 Ｗｕ 等［１５］将大尺度地下水流动模型低阶处理，得到地下裂缝与孔隙度

的流体流动状态．丁鹏等［１６⁃１７］在流动与数值传热领域将 ＰＯＤ 插值方法对不同反问题进行重构，计算表明，该
方法较之有限容积法可节省至少几十倍时间．吴学红等［１８］ 应用 ＰＯＤ 方法计算了不可压缩流动问题快速计

算的低阶模型．在油藏数值计算领域，Ｈｅｉｊｎ 等［１９］ 和 Ｌｅａｓｋ 等［２０］ 将其应用在油藏模型的单井注水宏观分析

中，使用效果较为显著．Ｖａｎ Ｄｏｒｅｎ 和 Ｍａｒｋｏｖｉｎｏｖｉｃ􀲅等［２１］ 应用 ＰＯＤ 方法对单井水驱油进行低阶模型算法研

究，依次优化了原计算模型结果．贾欣鑫和孙宪航等［２２⁃２４］ 将低阶模型算法应用于油藏数值计算，建立了注采

控制模型．在前期水驱油数值模拟研究基础上，本文拟采用 ＰＯＤ 方法分析油藏的主要特征（压力、油水饱和

度），提取相应的相干结构，并用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法对油藏微分方程投影，得到二维油、水两相流的低阶模型

方程，同时通过五点注采系统对低阶模型进行了计算精度与计算时间验证．

１　 最佳正交基的生成

１．１　 最佳正交理论

ＰＯＤ 是对已有数据做有限降维处理，即将高维偏微分的物理方程用最佳级数展开的方式，转化为一组

常微分方程组，同时提供一个能够准确描述高维数据的低维模型．因此，通过 ＰＯＤ 可以将一些复杂的物理过

程描述成一组只与重构系数与坐标系数有关的基函数之间的线性叠加．
最佳正交基生成过程包括：创建数值系统矩阵、构建自相关矩阵、求解特征值问题和获得最佳基函数．设

{Ｕｉ（ｘ，ｔ）：１ ≤ ｉ ≤ Ｎ；ｘ ∈ Ω；ｔ ∈ Ｔ } 表示包含在不同计算区域 Ω 中不同条件 Ｔ 下的 Ｎ 个物理解的值，也叫

做“快照” 点值．Ｕ（ｘ，ｔ） 既可以通过数值求解控制方程得到，也可以通过实验测量的方式得到．对于求解不同

的问题，ｘ 表示不同系统的坐标，Ｔ 则可以表示不同的时间点或者不同的状态参数．
１．２　 最佳正交基的生成

最佳正交基函数 Φ 的求解是根据基函数的最佳正交性，求得到一组正交基函数集 {Φｉ（ｘ） Ｍ
ｉ ＝ １ } ，使得

数值解 {Ｕｉ（ｘ，ｔ） Ｎ
ｉ ＝ １ } 在基函数上的投影值最大，即

　 　 ｍａｘ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（Ｕｉ，Φ） ２{ } ， （１）

这里 （Φ，Φ） ＝ ‖Φ‖２ ＝ １， （·，·）和‖·‖分别表示在区域 Ω 中的 Ｌ２ 空间内积以及 Ｌ２ 范数．
假设 ＰＯＤ 基函数 Φ 可以表示成数值解与重构系数的线性组合，即

　 　 Φ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ ｔ）Ｕｉ（ｘ，ｔ）， （２）

这里的 αｉ（ ｔ） 表示重构系数．
为了求解式（１）的最大值，定义

　 　 ＲΦ ∫
Ω
Ｋ（ｘ，ｘ′）Φ（ｘ′）ｄｘ′， （３）

这里的 Ｒ 为算子， Ｒ：Ｌ２（Ω） → Ｌ２（Ω）， 其中
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　 　 Ｋ（ｘ，ｘ′） １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｕｉ（ｘ）Ｕｉ（ｘ′） ． （４）

最大值表达式（１）可以通过以下函数内积算子的形式转化得到：

　 　 （ＲΦ，Φ） ＝ ∫
Ω
ＲΦ（ｘ）Φ（ｘ）ｄｘ ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（Ｕｉ，Φ） ２ ． （５）

根据内积算子的定义，对于任意的 Ω∈ Ｌ２ 都存在（ＲΦ，Φ） ＝ （Φ，ＲΦ），且 Ｒ是在区间 Ｌ２（Ω） 上的正定算

子．因此，式（１） 中的最大值表达式求解，可以等同于求解算子 Ｒ 的最大特征值问题：
　 　 ＲΦ ＝ λΦ ． （６）
将式（４）、（５）代入到式（６）中，得到数据矩阵 Ｃ、特征根 λ 和特征向量矩阵 Ｖ 的计算关系式：
　 　 ＣＶ ＝ λＶ， （７）

这里数据矩阵 Ｃ 与特征向量矩阵 Ｖ 为

　 　 Ｃ ｉｊ ＝
１
Ｎ ∫ΩＵｉＵ ｊｄΩ， Ｖ ＝ ［α１，α２，…，αＮ］ Ｔ ．

由数据矩阵 Ｃ 的定义可知 Ｃ 为对称的正定矩阵，因此式（７） 所得特征向量矩阵 Ｖ 里的特征向量 αｉ， αｊ

两两正交，而所求得的特征根有 λ １ ≥ λ ２ ≥ … ≥ λＮ ≥ ０ 的大小关系．特征根同时又分别代表每一组特征向

量所能捕捉到流场中广义“能”的大小，广义“能”的定义如下：

　 　 Ｅ ＝ ∫
Ω
Ｕ（ｘ，ｔ）Ｕ′（ｘ，ｔ）ｄΩ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ， （８）

这里的 Ｅ 表示 ｎ 个特征根所能捕捉到的场中能量的大小．
对式（２）得到的基函数，求其内积得

　 　 （Φｍ，Φｎ） ＝ ∫
Ω
Φｍ（ｘ）Φｎ（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
αｍ

ｉ Ｕｉ（ｘ）∑
Ｎ

ｊ ＝ １
α ｎ

ｊ Ｕ ｊ（ｘ）ｄｘ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
αｍ

ｉ Ｎ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｃ ｉ， ｊα ｎ

ｊ ＝ ＮＶｍ·λ ｎＶｎ ． （９）

由于特征向量组 {αｋ：１ ≤ ｋ ≤ Ｎ } 的正交性，因此

　 　 Ｖｍ·Ｖｎ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
αｍ

ｉ α ｎ
ｉ ＝

１
Ｎλ ｎ

， ｍ ＝ ｎ，

０， ｍ ≠ ｎ，

ì

î

í

ïï

ïï

（１０）

故

　 　 （Φｍ，Φｎ） ＝
１，　 　 ｍ ＝ ｎ，
０，　 　 ｎ ≠ ｎ ．{

因此可知最佳正交基函数集 {Φ１，Φ２，…，ΦＮ } 可以由式（２）的形式生成，且使得数值解在其对应的基

函数上的投影值最大．

２　 油水两相低阶模型的生成

２．１　 低阶模型的构建

低阶模型的最终目的是从基函数 Φ（ｘ） 中提取 Ｍ 个基函数（Ｍ ≪ Ｎ），当 Ｍ 的取值使得式（８）中的广义

能大于 ９９％时，系统中物理量可以由近似值 {Ｆ（ｘ，ｔ）：ｘ∈Ω；ｔ∈ Ｔ } 的形式重新构建，即通过重构式（１１）的
计算形式得到：

　 　 Ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ（ ｔ）Φｉ（ｘ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ． （１１）

在本文中， Ｆ 可以表示压力或者饱和度等需要求解的未知物理量，且 Ｆ 的近似值是正交基 Φｉ（ｘ），ｉ ＝ １，
２，…，Ｍ 的组合．基函数 Φｉ（ｘ） 是无量纲的，而系数 ｂｉ（ ｔ） 则表示 Ｆ 的重构系数信息．
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２．２　 油水两相模型

引入油水两相流数学模型：

　 　
Ñ·

ｋｋｒｗ

Ｂｗμｗ
Ñ（ｐｗ － ρｗｇＤ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｑｖｗ ＝ ∂

∂ｔ
ϕｓｗ
Ｂｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ñ·
ｋｋｒｏ

Ｂｏμ ｏ
Ñ（ｐｏ － ρ ｏｇＤ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｑｖｏ ＝

∂
∂ｔ

ϕｓｏ
Ｂｏ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

将辅助方程 ｐｃｏｗ ＝ ｐｏ － ｐｗ 代入方程组（１２）的右侧时间项并做差分处理，并将其化简得到

油相：

　 　 Ñ·［λ ｏÑｐｏ］ － Ñ·［λ ｏÑ（ρ ｏｇＤ）］ ＋ ｑｏ ＝ β ｏ

∂ｐｏ

∂ｔ
＋ ϕρ ｏ

∂ｓｏ
∂ｔ

； （１３）

水相：

　 　 Ñ·［λ ｗÑｐｗ］ － Ñ·［λ ｗÑ（ρｗｇＤ）］ ＋ ｑｗ ＝ βｗ

∂ｐｗ

∂ｔ
＋ ϕρｗ

∂ｓｗ
∂ｔ

； （１４）

辅助方程：
　 　 ｐｃｏｗ ＝ ｐｏ － ｐｗ， ｓｗ ＋ ｓｏ ＝ １，

这里

　 　 λ ｗ ＝
ｋｋｒｗ

Ｂｗμｗ
， λ ｏ ＝

ｋｋｒｏ

Ｂｏμ ｏ
， β ｏ ＝ ρ ｏϕｓｏ（Ｃｐ ＋ Ｃｏ）， βｗ ＝ ρｗϕｓｗ（Ｃｐ ＋ Ｃｗ），

式中各参数符号如表 １ 所示．
表 １　 油藏模型符号说明

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｍｏｄｅｌ

ｓｙｍｂｏｌ ｍｅａｎｉｎｇ ｓｙｍｂｏｌ ｍｅａｎｉｎｇ

Ｄ ／ ｍ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ϕ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｐｏｒｏｓｉｔｙ

ρ ｏ，ρｗ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ ｐｏ，ｐｗ ／ ＭＰａ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ
Ｂｏ，Ｂｗ ｖｏｌｕｍｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ ｓｏ，ｓｗ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ

Ｃｏ，Ｃｗ，Ｃｐ ／ ＭＰａ－１ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ， ｒｏｃｋ μ ｏ，μｗ ／ （ｍＰａ·ｓ） ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ

ｋ ／ ｍＤ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｋｒｏ，ｋｒｗ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ

ｑｖｏ，ｑｖｗ ／ （ｍ３ ／ ｓ）
ｖｏｌｕｍｅ ｏｆ ｏｉｌ， ｗａｔｅｒ ｉｎｊｅｃｔｅｄ ｏｒ ｐｒｏｄｕｃｅｄ ｐｅｒ

ｕｎｉｔ ｔｉｍｅ ｉｎ ｇｒｏｕｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 　 用数值计算的方法求解式（１３）、（１４）油水两相模型的物理量 ｐｏ，ｐｗ ｓｏ，ｓｗ， 并将之作为待求模型中物理

量的样本物理场数据，进行样本的收集．求得基函数与低阶模型系数之后，所要求解物理场可以用近似值函

数 {Ｆ（ｘ，ｔ）：ｘ ∈ Ω；ｔ ∈ Ｔ } 来表示，而待求未知物理场 ｐｏ，ｐｗ ｓｏ，ｓｗ 则分别用重构式（１５ａ） ～ （１５ｄ）来表示：

　 　 ｐｏ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｏ
ｉ （ ｔ）Φｐｏ

ｉ （ｘ）， （１５ａ）

　 　 ｐｗ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｗ
ｉ （ ｔ）Φｐｗ

ｉ （ｘ）， （１５ｂ）

　 　 ｓｏ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｓｏ
ｉ （ ｔ）Φｓｏ

ｉ （ｘ）， （１５ｃ）

　 　 ｓｗ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｓｗ
ｉ （ ｔ）Φｓｗ

ｉ （ｘ） ． （１５ｄ）

将所得饱和度以及压力的重构公式分别代入式（１３）、（１４）中得到

　 　 Ñ·[λ ｏÑ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｏ
ｉ （ ｔ）Φｐｏ

ｉ （ｘ） ] － Ñ·［λ ｏÑ（ρ ｏｇＤ）］ ＋ ｑｏ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 β ｏ
∂
∂ｔ (∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｏ
ｉ （ ｔ）Φｐｏ

ｉ （ｘ） ) ＋ ϕρ ｏ
∂
∂ｔ (∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｓｏ
ｉ （ ｔ）Φｓｏ

ｉ （ｘ） )， （１６）
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　 　 Ñ·[λ ｗÑ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｗ
ｉ （ ｔ）Φｐｗ

ｉ （ｘ） ] － Ñ·［λ ｗÑ（ρｗｇＤ）］ ＋ ｑｗ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 βｗ
∂
∂ｔ (∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｐｗ
ｉ （ ｔ）Φｐｗ

ｉ （ｘ） ) ＋ ϕρｗ
∂
∂ｔ (∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｂｓｗ
ｉ （ ｔ）Φｓｗ

ｉ （ｘ） ) ． （１７）

将用 ＰＯＤ 方法得到的基函数对油藏偏微分方程（１６）、（１７）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影，进而可以将求解压力场

及含油饱和度的非线性偏微分方程组（１２）的问题，完全转换为求解常微分方程的形式，进而完成降阶．

　 　 ϕρ ｏ

∂ｂｓｏ
ｉ （ ｔ）
∂ｔ

＝ ｑｏ（ｘ，ｔ），Φｓｏ
ｉ （ｘ）( ) ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （１８）

　 　 ϕρｗ

∂ｂｓｗ
ｉ （ ｔ）
∂ｔ

＝ ｑｗ（ｘ，ｔ），Φｓｗ
ｉ （ｘ）( ) ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （１９）

　 　 β ｏ

∂ｂｐｏ
ｉ （ ｔ）
∂ｔ

＝ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
λ ｏｂｐｏ

ｊ （ ｔ）（Ñ２Φｐｏ
ｊ （ｘ），Φｐｏ

ｉ （ｘ）） ＋ （ｑｏ（ｘ，ｔ），Φｐｏ
ｉ （ｘ）），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （２０）

　 　 βｗ

∂ｂｐｗ
ｉ （ ｔ）
∂ｔ

＝ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
λ ｗｂｐｗ

ｊ （ ｔ）（Ñ２Φｐｗ
ｊ （ｘ），Φｐｗ

ｉ （ｘ）） ＋ （ｑｗ（ｘ，ｔ），Φｐｗ
ｉ （ｘ）），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ ． （２１）

式（１８） ～ （２１）即为油藏偏微分方程在 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影条件下的低阶模型．
将式中所得系数 ｂｐｏ

ｉ （ ｔ），ｂｓｏ
ｉ （ ｔ），ｂｐｗ

ｉ （ ｔ），ｂｓｗ
ｉ （ ｔ） 与 ＰＯＤ 方法所得特征函数结合，应用到重构公式（１１）中

就可以重构新的压力场与饱和度场．这种重构的计算方法在求解模型系数时，相当于求解一个时间复杂度仅

为 ｏ（４×Ｍ） 的 ４阶常微分方程组．由于Ｍ≪ ｎ，４≪ ｎ，因此其时间复杂度远远小于原问题求解一个时间复杂度为

ｏ（ｎ×ｎ） 的非线性方程组，因此较之直接求解的方式节省更多的计算时间．

３　 数值实验及分析

本文选取五点法注采系统的一个单元，用低阶模型方法与隐压显饱（ＩＭＰＥＳ）方法求得该单元的压力以

及饱和度分布做对比．以二维油水两相的油藏为例进行说明，图 １ 分别给出了生产井与注水井的位置示意．

图 １　 生产井 О、注水井 Δ 位置 图 ２　 油、水相对渗透率曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｗｅｌｌ О ａｎｄ Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｏｉｌ ａｎｄ ｗａｔｅｒ
ｗａｔｅｒ ｉｎｊｅｃｔｉｏｎ ｗｅｌｌ Δ

油藏均质等厚，岩石和流体均可压缩，且符合 Ｄａｒｃｙ 渗流方程．单元边长 ２００ ｍ，油层厚度 １０ ｍ，绝对渗透

率为 １ μｍ２，孔隙度为 ０．２５，综合压缩系数为 １．０×１０－４ ＭＰａ－１，油黏度为 ５．０ ｍＰａ·ｓ，水黏度为 １．０ ｍＰａ·ｓ，原始

的地层压力为 １２．０ ＭＰａ，原始含油饱和度为 ０．８，注水井底压力 Ｐ ｉｗｆ ＝ １４．０ ＭＰａ，生产井底压力 Ｐｗｆ ＝ １０．０ ＭＰａ ．
注入井原始含油饱和度为 ０．２，生产井原始含油饱和度为 ０．８．油藏的相对渗透率与饱和度关系如图 ２ 所示．

模型中平面 ｘ 方向上划分 ５０ 个计算网格，ｙ 方向上划分 ５０ 个计算网格，总共划分计算网格数为：５０×５０
＝ ２ ５００．
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３．１　 基函数的生成

根据 ＰＯＤ 基函数的推导与计算过程，可以将基函数的获取分为以下 ４ 个步骤：
１） 样本数据的获取

样本通常是通过实验或者数值模拟的方法得到关于所研究的物理过程特征量的场．大多数情况 ＰＯＤ 所

处理的数据对象来自于直接数值计算，这些数据来自于计算离散网格点和不同时刻压力、含油饱和度．本文

采用 ＩＭＰＥＳ 方法，对所计算的油藏在注水开采一年（３６５ ｄ）范围内以天为单位进行计算，求解每一个时间步

长 （Δｔ ＝ １０ ｄ）内的压力、油水饱和度，这样可以获得 ３６ 组样本．
２） 通过数据矩阵 Ｃ 的定义可得

　 　 Ｃ ｉｊ ＝
１
Ｎ ∫ΩＵｉ（ｘ）Ｕ ｊ（ｘ）ｄｘ ． （２２）

３） 计算出数据矩阵 Ｃ 的特征值 λ 以及对应的特征向量 α
每一个特征向量对应的特征根都是递减的， λ １ ≥ λ ２ ≥ … ≥ λＮ ≥０，Ｎ ＝ ３６．表 ２ 给出压力以及饱和度

的特征根对应的能量分布表，从表中可以看出特征值递减非常明显．因此说明前几组特征值所捕捉到物理场

中的广义“能”较多，能更多捕捉所代表的物理场中的信息．表 ２ 分别给出含油饱和度与压力两组基函数的前

６ 个特征值累计捕捉到广义“能”的大小．两组特征值中，第 １ 个特征值所捕捉到的广义能最大，能捕捉到整

场广义“能”的 ９７％以上，前 ５ 个特征根已经几乎捕捉到整个物理场中的信息（９９．９％）．
表 ２　 特征根及捕捉的“能量”

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ “ｅｎｅｒｇｙ”

№． ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｓｏｎ “ｅｎｅｒｇｙ” Ｅ ／ ％ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｐｗｎ “ｅｎｅｒｇｙ” Ｅ ／ ％

１ ９ ２８２．２７ ９７．１１ ３９８．２２ ９９．９９９ ６５

２ １９７．９２ ９９．１８ １．２８×１０－３ ９９．９９９ ９７

３ ４６．０７ ９９．６７ １．０８×１０－４ １００

４ １５．７７ ９９．８４ ３．９５×１０－６ １００

５ ７．７９ ９９．９２ ９．４４×１０－７ １００

６ ３．９３ ９９．９６ ８．０７×１０－７ １００

　 　 ４） ＰＯＤ 基函数的计算

通过表 ２ 可以看出，压力、饱和度等物性信息用前 ５ 个特征值即能捕捉整个物理场中 ９９．９％的计算信

息．因此，在本例的低阶模型系数的计算过程中，选取的 Ｎ （３６）组基函数中，前五组基函数 （Ｍ ＝ ５） 便能同时

满足压力以及饱和度的物性．
本例中基函数的计算可通过式（２）得到不同的基函数：

　 　 Φ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉＵｉ ． （２３）

３．２　 低阶模型的求解

得到基函数之后在给定的初始时刻饱和度、压力以及边界条件下，用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解式（１８） ～
（２１）组成的常微分方程组．求解得到各个结算节点处所求解的油藏区域的含油饱和度以及油、水各相压力的

系数．
得到相应的低阶模型系数 ｂｐｏ

ｉ （ ｔ），ｂｓｏ
ｉ （ ｔ），ｂｐｗ

ｉ （ ｔ），ｂｓｗ
ｉ （ ｔ） 并将之分别代入到式（１５），进而可以计算求得不

同时间相应的油藏计算区域的含油饱和度以及压力，从而得到各个不同时间的产油量以及注水量．
图 ３、４ 给出计算节点（２５，２５）处水压与含油饱和度随着不同特征向量的组数 （Ｍ 组），而取得的不同的

水压随时间的变化．对比可以发现，低阶模型具有较好的预测特性，而且随着特征向量数量Ｍ的增加，低阶模

型所求得的结果越来越逼近 ＩＭＰＥＳ 所得到的结果．当特征向量Ｍ ＝ ３ 时，压力计算已经相当的吻合；而当Ｍ ＝
５ 时，油藏的含油饱和度的计算也已经相当的吻合．

为验证低阶模型的准确度，定义相对误差为

　 　 δ ＝ ‖ｆＩ － ｆＭ‖ ／‖ｆＩ‖ × １００％， （２４）
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这里 ｆＩ 表示用 ＩＭＰＥＳ 计算得到的结果， ｆＭ 表示用低阶模型得到的结果．通过对比可以发现，低阶模型表现出

较好的计算结果，并且相对误差随着所取基函数的数量增加而降低．

图 ３　 油藏水压 图 ４　 油藏含油饱和度

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｗａｔｅｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｏｉｌ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本．

表 ３　 低阶模型误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｌｏｗ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｂａｓｉｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ｍ

４０ ｄ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％
ｓｏ ｐｗ

１８４ ｄ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％
ｓｏ ｐｗ

３５５ ｄ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％
ｓｏ ｐｗ

１ １１．７２ ０．３５６ １８．６４ ０．７８４ １５．８７２ ０．５６２ ８

２ ７．３４ ８．４９×１０－２ ６．４３ ９．７４×１０－２ ６．７９４ ０．９８４

３ ４．３３ １．０９×１０－２ ３．３６ ３．３４×１０－２ ３．７４８ ２．１０×１０－２

４ １．３８ ５．９６×１０－４ ２．０１ ４．７６×１０－４ １．７５８ ２．３２×１０－４

５ １．０７ ４．９３×１０－５ ０．９２ ３．３６×１０－５ ０．９８ ７．８０×１０－５

６ ０．９４ ５．０３×１０－５ ０．８７ ４．０１×１０－５ ０．８９８ ４．８０×１０－５

　 　 对比表 ３ 低阶模型所得到的结果与 ＩＭＰＥＳ 计算结果的相对误差可以看出，当基函数的数量 Ｍ ＝ ５ 时，低
阶模型的含油饱和度的计算相对误差约为 １％，而压力的计算误差在 Ｍ ＝ １ 时已经小于 １％，误差已满足工程

数值模拟的计算需求．
表 ４　 不同计算量所需计算时间

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｍｏｕｎｔｓ

ｇｒｉｄ ｔｙｐｅ ＩＭＰＥＳ ｔ ／ ｓ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｔ ／ ｓ

４０×４０ ５．４２ ０．２６

５０×５０ ９．７７ ０．２７

８０×８０ ５０．９４ ０．３０

１００×１００ １７０．１７ ０．３７

１５０×１５０ ２６０．４５ ０．４１

　 　 采用 ＦＯＲＴＲＡＮ 语言求解，表 ４ 给出相同的计算条件下，不同的网格数量时，低阶模型与 ＩＭＰＥＳ 方法计

算所需要的 ＣＰＵ 计算时间．通过表 ４ 可以看出，低阶模型对于处理网格数量较大、较复杂的计算问题优势更

为明显，低阶模型计算只需小于 １ ｓ 的时间，而 ＩＭＰＥＳ 方法的计算时间是 ５．４２～２６０．４５ ｓ 不等．这里低阶模型

计算方法的计算时间不包括前期采集样本数据及计算特征函数特征根等所需要的计算时间．

４　 结　 　 论

１） 本文应用 ＰＯＤ 方法提取油藏两相流压力与含油饱和度的特征函数，并用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方法构建低

阶模型．结果表明，本文所构模型结果与 ＩＭＰＥＳ 方法所得结果符合较好．
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２） 从 ＰＯＤ 方法的推导过程可以看出，该方法能捕捉到流场中物理量广义“能”最大，在本文算例中大

约能捕捉到 ９７％以上广义“能”，它所对应的基函数能捕捉到整个流场的基本特征，当低阶模型基函数的数

量 Ｍ ＝ ５ 时，含油饱和度与压力的计算误差约为 １％，该结果误差已满足工程数值模拟的计算需求．
３） 本文所构建的低阶模型计算方法简单，且随着计算网格的复杂性增大，计算时间优势更加明显．因

此，可以将该计算模型用于油藏开采的实时控制与中后期的历史拟合计算中．
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