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摘要：　 针对磁场环境中具有线载荷和弹性支承作用的面内运动薄板，给出了系统的势能、动能及电磁力表达式，
应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，推得面内运动条形板的磁固耦合非线性振动方程．考虑边界为夹支⁃铰支的约束条件，利用

变量分离法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 积分法，得到了含简谐线载力和电磁阻尼力项的两自由度非线性振动微分方程组．应用多尺

度法对主⁃内联合共振问题进行解析求解，得到了双重联合共振下系统的一阶状态方程和共振响应特征方程．通过

算例，得到了面内运动薄板的一阶和二阶共振幅值变化规律曲线图，分析了不同作用量和载荷位置对系统振动特

性的影响．结果表明：系统发生主⁃内双重共振时，解的多值性和跳跃现象明显，弹性支承和线载荷位置对共振现象

影响显著；一阶和二阶的共振多值解区域同时出现同时消失，体现了明显的内共振特征．

关　 键　 词：　 薄板；　 磁固耦合共振；　 面内运动；　 线载荷；　 弹性支承；　 多尺度法
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引　 　 言

在工程领域中，梁、板和圆柱壳在弹性条件下振动普遍存在，如建筑结构、机械构件和电器设备等在弹性

约束条件下的振动具有广泛应用前景，因此，得到了国内外学者的大量关注．Ｄｉｎｇ 等［１］ 对具有不对称弹性支

撑梁的非线性振动问题进行了研究．Ｚｈａｎｇ 等［２］ 研究了具有弹性约束边缘的正交异性矩形板的面内振动问

题．Ｇｏｒｍａｎ［３］在简单支撑边界条件下研究了矩形板的面内自由振动问题．Ｃｈｅｎ 等［４］ 采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ
法分析了弹性约束下带有切口弹性板的弯曲和振动问题．Ｄｏｚｉｏ［５］对具有任意弹性边界的矩形板的自由面内

振动问题进行了研究．Ｚｈａｎｇ 等［６］用改进的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数方法研究了矩形板的振动问题．闫维明等［７］研究了完

全弹性支承变截面梁的动力特性问题．同时，在对面内和轴向运动结构的振动问题及结构耦合动力学问题的

研究中，胡宇达［８］针对磁场环境中，面内轴向运动导电薄板的动力学理论建模问题进行了研究．Ｄｉｎｇ 等［９］ 在

３ ∶ １ 内部共振条件下，分析了黏弹性梁强迫振动的稳态周期响应．Ｈｕ 等［１０⁃１１］ 对磁场及移动载荷作用下轴向

运动载流梁的内共振和参强联合共振问题进行了研究．Ｙａｎｇ 等［１２］ 研究了 ＦＧＭ 圆锥壳的内共振及非线性动

力学特性．胡宇达等［１３］研究了轴向运动导电薄板的磁弹性非线性动力学及分岔特性．Ｔａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ［１４］研究了

轴向运动黏弹性板在平面应力下的参数共振及稳定性问题．Ｃｈｅｎ 等［１５］研究了具有内部共振特性轴向移动梁

的非线性振动问题．Ｌｉ 等［１６］ 对浸没在流体中轴向运动板的非线性强迫振动和稳定性进行了分析．Ｋｒｚｙｓｚｔｏｆ
等［１７］研究了轴向运动板在热载荷作用下的动力学问题，分析了热载荷、速度和轴向张力对系统动力学行为

的影响．Ｊａｒｏｓłａｗ 和 Ｊｅｒｚｙ［１８］对旋转薄壁复合压电梁的非线性振动问题进行了研究．Ｍｕｒｉｌｌｏ 等［１９］ 研究了弹塑

性锥体结构的非线性振动和动力稳定性问题．
可见，针对轴向运动结构动力学特性的研究已引起研究者们的重视并取得了相应研究成果，但对于具有

复杂约束作用条件，且处在多场环境中复杂运动结构耦合共振问题的研究相对较少．本文考虑弹性支承和线

载荷的共同作用，对面内运动薄板的磁固耦合双重共振问题进行了研究．首先应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对偏微分振动

方程进行积分离散；然后应用多尺度法对离散后的非线性常微分方程组进行求解，得到系统的双重共振响应

解析解；通过算例给出了共振特性随不同参量变化规律．

１　 面内运动板磁弹性振动方程

研究图 １ 所示横向磁场中沿 ｘ 轴方向面内运动的导电材料条形板，建立直角坐标系 Ｏｘｙｚ， 其中 ｘＯｙ 面

为板的中面， ｚ 为法向坐标， Ｖ０ｘ 为沿 ｘ 方向的轴向运动速度， Ｎ０ｘ 为轴向拉力， Ｂ０（０，０，Ｂ０ｚ） 为外加磁感应强

度矢量，条形板沿 ｘ 方向的有界边长为 ｌ１， 板厚为 ｈ ．
针对薄板的横向振动问题，根据弹性理论并考虑条形板的变形对称性及几何非线性条件，可给出条形板

单位宽度的变形势能表达式为
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式中， ＤＭ ＝ Ｅｈ３ ／ ［１２（１ － ν ２）］ 为弯曲刚度， Ｅ 为弹性模量， ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； ｗ 为横向振动挠度； ε ｘ ＝
（∂ｗ ／ ∂ｘ） ２ ／ ２ 为中面应变， σ ｘ 为平面正应力， Ｎ０ｘ 为边界轴向拉力．

对于面内运动条形薄板，系统在运动中的动能表达形式为
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式中， ρ 为薄板的材料密度， ｔ 为时间变量．
对于处于外加横向磁场环境中的面内运动良导体材料薄板，由于结构的时变运动，将会在体内出现感应

电流，进而对薄板产生 Ｌｏｒｅｎｔｚ 电磁力的作用．若仅考虑薄板的横向振动位移及图 １ 所示的外加横向磁场环

境，则作用于薄板上的电磁力矩表达式为

　 　 ｍｘ ＝
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚ

１２
∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ Ｖ０ｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

式中， σ ０ 为材料电导率．

图 １　 导电条形板

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｅ ｓｔｒｉｐ ｐｌａｔｅ

对于图 １ 所示表面受外加横向线载荷和弹性支承作用的薄板，其作用力可分别表示为

　 　 ＰＱ ＝ δ（ｘ － ｘ０）Ｐｃｏｓ（Ω０ ｔ）， （４）
　 　 ＦＱ ＝ － δ（ｘ － ｘｋ）ｋｗ， （５）

式中， Ｐ 为线载荷幅值， Ω０ 为线载荷简谐频率， ｘ０ 为线载荷位置坐标， ｋ 为弹性支承刚度， ｘｋ 为弹性支承位

置坐标； δ（ｘ － ｘ０） 和 δ（ｘ － ｘｋ） 为 Ｄｉｒａｃ 函数．
这样，基于以上给出的表达式并根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，可推得弹性支承和线载荷作用下面内轴向运

动导电条形板的磁固耦合非线性振动方程：

　 　 － ＤＭ
∂４ｗ
∂ｘ４

＋
３ＤＮ

２
∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｎ０ｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚ

１２
Ｖ０ｘ

∂３ｗ
∂ｘ３

＋ ∂３ｗ
∂ｘ２∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＰＱ － ＦＱ ＝

　 　 　 　 ρｈ
∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ２Ｖ０ｘ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ Ｖ２
０ｘ

∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６）

式中， ＤＮ ＝ Ｅｈ ／ （１ － ν ２） 为拉伸刚度．

２　 主⁃内联合共振问题理论求解

２．１　 非线性方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

当条形板两端受到夹支⁃铰支边界约束情况时，其前两阶固有频率值满足近似 ３ 倍的关系，从而可能激

发系统的非线性内共振现象，下面针对这种边界约束情况进行分析．
为研究系统内共振特征，将满足夹支⁃铰支边界条件的方程（６）的位移解取为如下关于两阶模态的分离

变量形式：

　 　 ｗ ＝ ∑
２

ｎ ＝ １
ｑｎ（ ｔ）Ｘｎ， （７）
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式中

　 　
Ｘｎ ＝ ｃｏｓｈ（ｐｎｘ） － ｃｏｓ（ｐｎｘ） － ξ ｎ（ｓｉｎｈ（ｐｎｘ） － ｓｉｎ（ｐｎｘ）），

ξ ｎ ＝
ｃｏｓｈ（ｐｎ ｌ１） ＋ ｃｏｓ（ｐｎ ｌ１）
ｓｉｎｈ（ｐｎ ｌ１） ＋ ｓｉｎ（ｐｎ ｌ１）

，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ｐｎ ＝ （４ｎ ＋ １）π
４ｌ１

．

将式（７）代入式（６）中，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法进行积分离散，同时考虑到系统的弱非线性振动特征，引入小参

数 ε， 最终可推得面内运动板的横向两自由度非线性振动微分方程组：
　 　 ｘ１（τ） ＋ ω ２

１ｘ１（τ） ＝ － εη ２
１ｘ２（τ） ＋ εμ １１ｘ１（τ） ＋ εμ ２１ｘ２（τ） ＋

　 　 　 　 εα１［Ｓ１１ｘ３
１（τ） ＋ Ｓ２１ｘ３

２（τ） ＋ Ｓ３１ｘ１（τ）ｘ２
２（τ） ＋ Ｓ４１ｘ２

１（τ）ｘ２（τ）］ ＋ εη ２ｃｏｓ（Ωτ）， （８）
　 　 ｘ２（τ） ＋ ω ２

２ｘ２（τ） ＝ － εη ２
３ｘ１（τ） ＋ εμ １２ｘ１（τ） ＋ εμ ２２ｘ２（τ） ＋

　 　 　 　 εα２［Ｓ１２ｘ３
１（τ） ＋ Ｓ２２ｘ３

２（τ） ＋ Ｓ３２ｘ１（τ）ｘ２
２（τ） ＋ Ｓ４２ｘ２

１（τ）ｘ２（τ）］ ＋ εη ４ｃｏｓ（Ωτ）， （９）
式中

　 　 ｘｎ（τ） ＝
ｑｎ（ ｔ）
ｈ

， τ ＝ ω ｎ ｔ， Ω ＝
Ω０

ω ｎ
， ω ｎ ＝ ｂ１ｂ２ ， ω １ ＝

ｂ１

ω ｎ
， ω ２ ＝

ｂ２

ω ｎ
， α１ ＝

３ｈＤＮ

２ρＡ１１ω ２
ｎ

，

　 　 α２ ＝
３ｈＤＮ

２ρＡ２２ω ２
ｎ

， μ １１ ＝
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＣ１１

１２ρｈＡ１１ω ｎ

－
２Ｖ０ｘＢ１１

ρｈＡ１１ω ｎ
， μ １２ ＝

σ ０ｈ３Ｂ２
０ｚＣ１２

１２ρｈＡ２２ω ｎ

－
２Ｖ０ｘＢ１２

ρｈＡ２２ω ｎ
，

　 　 μ ２１ ＝
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＣ２１

１２ρｈＡ１１ω ｎ

－
２Ｖ０ｘＢ２１

ρｈＡ１１ω ｎ
， μ ２２ ＝

σ ０ｈ３Ｂ２
０ｚＣ２２

１２ρｈＡ２２ω ｎ

－
２Ｖ０ｘＢ２２

ρｈＡ２２ω ｎ
，

　 　 η ２
１ ＝

ｋＧ２１

ρｈＡ１１ω ２
ｎ

－
Ｎ０ｘＣ２１

ρｈＡ１１ω ２
ｎ

＋
Ｖ２

０ｘＣ２１

ρｈＡ１１ω ２
ｎ

－
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＶ０ｘＤ２１

１２ρｈＡ１１ω ２
ｎ

＋
ＤＭＥ２１

ρｈＡ１１ω ２
ｎ

，

　 　 η ２
３ ＝

ｋＧ１２

ρｈＡ２２ω ２
ｎ

－
Ｎ０ｘＣ１２

ρｈＡ２２ω ２
ｎ

＋
Ｖ２

０ｘＣ１２

ρｈＡ２２ω ２
ｎ

－
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＶ０ｘＤ１２

１２ρｈＡ２２ω ２
ｎ

＋
ＤＭＥ１２

ρｈＡ２２ω ２
ｎ

，

　 　 η ２ ＝
Ｐ［ｃｏｓｈ（ｐ１ｘ０） － ｃｏｓ（ｐ１ｘ０） － ξ １（ｓｉｎｈ（ｐ１ｘ０） － ｓｉｎ（ｐ１ｘ０））］

ρｈＡ１１ω ２
ｎ

，

　 　 η ４ ＝
Ｐ［ｃｏｓｈ（ｐ２ｘ０） － ｃｏｓ（ｐ２ｘ０） － ξ ２（ｓｉｎｈ（ｐ２ｘ０） － ｓｉｎ（ｐ２ｘ０））］

ρｈＡ２２ω ２
ｎ

，

　 　 ｂ２
１ ＝

ｋＧ１１

ρｈＡ１１

－
Ｎ０ｘＣ１１

ρｈＡ１１

＋
Ｖ２

０ｘＣ１１

ρｈＡ１１

－
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＶ０ｘＤ１１

１２ρｈＡ１１

＋
ＤＭＥ１１

ρｈＡ１１
，

　 　 ｂ２
２ ＝

ｋＧ２２

ρｈＡ２２

－
Ｎ０ｘＣ２２

ρｈＡ２２

＋
Ｖ２

０ｘＣ２２

ρｈＡ２２

－
σ ０ｈ３Ｂ２

０ｚＶ０ｘＤ２２

１２ρｈＡ２２

＋
ＤＭＥ２２

ρｈＡ２２
，

　 　 Ｇ１１ ＝ ［ｃｏｓｈ（ｐ１ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ１ｘｋ） － ξ １（ｓｉｎｈ（ｐ１ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ１ｘｋ））］ ２，
　 　 Ｇ１２ ＝ ［ｃｏｓｈ（ｐ１ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ１ｘｋ） － ξ １（ｓｉｎｈ（ｐ１ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ１ｘｋ））］ ×
　 　 　 　 ［ｃｏｓｈ（ｐ２ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ２ｘｋ） － ξ ２（ｓｉｎｈ（ｐ２ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ２ｘｋ））］，
　 　 Ｇ２１ ＝ ［ｃｏｓｈ（ｐ２ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ２ｘｋ） － ξ ２（ｓｉｎｈ（ｐ２ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ２ｘｋ））］ ×
　 　 　 　 ［ｃｏｓｈ（ｐ１ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ１ｘｋ） － ξ １（ｓｉｎｈ（ｐ１ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ１ｘｋ））］，
　 　 Ｇ２２ ＝ ［ｃｏｓｈ（ｐ２ｘｋ） － ｃｏｓ（ｐ２ｘｋ） － ξ ２（ｓｉｎｈ（ｐ２ｘｋ） － ｓｉｎ（ｐ２ｘｋ））］ ２ ．

上面各积分式为

　 　 Ａｎｉ ＝ ∫ｌ１
０
ＸｎＸ ｉｄｘ， Ｂｎｉ ＝ ∫ｌ１

０

ｄＸｎ

ｄｘ
Ｘ ｉｄｘ，Ｃｎｉ ＝ ∫ｌ１

０

ｄ２Ｘｎ

ｄｘ２ Ｘ ｉｄｘ， Ｄｎｉ ＝ ∫ｌ１
０

ｄ３Ｘｎ

ｄｘ３ Ｘ ｉｄｘ，

　 　 Ｅｎｉ ＝ ∫ｌ１
０

ｄ４Ｘｎ

ｄｘ４ Ｘ ｉｄｘ， Ｓ１ｉ ＝ ∫ｌ１
０

ｄ２Ｘ１

ｄｘ２

ｄＸ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｘ ｉｄｘ， Ｓ２ｉ ＝ ∫ｌ１
０

ｄＸ２

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄ２Ｘ２

ｄｘ２ Ｘ ｉｄｘ，

　 　 Ｓ３ｉ ＝ ∫ｌ１
０

ｄ２Ｘ１

ｄｘ２

ｄＸ２

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
２ｄＸ１

ｄｘ
ｄＸ２

ｄｘ
ｄ２Ｘ２

ｄｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｘ ｉｄｘ， Ｓ４ｉ ＝ ∫ｌ１

０

ｄＸ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄ２Ｘ２

ｄｘ２
＋

２ｄ２Ｘ１

ｄｘ２

ｄＸ１

ｄｘ
ｄＸ２

ｄｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｘ ｉｄｘ，
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其中　 　 ｉ ＝ １，２， ｎ ＝ １，２．
２．２　 多尺度法求解

对于本文所研究的边界条件可知，方程（８）、（９）中的固有频率满足关系 ω ２ ≈ ３ω １， 同时考虑线载激励

频率 Ω接近于一阶频率 ω １ 的主共振情形，则将会激发非线性系统的主⁃内联合共振．下面采用多尺度法［２０］对

这种双重联合共振问题进行理论求解．
首先，引入频率调谐参数 σ １ 和 σ ２， 并设

　 　 ω ２ ＝ ３ω １ ＋ εσ １， Ω ＝ ω １ ＋ εσ ２ ． （１０）
在对非线性振动方程组（８）、（９）进行一次近似解析求解时，设

　 　
ｘ１（τ；ε） ＝ ｘ１１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｘ１２（Ｔ０，Ｔ１），
ｘ２（τ；ε） ＝ ｘ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｘ２２（Ｔ０，Ｔ１），

{ （１１）

式中的时间尺度 Ｔ０ ＝ ε ０τ，Ｔ１ ＝ ε １τ ．
将式（１０）、（１１）代入方程组（８）、（９）中，展开后令等号两侧 ε 的同次幂项系数相等，得到关于 ε ０ 的近似

方程：

　 　
Ｄ２

０ｘ１１ ＋ ω ２
１ｘ１１ ＝ ０，

Ｄ２
０ｘ２１ ＋ ω ２

２ｘ２１ ＝ ０；{ （１２）

关于 ε １ 的近似方程：

　 　

Ｄ２
０ｘ１２ ＋ ω ２

１ｘ１２ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ１１ － η ２
１ｘ２１ ＋ μ １１Ｄ０ｘ１１ ＋ μ ２１Ｄ０ｘ２１ ＋ α１（Ｓ１１ｘ３

１１ ＋ Ｓ２１ｘ３
２１ ＋

　 　 Ｓ３１ｘ１１ｘ２
２１ ＋ Ｓ４１ｘ２

１１ｘ２１） ＋ η ２ｃｏｓ（Ωτ），

Ｄ２
０ｘ２２ ＋ ω ２

２ｘ２２ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ２１ － η ２
３ｘ１１ ＋ μ １２Ｄ０ｘ１１ ＋ μ ２２Ｄ０ｘ２１ ＋ α２（Ｓ１２ｘ３

１１ ＋ Ｓ２２ｘ３
２１ ＋

　 　 Ｓ３２ｘ１１ｘ２
２１ ＋ Ｓ４２ｘ２

１１ｘ２１） ＋ η ４ｃｏｓ（Ωτ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１３）

式中的微分算子 Ｄ０ ＝ ∂
∂Ｔ０

， Ｄ１ ＝ ∂
∂Ｔ１

， Ｄ２
０ ＝ ∂２

∂Ｔ２
０

．

将方程（１３）的通解表示为如下复数形式：

　 　
ｘ１１ ＝ Ａ１（Ｔ１）ｅｉω１Ｔ０ ＋ Ａ

－

１（Ｔ１）ｅ
－ ｉω１Ｔ０，

ｘ２１ ＝ Ａ２（Ｔ１）ｅｉω２Ｔ０ ＋ Ａ
－

２（Ｔ１）ｅ
－ ｉω２Ｔ０，{ （１４）

式中， Ａ
－

１，Ａ
－

２ 分别表示 Ａ１，Ａ２ 的共轭函数，ｉ ＝ －１为单位虚数．
将式（１４）代入方程（１３）中，并考虑到式（１０）表示的主⁃内联合共振频率关系，然后根据消除方程中出现

永年项（长久项）的条件，推得关于变量 Ａ１ 和 Ａ２ 的一阶微分式：

　 　
－ ２Ａ′１ω １ ｉ ＋ μ １１Ａ１ω １ ｉ ＋ ３α１Ｓ１１Ａ２

１Ａ
－

１ ＋ ２α１Ｓ３１Ａ１Ａ２Ａ
－

２ ＋ α１Ｓ４１Ａ
－ ２
１Ａ２ｅｉσ１Ｔ１ ＋ １

２
η ２ｅｉσ２Ｔ１ ＝ ０，

－ ２Ａ′２ω ２ ｉ ＋ μ ２２Ａ２ω ２ ｉ ＋ α２Ｓ１２Ａ３
１ｅ

－ ｉσ１Ｔ１ ＋ ３α２Ｓ２２Ａ２
２Ａ
－

２ ＋ ２α２Ｓ４２Ａ１Ａ
－

１Ａ２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

再将式（１５）中的 Ａｎ 表示为下面复指数形式：

　 　 Ａｎ（Ｔ１） ＝ １
２

ａｎ（Ｔ１）ｅｉβｎ（Ｔ１），　 　 ｎ ＝ １，２． （１６）

最终，将式（１６）代入式（１５）中，进行实部和虚部分离后，得到一阶状态方程：

　 　 ａ′１ ＝
１
２

μ １１ａ１ω １ ＋
α１Ｓ４１

８ω １
ａ２

１ａ２ｓｉｎ γ １ ＋
η ２

２ω １
ｓｉｎ γ ２， （１７ａ）

　 　 ａ′２ ＝
１
２

μ ２２ａ２ －
α２Ｓ１２

８ω ２
ａ３

１ｓｉｎ γ １， （１７ｂ）

　 　 ａ１γ′２ ＝ ａ１σ ２ ＋
３α１Ｓ１１

８ω １
ａ３

１ ＋
α１Ｓ３１

４ω １
ａ１ａ２

２ ＋
α１Ｓ４１

８ω １
ａ２

１ａ２ｃｏｓ γ １ ＋
η ２

２ω １
ｃｏｓ γ ２， （１７ｃ）
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　 　 ａ２γ′１ ＝ ａ２（σ １ － ３σ ２） ＋ ３ａ２γ′２ －
α２Ｓ１２

８ω ２
ａ３

１ｃｏｓ γ １ ＋
３α２Ｓ２２

８ω ２
ａ３

２ ＋
α２Ｓ４２

４ω ２
ａ２

１ａ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７ｄ）

式中　 　 γ １ ＝ β ２ － ３β １ ＋ σ １Ｔ１， γ ２ ＝ σ ２Ｔ１ － β １ ．
当研究系统稳态运动状态时，需令 ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ ０，γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０．这样，根据方程（１７）并消去 γ １ 和 γ ２，可得到主⁃

内联合共振下系统的幅频响应方程：

　 　
α２

２Ｓ２
１２

６４
ａ６

１ － １
４

μ ２
２２ω ２

２ａ２
２ － ω ２ａ２（３σ ２ － σ １） ＋

３α２Ｓ２２

８
ａ３

２ ＋
α２Ｓ４２

４
ａ２

１ａ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

＝ ０， （１８）

　 　 （μ １１ω １α２Ｓ１２ａ２
１ ＋ μ ２２ω ２α１Ｓ４１ａ２

２） ２ ＋ ２ω １α２Ｓ１２σ ２ａ２
１ ＋ ３

４
α１α２Ｓ１１Ｓ１２ａ４

１ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
２

α１α２（Ｓ１２Ｓ３１ － Ｓ４１Ｓ４２）ａ２
１ａ２

２ － ２ω ２α１Ｓ４１ａ２
２（３σ ２ － σ １） － ３

４
α１α２Ｓ２２Ｓ４１ａ４

２
ù

û
úú

２

－

　 　 　 　 α２
２Ｓ２

１２η ２
２ａ２

１ ＝ ０． （１９）
通过对方程组（１８）和（１９）的求解，即可得到条形板在弹性支承和线载荷作用下发生主⁃内联合共振时

的两阶共振幅值及变化规律．

３　 算 例 分 析

在这一节中，我们针对面内运动条形板磁弹性主⁃内联合共振下的前两阶共振幅值进行计算分析．应用

相关数学计算软件，通过编程对方程（１８）、（１９）进行求解，绘制下面共振特性曲线图（图 ２～９）．
以铝制材料薄板为例，并给定主要参数：材料电导率 σ ０ ＝ ３．６３ × １０７ （Ω·ｍ） －１，密度 ρ ＝ ２ ６７０ ｋｇ ／ ｍ３，弹

性模量 Ｅ ＝ ７１ ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３４， 板长 ｌ１ ＝ ０．５ ｍ， 板厚 ｈ ＝ ０．００５ ｍ ．
３．１　 共振幅值随频率参数变化特征

图 ２ 给出了不同外加磁感应强度下系统的一阶和二阶共振幅值随频率调谐参数 εσ ２ 变化的幅频响应曲

线图（选取 Ｎ０ｘ ＝ １０ ｋＮ ／ ｍ，Ｖ０ｘ ＝ ３０ ｍ ／ ｓ，Ｐ ＝ ５ ｋＮ ／ ｍ，ｋ ＝ １００ ｋＮ ／ ｍ２，ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ，ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ） ．从图中可以

看出，一阶共振和二阶共振的幅频响应呈现明显的非线性跳跃现象，且两者都有单值解区域和多个多值解区

域．而从整体趋势看，一阶共振幅值大于二阶共振幅值．图 ２（ａ）中非零解的个数变化规律为： ａ１ 的非零解个

数先为由 １ 个变为 ３ 个再变为 ５ 个，接着又变为 ３ 个再变为 ５ 个，最后又变为 ３ 个； ａ２ 的非零解个数先由 １
个变为 ３ 个再变为 ５ 个，接着又变为 ４ 个再变为 ２ 个又变为 ４ 个，最后变为 ２ 个．图 ２（ｂ）和图 ２（ｃ）也有类似

的多解性变化规律．比较三个图可知：随着磁感应强度的逐渐增大， ａ１ 的中部上支极值点位置变化不太明

显，但 ａ１ 的 ５ 个非零解区域逐渐变窄；而 ａ２ 的最大振幅值明显变小，且多值解区域逐渐变窄．
图 ３ 给出了不同面内轴向速度下系统的一阶和二阶共振幅值变化的幅频响应曲线图（选取 Ｂ０ｚ ＝ ０．５ Ｔ，

ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ，ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ２ 相同）．从图中可以看出，随着速度的增大， ａ１ 的中部上支极值点对

应的幅值明显增大，且其极值点位置有右移趋势，而 ａ２ 的最大幅值也有变大趋势．同时可见，系统仍存在多

个多值解区域，且随速度的增大，中间部位 ａ１ 和 ａ２ 的多值解区域对应的主架曲线宽度均逐渐变大．

（ａ） Ｂ０ｚ ＝ ０．３ Ｔ （ｂ） Ｂ０ｚ ＝ ０．６ Ｔ （ｃ） Ｂ０ｚ ＝ ０．９ Ｔ

图 ２　 不同磁感应强度下共振幅频响应图

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ
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（ａ） Ｖ０ｘ ＝ ３０ ｍ ／ ｓ （ｂ） Ｖ０ｘ ＝ ５０ ｍ ／ ｓ （ｃ） Ｖ０ｘ ＝ ７０ ｍ ／ ｓ

图 ３　 不同速度下共振幅频响应图

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐｅｅｄｓ

图 ４ 给出了不同弹性支承位置下系统的一阶和二阶共振幅值变化的幅频响应曲线图（选取 Ｖ０ｘ ＝ ３０
ｍ ／ ｓ，Ｂ０ｚ ＝ ０．３ Ｔ，ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ２ 相同）．从图中可以看出， ａ１ 和 ａ２ 呈现多值和跳跃现象．随着弹

性支承位置的右移，从图 ４（ａ）到图 ４（ｂ）， ａ１ 在 εσ ２ ＝ ０．０９ 处的上支解值变大，而 ａ２ 的最大幅值变小；从图 ４
（ｂ）到图 ４（ｃ）， ａ１ 在 εσ ２ ＝ ０．０９ 处的上支解值变化不大，而 ａ２ 的最大幅值变大．在图 ４（ａ）中， ａ１ 和 ａ２ 最多

有 ５ 个非零解，而在图 ４（ｂ）和图 ４（ｃ）中， ａ１ 和 ａ２ 最多只有 ３ 个非零解，可见，随着弹性支承位置的右移， ａ１

和 ａ２ 的 ５ 个非零解区域逐渐消失．
图 ５ 给出了不同线载荷位置下系统的一阶和二阶共振幅值变化的幅频响应曲线图（选取 Ｖ０ｘ ＝ ３０ ｍ ／ ｓ，

Ｂ０ｚ ＝ ０．３ Ｔ，ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ２ 相同）．从图中可以看出， ａ１ 和 ａ２ 的稳态解体现出了多解性特点．随
着线载荷位置的右移，从图 ５（ａ）到图 ５（ｂ）， ａ１ 的极大值点上移， ａ２ 的最大幅值也变大，同时 ａ１ 的 ５ 个非零

解出现的位置滞后；从图 ５（ｂ）到图 ５（ｃ）， ａ１ 的极大值点位置和 ａ２ 的最大共振幅值没有明显变化．

（ａ） ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ （ｂ） ｘ１ ＝ ０．２５ ｍ （ｃ） ｘ１ ＝ ０．３５ ｍ

图 ４　 不同弹性支承位置下共振幅频响应图

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

（ａ） ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ （ｂ） ｘ０ ＝ ０．２５ ｍ （ｃ） ｘ０ ＝ ０．３５ ｍ

图 ５　 不同线载荷位置下共振幅频响应图

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｉｎｅ ｌｏａｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
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３．２　 共振幅值随激励力变化特征

图 ６ 给出了不同磁感应强度下一阶和二阶共振幅值的振幅⁃外激励力曲线图（选取 Ｎ０ｘ ＝ １０ ｋＮ ／ ｍ，Ｖ０ｘ ＝
３０ ｍ ／ ｓ，Ω ＝ ０．６，ｋ ＝ １００ ｋＮ ／ ｍ２，ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ，ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ） ．从图中可以看出，一阶共振和二阶共振的曲线图都

有单值解和多值解区域，都存在跳跃现象，且从整体趋势看，一阶共振幅值大于二阶共振幅值．随着磁感应强

度的增大， ａ１ 的 ５ 个非零解出现的位置逐渐右移，且 ５ 个非零解的区域逐渐变窄，同时 ａ２ 的 ４ 个非零解区域

也随之右移并逐渐变窄．可见，由于内共振现象的影响，一阶和二阶的共振多值解区域同时出现，同时消失．
图 ７ 给出了不同面内运动速度下， 一阶和二阶共振幅值的振幅⁃外激励力曲线图（选取 Ｂ０ｚ ＝ ０．５ Ｔ， ｘ０ ＝

０．１５ ｍ， ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ６ 相同）．从图中可以看出，两阶共振均被激发，曲线存在着多解值和跳跃

现象．随着轴向速度的增大， ａ１ 的 ５ 个非零解出现的位置逐渐左移，即产生 ５ 个共振解的激励力值变小，同时

ａ２ 的 ４ 个非零解出现的位置也随之逐渐左移，系统内共振特征明显．

（ａ） Ｂ０ｚ ＝ ０．４ Ｔ （ｂ） Ｂ０ｚ ＝ ０．６ Ｔ （ｃ） Ｂ０ｚ ＝ ０．８ Ｔ

图 ６　 不同磁感应强度下振幅随激励力变化图

Ｆｉｇ． ６　 ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

（ａ） Ｖ０ｘ ＝ ３０ ｍ ／ ｓ （ｂ） Ｖ０ｘ ＝ ４０ ｍ ／ ｓ （ｃ） Ｖ０ｘ ＝ ５０ ｍ ／ ｓ

图 ７　 不同速度下振幅随激励力变化图

Ｆｉｇ． ７　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐｅｅｄｓ

图 ８ 给出了不同弹性支承位置下一阶和二阶共振幅值的振幅⁃外激励力曲线图（选取 Ｂ０ｚ ＝ ０．４ Ｔ，Ｖ０ｘ ＝
３０ ｍ ／ ｓ，ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ６ 相同）．从图中可以看出，一阶共振和二阶共振的曲线图都有单值解和

多值解区域．随着弹性支承位置的右移，从图 ８（ａ）到图 ８（ｂ）， ａ１ 和 ａ２ 的曲线形状发生变化， ａ１ 的 ５ 个非零

解区域和 ａ２ 的 ４ 个非零解区域消失，且 ａ２ 的共振幅值明显变小；从图 ８（ｂ）到图 ８（ｃ）， ａ１ 由 ３ 个解过渡到 １
个解的分岔点右移，３ 个解的区域也变大， ａ２ 幅值则略有增大．同样， ａ１ 和 ａ２ 的几个多解值区域是相互对应

的，解的个数发生突变所对应的分岔点相同．
图 ９ 给出了不同线载荷位置下一阶和二阶共振幅值的振幅⁃外激励力曲线图（选取 Ｂ０ｚ ＝ ０．４ Ｔ，Ｖ０ｘ ＝ ３０

ｍ ／ ｓ，ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ， 其余参数与图 ６ 相同）．从图中可以看出，相对于图 ９（ａ），图 ９（ｂ）中 ａ１ 的 ５ 个非零解和 ａ２

的 ４ 个非零解区域同时左移并变窄；而相对于图 ９（ｂ），图 ９（ｃ）中 ａ１ 和 ａ２ 的非零多值解区域有变大趋势，但
不明显．同时表明，由于内共振的存在，一阶和二阶共振曲线对应的多解值区域同时出现同时消失，具有多个

相同的分岔点．
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（ａ） ｘ１ ＝ ０．１５ ｍ （ｂ） ｘ１ ＝ ０．２５ ｍ （ｃ） ｘ１ ＝ ０．３５ ｍ

图 ８　 不同弹性支承位置下振幅随激励力变化图

Ｆｉｇ． ８　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

（ａ） ｘ０ ＝ ０．１５ ｍ （ｂ） ｘ０ ＝ ０．２５ ｍ （ｃ） ｘ０ ＝ ０．３５ ｍ

图 ９　 不同线载荷位置下振幅随激励力变化图

Ｆｉｇ． ９　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｉｎｅ ｌｏａｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

４　 结　 论

本文研究了弹性支承和线载荷作用下面内运动薄板的磁弹性联合共振问题，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和多尺度

法进行求解，推得系统的两自由度非线性振动方程组和联合共振响应特征方程．计算结果表明：
１） 弹性支承下，面内运动条形板的共振响应曲线具有单值解区域和多值解区域，多值解区域最多出现

５ 个非零解，并存在明显跳跃现象，呈现复杂的非线性振动特征；
２） 系统发生联合共振时，一阶共振幅值明显大于二阶共振幅值，且一阶和二阶的共振多解值区域同时

出现和消失，体现明显的内共振特征，且弹性支承和线载荷的位置对共振现象影响显著．
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