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摘要：　 针对 ２ 自由度冗余驱动并联机器人轨迹跟踪控制问题，提出了一种基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方程的鲁棒伺服控

制方法．在负载、外部干扰以及制造误差的影响下，无法得到机器人精确、完整的运动模型，导致机器人控制性能变

差．为解决这类不确定性带来的影响，提出了一种鲁棒控制方法．该方法通过保证系统的一致有界性和一致最终有

界性，使系统能够精确跟踪理想约束轨迹．此外，该方法采用 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方程，求解控制过程中满足系统理想约

束所需要的约束力．Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方程不需要 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子或伪广义速度等辅助变量，可以同时处理完整约束和

非完整约束，且可以获得满足轨迹约束的约束力解析解．利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数对该鲁棒控制方法的稳定性进行了理

论证明，并且通过仿真实验，验证了该鲁棒控制方法能够在非理想条件下实现给定轨迹的高精度跟踪控制．
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引　 　 言

并联机器人是由动平台（或称为末端）和静平台（或称为支架）以及连接着它们的若干运动分支（或称为

腿）组成的机械系统，具有动力性能好、承载能力强、精度高及刚度大等优点，目前在工业、医疗和航空等领

域上得到了广泛应用．并联机器人在实际应用中有自己的优势，但由于并联机器人结构之间的耦合关系十分

复杂，通常是一个多参数耦合及高度非线性的复杂系统，这使得对并联机器人实现精确控制十分困难．现有

的控制方法大致有基于模型的控制方法、反馈控制法、ＰＩＤ 控制方法、自适应控制法、鲁棒控制方法以及神经

网络控制和模糊控制．孟瞾［１］采用基于模型的机器人控制系统的开发方法，建立了针对机器人控制系统的元

模型和领域模型．郭盛等［２］为了对结构复杂的并联构型手控器进行力反馈操作，提出了一种基于虚拟仿真的

动力学建模与控制方法，完成了根据碰撞信号在碰撞模拟的控制策略下生成准确的反馈力数据，很好地实现

了力反馈控制效果．苏玉鑫等［３］基于机器人关节位置测量，采用分散控制策略和非线性 ＰＩＤ 控制算法，实现

了 ６ 自由度并联机器人的高精度轨迹跟踪控制．常青等［４］提出了一种四足机器人坡面运动自适应控制算法，
提高了机器人的运动稳定性．郭伟斌等［５］针对机器视觉导航的除草机器人，对导航角和导航距这两个参数选

择隶属函数，提出了一种模糊控制方法引导除草机器人沿着农作物行自动行走，验证了模糊控制方法对该机

器人有较高的控制精度．孔令文等［６］针对未知环境中六足机器人的自主导航问题，设计了一种基于模糊神经

网络的自主导航闭环控制算法，并依据该算法设计了六足机器人的导航控制系统．Ｙｕ 等［７］ 针对 ２ 自由度并

联机器人提出了一种基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方程的轨迹跟踪控制方法，该方法将理想轨迹以约束的形式引入，
并且可以同时处理完整约束和非完整约束，但这种方法对初始状态要求较为苛刻．并联机器人常为一个复杂

的不确定系统，常规的控制方法对并联机器人系统参数的不确定不具备鲁棒性，且应对负载变化导致的动力

学特性的改变以及外部干扰的能力不强，因此常规的控制方法难以达到预期的效果．
针对上述问题，本文提出了一种鲁棒控制方法．该方法通过保证系统的一致有界性和一致最终有界性，

使系统能够精确跟踪理想约束轨迹．该鲁棒控制方法需要对满足理想约束轨迹所需要的约束力进行求解．约
束力的求解可以利用静力平衡方程和虚功原理等方法．此外彭慧莲等［８］ 采用直角坐标和建立约束方程的局

部方法，给出了一种求解多体系统约束力的方法．利用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建立多体系统的动力学方程时，
系统的约束力是与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子有关的函数．冯志友等［９］ 运用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法建立了该机构的逆动力学方

程，在给定动平台的运动规律和外力后，通过动力学方程求解得出所需驱动力和约束力矩．但这些方法都无

法得到约束力的解析解．本文通过 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ［１０］方程，得到了满足系统理想约束所需要的约束力．Ｕｄｗａ⁃
ｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法不需要借助额外辅助变量，最为显著的优点是得到的约束力是解析解的表达式．在实际情况

中，由于模型的不确定性和初始约束状态不满足，使得单纯的基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法的伺服约束控制结果

出现发散现象［１１］，无法实现期望的轨迹跟踪控制．为了解决这类初始状态不满足以及模型不精确问题，本文

在并联机器人系统中引入不确定性，提出了一种鲁棒控制器．该控制方法保证系统的一致有界性和一致最终

有界性，并且通过理论证明和仿真验证的方式，说明了该鲁棒控制方法的稳定性和有效性．

１　 并联机器人系统及约束力模型

一个 ２ 自由度冗余驱动并联机器人如图 １ 所示，其由 ３ 个子系统组成，单个子系统如图 ２ 所示．每个子
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系统的一端通过旋转关节固定在支座上，３ 个支座上的旋转关节由 ３ 个电机提供驱动力矩，另一端则连接在

一个末端执行器上．

图 １　 平面 ２ 自由度冗余驱动并联机器人 图 ２　 子系统 ｉ

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ⁃ｄｒｉｖｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ Ｆｉｇ． ２　 Ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｉ

一般机械系统的动力学方程可以写成如下形式［１２］：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｇ（ｑ，ｔ） ＝ τ， （１）

其中 ｔ ∈ Ｒ 是时间变量， ｑ∈ Ｒｎ 为系统状态变量， ｑ∈ Ｒｎ 是对应的速度向量， ｑ∈ Ｒｎ 是对应的加速度向量，
τ ∈ Ｒｎ 是系统控制输入， Ｍ（ｑ，ｔ） 代表质量 ／惯量矩阵， Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ） 代表离心力 ／科氏力矩阵， Ｇ（ｑ，ｔ） 代表重

力矩阵．Ｍ（ｑ，ｔ），Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ） 和 Ｇ（ｑ，ｔ） 具有适当的维数，并且假设 Ｍ（·），Ｃ（·） 和 Ｇ（·） 都是连续的．
针对本文的研究对象———２ 自由度冗余驱动并联机器人来说，由于系统水平，所以重力势能始终不变．

根据式（１）可写出 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学方程，进一步将 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的

动力学方程改写成如下无约束形式［７］：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＝ τ， （２）

其中，选取的状态变量 ｑ ＝ ［ｑａ１，ｑｂ１，ｘａ１，ｙａ１，ｑａ２，ｑｂ２，ｘａ２，ｙａ２，ｑａ３，ｑｂ３，ｘａ３，ｙａ３］ Ｔ，系数矩阵Ｍ，Ｃ的定义及表达式

参见附录 Ａ ．假设式（２）的系统存在 ｍ 个约束（ｍ ≤ ｎ）， 即

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ，ｔ）ｑｌ ＝ Ｃ ｌ（ｑ，ｔ）， （３）

其中 ｌ ＝ １，２，３，…，ｍ ．上述约束被看做是一阶形式，将一阶形式的约束写成如下矩阵：
　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｃ（ｑ，ｔ）， （４）

其中 Ａ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × ｎ 阶矩阵（ｍ ≤ ｎ），ｃ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × １ 阶列向量．将一阶形式的约束对时间求一次导，可得

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｄ
ｄｔ

Ａｌｉ（ｑ，ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｌ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ａｌｉ（ｑ，ｔ）ｑｌ ＝

ｄ
ｄｔ

Ｃ ｌ（ｑ，ｔ）， （５）

其中

　 　 ｄ
ｄｔ

Ａｌｉ（ｑ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ａｌｉ（ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

＋
∂Ａｌｉ（ｑ，ｔ）

∂ｔ
，

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｃ ｌ（ｑ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

∂Ｃ ｌ（ｑ，ｔ）
∂ｑ ｊ

＋
∂Ｃ ｌ（ｑ，ｔ）

∂ｔ
．

在式（５）中，我们将二阶项 ｑｌ 放在等式左边，其余移项到等式右边，并设

　 　 ｂｌ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ｄ
ｄｔ

Ｃ ｌ（ｑ，ｔ） － ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｄ
ｄｔ

Ａｌｉ（ｑ，ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｌ ． （６）

联立式（５）和式（６），并写成矩阵形式：
　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）， （７）

其中 Ａ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × ｎ 阶矩阵， ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） 为 ｍ × １ 阶列向量．假设对于每一个 （ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ，Ｍ（ｑ，ｔ） ＞ ０．
根据 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法，系统模型（２）要满足约束（７）需要额外的约束力 Ｑｃ：

　 　 Ｑｃ ＝ Ｍ１ ／ ２（ｑ，ｔ）（Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１ ／ ２（ｑ，ｔ）） ＋［ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ］， （８）
其中“＋”为广义逆矩阵，该约束力服从 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒ 原理的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形式，且约束力为解析解，同时基于与“非
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约束系统”相同的系统状态变量．

２　 鲁棒控制器设计

２ 自由度冗余驱动并联机器人是一个相对复杂的多输入多输出非线性系统，其控制是十分复杂的．由于

测量和建模的不精确，再加上负载的变化以及外部扰动的影响，实际上无法得到机器人精确、完整的运动模

型，所以我们在机器人动力学模型中引入不确定性概念．包含不确定性的系统模型，可以用下面的方程（９）来
描述：

　 　 Ｍ（ｑ，σ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，σ，ｔ）ｑ ＝ τ， （９）
其中 σ ∈ Σ ⊂ Ｒｐ 是不确定参数， Σ 是紧凑且有界的， 代表着 σ 可能的边界．

假设 １　 对于每一个 （ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ，σ ∈ Σ， 都有 Ｍ（ｑ，σ，ｔ） ＞ ０．
假设 ２　 惯性矩阵 Ｍ（ｑ，σ） 是一致正定的，而且存在常量 ρ－，ρ

－
＞ ０， 使得

　 　 ρ
－
≤ ‖Ｍ（ｑ，σ）‖ ≤ ρ－，　 　 ∀ｑ ∈ Ｒｎ ．

由于本文引入了不确定性，故可以将 Ｍ（·），Ｃ（·） 做如下分解：

　 　
Ｍ（ｑ，σ） ＝ Ｍ

－
（ｑ） ＋ ΔＭ（ｑ，σ），

Ｃ（ｑ，ｑ，σ） ＝ Ｃ
－
（ｑ，ｑ） ＋ ΔＣ（ｑ，ｑ，σ），{ （１０）

式中 Ｍ
－
和 Ｃ

－
表示已确定的部分， ΔＭ 和 ΔＣ 则代表不确定性部分．为表达方便，令

　 　

Ｄ（ｑ） ＝ Ｍ
－ －１（ｑ），

ΔＤ（ｑ，σ） ＝ Ｍ －１（ｑ，σ） － Ｍ
－ －１（ｑ），

Ｅ（ｑ，σ） ＝ Ｍ
－
（ｑ）Ｍ －１（ｑ，σ） － Ｉ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

根据式（１１）可得 ΔＤ（ｑ，σ） ＝ Ｄ（ｑ）Ｅ（ｑ，σ） ．
假设 ３　 存在一个常量 ρＥ ＞ － １（可能未知），使得对于所有的 （ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ， 都有

　 　 １
２

ｍｉｎ
σ∈Σ

λｍｉｎ（Ｅ（ｑ，σ，ｔ） ＋ ＥＴ（ｑ，σ，ｔ）） ≥ ρＥ， （１２）

常量 ρＥ 一般是未知的，因为不确定性边界是未知的．如果特殊情况下没有不确定度，那么 Ｍ ＝ Ｍ
－
（无不确定

性）， Ｅ ＝ ０，Ｗ ＝ ０， 在这种情况下我们可以选择 ρＥ ＝ ０．
假设 ４　 对于给定的 Ｐ ∈ Ｒｍ×ｍ，Ｐ ＞ ０，
　 　 Ψ（ｑ，ｔ） ＝ ＰＡ（ｑ，ｔ）Ｄ（ｑ，ｔ）Ｄ（ｑ，ｔ）ＡＴ（ｑ，ｔ）Ｐ， （１３）

存在一个常数 λ－ ＞ ０， 使得

　 　 ｉｎｆ
（ｑ，ｔ）∈Ｒｎ×Ｒ

λｍｉｎ（Ψ（ｑ，ｔ）） ≥ λ－ ， （１４）

矩阵 Ψ（ｑ，ｔ） 被认为是一致正定的，因此其最小特征值的下界为正．
由于模型的不确定性，理想的约束力无法实现期望约束轨迹，即 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｃ（ｑ，ｔ） ．设 β（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ａ（ｑ，

ｔ）ｑ － ｃ（ｑ，ｔ）， 同时初始时刻 ｔ ＝ ｔ０ 时，系统有可能不满足理想约束，即 β ≠ ０．为了在非理想条件下使并联机

器人实现理想轨迹，本文提出了如下控制器设计：
　 　 τ ＝ ｐ１１（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ ｐ１２（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ ｐ１３（ｑ，ｑ，ｔ） ． （１５）

根据式（９），令

　 　 ｐ１１ ＝ Ｍ
－ １ ／ ２（ｑ，ｔ）（Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ

－ －１ ／ ２（ｑ，ｔ）） ＋［ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋

　 　 　 　 Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ
－ －１（ｑ，ｔ）Ｃ

－
（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ］， （１６）

ｐ１１（ｑ，ｑ，ｔ） 即为计算出的理想约束力．在有确定性的情况下， ｐ１２（ｑ，ｑ，ｔ） 可以使控制系统稳定和收敛：

　 　 ｐ１２（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ － κＭ
－ －１（ｑ）ＡＴ（ｑ，ｔ）Ｐ（Ａ（ｑ，ｔ）ｑ － ｃ（ｑ，ｔ）） ． （１７）
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考虑系统不确定性，为实现理想轨迹，令
　 　 ｐ１３（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ － γ（ｑ，ｑ，ｔ）μ（ｑ，ｑ，ｔ）ρ（ｑ，ｑ，ｔ）， （１８）

式中

　 　 μ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ ＤＡＴＰ（Ａｑ － ｃ）ρ（ｑ，ｑ，ｔ），

　 　 γ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝

（１ ＋ ρ（ｑ，ｑ，ｔ）） －１

‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖
， ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ＞ ε，

（１ ＋ ρ（ｑ，ｑ，ｔ）） －１

ε
， ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ≤ ε，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中， γ（ｑ，ｑ，ｔ） 满足所示自适应律．当系统参数 μ（ｑ，ｑ，ｔ） 满足 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ＞ ε 时， γ（ｑ，ｑ，ｔ） 的大小随

μ（ｑ，ｑ，ｔ） 改变，但当 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ 过小时， γ（ｑ，ｑ，ｔ） 的大小不至于变得无法控制．
对于任意的 （ｑ，ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒ， 函数 ρ（ｑ，ｑ，ｔ） 定义如下：
　 　 ρ（ｑ，ｑ，ｔ） ≥ ｍａｘ

σ∈Ξ
‖ＰＡ［ΔＤ（ － Ｃｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２） ＋ Ｄ（ － ΔＣｑ）］‖ ． （１９）

通过选择合适的参数 κ，ε ＞ ０， 根据式（１５） ～ （１８），可以得到系统输入力矩 τ ．在假设 １ ～ ４ 的前提下，系统

（３）在控制输入力矩 τ 的作用下，可以使得 β（ｑ，ｑ，ｔ） 满足一致有界性和一致最终有界性．
定理 １　 一致有界性：对于任意的 ｒ ＞ ０， 有 ｄ（ ｒ） ＜ ∞ 使得如果 β（·） 是任意解，对于 ‖β（ ｔ０）‖≤ ｒ 所

有的 ｔ ≥ ｔ０， 都有 ‖β（ ｔ）‖ ≤ ｄ（ ｒ） ．

一致最终有界性：对于任意的 ｒ ＞ ０， 其中 ‖β（ ｔ０）‖ ≤ ｒ， 存在 ｄ
－
＞ ０ 使得 ‖β（ ｔ）‖ ≤ ｄ

－
对于任意的

ｄ
－
＞ ｄ

－
并且 ｔ ≥ ｔ０ ＋ Ｔ（ｄ

－
，ｒ） 成立，其中 Ｔ（ｄ

－
，ｒ） ＜ ∞ ．

３　 控制器稳定性分析

稳定性分析采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法，选取合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（β）：
　 　 Ｖ（β） ＝ β ＴＰβ， （２０）

证明 Ｖ（β） 为合法的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数．根据假设 ４ 可知， Ｐ 为给定正定矩阵，设其最大特征值和最小特征值分

别为 λ Ｐｍａｘ，λ Ｐｍｉｎ，λ Ｐｍａｘ ≥ λ Ｐｍｉｎ ＞ ０， 故

　 　 λ Ｐｍｉｎ‖β‖２ ≤ Ｖ（β） ≤ λ Ｐｍａｘ‖β‖２ ． （２１）
对于控制系统期望的相应轨迹 β 和系统存在的不确定度 σ（ ｔ），Ｖ（β） 的一阶导数如下：
　 　 Ｖ ＝ ２β ＴＰβ ＝ ２β ＴＰ（Ａｑ － ｂ） ＝ ２β ＴＰ {Ａ［Ｍ －１（ － Ｃｑ） ＋ Ｍ －１（ｐ１１ ＋ ｐ１２ ＋ ｐ１３）］ － ｂ } ． （２２）

联立式（１１）和式（２２），可得

　 　 Ｖ ＝ ２β ＴＰ {Ａ［（Ｄ ＋ ΔＤ）（ － Ｃ
－
ｑ － ΔＣｑ） ＋ （Ｄ ＋ ΔＤ）（ｐ１１ ＋ ｐ１２ ＋ ｐ１３）］ － ｂ } ＝

　 　 　 　 ２β ＴＰ {Ａ［Ｄ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１） ＋ Ｄｐ１２ ＋ Ｄ（ － ΔＣｑ） ＋

　 　 　 　 ΔＤ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２） ＋ （Ｄ ＋ ΔＤ）ｐ１３］ － ｂ } ． （２３）

根据式（８）可知

　 　 Ａ［Ｄ（ － Ｃ
－
ｑ） ＋ Ｄｐ１１］ － ｂ ＝ ０． （２４）

联立式（２３）和式（２４）可得

　 　 Ｖ ＝ ２β ＴＰＡ［Ｄ（ － ΔＣｑ） ＋ ΔＤ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２） ＋ Ｄｐ１２ ＋ （Ｄ ＋ ΔＤ）ｐ１３］， （２５）

　 　 Ｖ ＝ ２β ＴＰＡ［Ｄ（ － ΔＣｑ） ＋ ΔＤ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２） ＋ Ｄｐ１２ ＋ （Ｄ ＋ ΔＤ）ｐ１３］ ． （２６）

式（２５）可以拆分为 ３ 部分，根据式（１９）可得

　 　 ２β ＴＰＡ［Ｄ（ － ΔＣｑ） ＋ ΔＤ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２）］ ≤

　 　 　 　 ２‖β‖‖ＰＡ［Ｄ（ － ΔＣｑ） ＋ ΔＤ（ － Ｃ
－
ｑ ＋ ｐ１１ ＋ ｐ１２）］‖ ≤ ２‖β‖ρ（ｑ，ｑ，ｔ） ． （２７）

根据式（１７），将 ｐ１２ 内参数全部展开可得
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　 　 ２β ＴＰＡＤｐ１２ ＝ ２β ＴＰＡＤ［ － κＭ
－ －１ＡＴＰ（Ａｑ － ｃ）］ ＝

　 　 　 　 － ２κβ ＴＰＡＤＭ
－ －１ＡＴＰβ ＝ － ２κ（ＤＡＴＰβ） Ｔ（ＤＡＴＰβ） ＝ － ２κηＴη ＝ － ２κ‖η‖２， （２８）

式中 η ＝ ＤＡＴＰβ ．由于 ΔＤ ＝ ＤＥ， 根据式（１８）可得

　 　 ２β ＴＰＡ（Ｄ ＋ ΔＤ）ｐ１３ ＝ ２β ＴＰＡ（Ｄ ＋ ＤＥ）（ － γ（ｑ，ｑ，ｔ）μ（ｑ，ｑ，ｔ）ρ（ｑ，ｑ，ｔ）） ＝
　 　 　 　 ２（ＤＡＴＰβρ） Ｔ（Ｉ ＋ Ｅ）（ － γμ） ＝ － ２γμ Ｔμ － ２γμ ＴＥμ ≤
　 　 　 　 － ２γ‖μ‖２ － γμ Ｔλｍｉｎ（Ｅ ＋ ＥＴ）μ ≤－ ２γ（１ ＋ ρＥ）‖μ‖２ ． （２９）

当 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ＞ ε 时，

　 　 － ２γ（１ ＋ ρＥ）‖μ‖２ ＝ － ２ （１ ＋ ρ（ｑ，ｑ，ｔ）） －１

‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖
（１ ＋ ρＥ）‖μ‖２ ＝ － ２‖μ‖； （３０）

当 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ≤ ε 时，

　 　 － ２γ（１ ＋ ρＥ）‖μ‖２ ＝ － ２ （１ ＋ ρ（ｑ，ｑ，ｔ）） －１

ε
（１ ＋ ρＥ）‖μ‖２ ＝ － ２ ‖μ‖２

ε
． （３１）

联立式（２５） ～ （３０）可得，当 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ＞ ε 时，
　 　 Ｖ ≤－ ２κ‖η‖２ － ２‖μ‖ ＋ ２‖β‖ρ ． （３２）

因为 η ＝ ＤＡＴＰβ，ｉｎｆ（ｑ，ｔ）∈Ｒｎ×Ｒλｍｉｎ（Ψ（ｑ，ｔ）） ≥ λ－ ， 所以

　 　

‖η‖２ ＝ ηＴη ＝ β ＴＰＡＤＤＴＡＰβ ３ ≥ λ－ β
Ｔβ ３ ≥ λ－ ‖β‖２，

‖μ‖２ ＝ μ Ｔμ ＝ β ＴＰＡＤρＤＴＡＰβρ ３ ≥ λ－ ρ
２β Ｔβ ３ ≥ λ－ ρ

２‖β‖２，

‖μ‖３ ≥ ρ λ－ ‖β‖ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３３）

联立式（３１） ～ （３２）可得

　 　 Ｖ ≤－ ２κ‖η‖２ － ２‖μ‖ ＋ ２‖β‖ρ ≤

　 　 　 　 － ２κλ－ ‖β‖２ － ２ρ λ－ ‖β‖ ＋ ２‖β‖ρ ≤－ ２κλ－ ‖β‖２ ＋ ２ρ（１ － λ－ ）‖β‖ ． （３４）
当 ‖μ（ｑ，ｑ，ｔ）‖ ≤ ε 时，

　 　 Ｖ ≤－ ２κ‖η‖２ － ２ ‖μ‖２

ε
＋ ２‖β‖ρ ≤

　 　 　 　 － ２κλ－ ‖β‖２ － ２
λ－ ρ

２‖β‖２

ε
＋ ２‖β‖ρ ≤－ ２κλ－ ‖β‖２ ＋ ε

２λ－
． （３５）

设 δ ＝ ｍａｘ { ２ρ（１ － λ－ ）‖β‖，ε ／ （２λ－ ） } ， 则对于所有的 ε ＞ ０ 都有

　 　 Ｖ ≤－ ２κλ－ ‖β‖２ ＋ δ ． （３６）
在假设 １～４ 的前提下，选择合适的 ε，ρ 和 Ｐ， 使得

　 　 － ２κλ－ ‖β‖２ ＋ δ ≤ ０， ‖β‖２ ≥ δ
２κλ－

， （３７）

故 Ｖ 为合法的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数．根据文献［１３］的一致有界性， ｄ（ ｒ） 表示如下：

　 　 ｄ（ ｒ） ＝
Ｒ

λｍａｘ（Ｐ）
λｍｉｎ（Ｐ）

，　 　 ｒ ≤ Ｒ，

ｒ
λｍａｘ（Ｐ）
λｍｉｎ（Ｐ）

，　 　 ｒ ＞ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

Ｒ ＝ δ
２κλ－

． （３８）

此外，一致最终有界性表示如下：

　 　 ｄ
－
＝ Ｒ

λｍａｘ（Ｐ）
λｍｉｎ（Ｐ）

， （３９）

给定任意 ｄ
－
， 满足 ｄ

－
＞ ｄ

－
，
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　 　 Ｔ（ｄ
－
，ｒ） ＝

０， ｒ ≤ Ｒ
－
，

λｍａｘ（Ｐ） ｒ２ － λｍｉｎ（Ｐ） Ｒ
－ ２

２κλ－ Ｒ
－ ２ － δ

， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

Ｒ
－
＝ ｄ

－ λｍｉｎ（Ｐ）
λｍａｘ（Ｐ）

． （４０）

根据式（３８）、（３９）可知， ｄ
－
决定了一致最终有界性的半径，在选定了矩阵 Ｐ 后，当 Ｒ →０ 时 ｄ

－ →０，ε →０， 因

此在 ε → ０ 时 ｄ
－ → ０， 所以系统是稳定的．

上述证明，利用合理的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数从理论上推导了所提控制器的稳定性．同时保证了系统的一致有

界性和一致最终有界性．

４　 数值仿真分析

本节通过 ＭＡＴＬＡＢ 数值模拟的方法来验证所提出的鲁棒控制方法的有效性．当然，单个子系统的一些

动力学参数，例如连杆长度、连杆质量、质心位置、连杆相对质心的惯性矩等都是已知的，如表 １ 所示．
表 １　 连杆的动力学参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌｉｎｋ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　
ｌｅｎｇｔｈ

Ｌ ／ ｍ

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ

ｔｏ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ｒ ／ ｍ

ｍａｓｓ

ｍ ／ ｋｇ

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｔｏ ｔｈｅ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ Ｉ ／ （ｋｇ·ｍ２）
Ｌａ１ ０．２４４ ０．１１５ ０ １．２５２ ５ ０．０１２ ４
Ｌｂ１ ０．２４４ ０．１６２ １ １．０７７ １ ０．００９ ８
Ｌａ２ ０．２４４ ０．０６５ ７ １．３６６ ３ ０．０１２ ２
Ｌｂ２ ０．２４４ ０．１０９ ６ ０．４１３ ２ ０．００３ ６
Ｌａ３ ０．２４４ ０．０６５ ７ １．３６６ ３ ０．０１２ ２
Ｌｂ３ ０．２４４ ０．１０９ ６ ０．４１３ ２ ０．００３ ６

　 　 另外，还需要知道每个子系统各个连杆之间的初始角度值和三个基座的位置坐标，在这里我们假设速

度 ／ 角速度和加速度 ／角加速度在初始时刻为 ０，并选择合适的机器人初始位置 ／角度状态变量 ｑ０ ＝ ［１．３０１ ５，
２．１７５ ２，０，０．２５，２．９１０ ５，１．４５９ ３，０．４３，０，２．９８１ ０，１．８７７ ６，０．４２６ ９，０．５００ ５］ Ｔ ．系统模型（２）的参数根据文献

［１４］可得．
我们期望末端执行器 Ｅ的 ｘ坐标和 ｙ坐标分别为时间 ｔ的函数 ｆｘ（ ｔ） 和 ｆｙ（ ｔ）， 设理想的轨迹为 ｆｘ（ ｔ） ＝ ｘｅ１

＋ ０．０１ｃｏｓ（ ｔ）， ｆｙ（ ｔ） ＝ ｙｅ１ － ０．０１ｓｉｎ（ ｔ）， 其中理想 ｘ坐标变化曲线为余弦函数，理想 ｙ 坐标变化曲线为正弦函

数，合成理想的末端运动轨迹为平面内的圆．根据式（７）可得约束方程为

　 　 Ａ１（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ１（ｑ，ｑ，ｔ）， （４１）
其中

　 　 Ａ１（ｑ，ｔ） ＝

　 　 　 　
－ Ｌｓｉｎ（ｑａ１） － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｌｃｏｓ（ｑａ１） ＋ Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ｂ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＝
Ｌｃｏｓ（ｑａ１）ｑ２

ａ１ ＋ Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１）（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ － ０．０１ｃｏｓ（ ｔ）

Ｌｓｉｎ（ｑａ１）ｑ２
ａ１ ＋ Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１）（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ ＋ ０．０１ｓｉｎ（ ｔ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

（ｘｅ１，ｙｅ１） 是选取的初始基准点的位置坐标，根据初始位置而定，为常数．
在上述参数条件下，虽然初始条件没有完全符合理想约束，例如初始基座位置和初始连杆角度都不一定

完全精确，同时加速度 ／角加速度在初始时刻也不一定都为 ０．但所提鲁棒控制方法对这类初始状态不确定

的情况有一定鲁棒性和适应性．利用 ＭＡＴＬＡＢ 数值模拟，比较利用所提鲁棒控制方法和常规 ＰＩＤ 控制方法

的控制效果，以下为仿真验证结果．
图 ３ 为机器人末端的 ｘ 轴坐标轨迹． 从约束 ｆｘ（ ｔ） ＝ ｘｅ１ ＋ ０．０１ｃｏｓ（ ｔ） 可知， 末端期望 ｘ 轴轨迹为余弦函
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数．图 ４ 为机器人末端的 ｙ轴坐标轨迹．从约束 ｆｙ（ ｔ）＝ ｙｅ１ － ０．０１ｓｉｎ（ ｔ） 可知，末端期望 ｙ轴轨迹为正弦函数．从
仿真结果可以看出，传统 ＰＩＤ 控制与理想轨迹有一定偏差，而所提的鲁棒控制则基本完全和理想轨迹重合，
具有很好的鲁棒性，在非理想初始条件下，也能实现对理想轨迹的准确跟踪．

按照给定理想轨迹约束，合成的实际轨迹为平面内的圆形．图 ５ 为实际末端轨迹，从图 ５ 可以明显看出，
本文所提鲁棒控制与传统 ＰＩＤ 控制相比有更佳的控制性能．传统 ＰＩＤ 控制轨迹跟踪性能较弱，而鲁棒控制则

能够较为精确地跟踪理想约束轨迹．

图 ３　 ｘ 轴坐标轨迹图 图 ４　 ｙ 轴坐标轨迹图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｘ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

图 ５　 末端执行器轨迹图 图 ６　 轨迹跟踪误差图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｅｆｆｅｃｔｏｒ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ

表 ２ 为鲁棒控制器的跟踪误差与传统 ＰＩＤ 控制器的跟踪误差数据，图 ６ 为鲁棒控制器的跟踪误差与传

统 ＰＩＤ 控制器的跟踪误差对比图．从表 ２ 和图 ６ 左侧坐标轴可以看出，鲁棒控制器的跟踪误差最大不超过 ８．４×
１０－６ ｍ，具有良好的轨迹跟踪性能．从表 ２ 和图 ６ 右侧坐标轴可以看出，传统 ＰＩＤ 控制器的跟踪误差最大已经

达到 ３．７１×１０－４ ｍ，可知 ＰＩＤ 控制的轨迹跟踪性能相比鲁棒控制较弱．
表 ２　 鲁棒控制与 ＰＩＤ 控制下的跟踪误差对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｒｏｂｕｓｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌ

　
ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｘ⁃ ａｘｉｓ

ＭＩＮ ＡＶＧ ＭＡＸ

ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｙ⁃ ａｘｉｓ

ＭＩＮ ＡＶＧ ＭＡＸ

ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｅｆｆｅｃｔｏｒ

ＭＩＮ ＡＶＧ ＭＡＸ
ｒｏｂｕｓｔ ｃｏｎｔｒｏｌ Δｆｒ ／ ｍ ０ ６．２８×１０－６ ８．１５×１０－６ ０ １．５×１０－６ １．９５×１０－６ ０ ７．９８×１０－６ ８．３７×１０－６

ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌ ΔｆＰＩＤ ／ ｍ ０ ８×１０－６ ７．７×１０－５ ０ ８．８×１０－５ ３．７１×１０－４ ０ １．５７×１０－４ ３．７１×１０－４

　 　 综上仿真结果可知，本文提出的鲁棒控制，可以有效地在非理想初始条件下，准确地跟踪理想轨迹．
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５　 结　 　 论

由于机器人测量和建模的不精确，再加上负载的变化以及外部扰动的影响，实际上无法得到机器人精

确、完整的运动模型．对于这样一个复杂的不确定系统，常规的控制方法对并联机器人系统参数的不确定不

具备鲁棒性，且应对负载变化导致的动力学特性的改变以及外部干扰的能力不强，因此常规的控制方法难以

达到预期的效果．为解决这类问题，本文在并联机器人系统中引入不确定性，将系统拆分为已知部分和不确

定部分，并且提出一种鲁棒伺服约束控制．为解决鲁棒控制中约束力求解问题，采用 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法得

到系统约束力解析解．通过理论证明和仿真验证的方式，说明了该鲁棒控制方法的稳定性和有效性．同时，对
比传统 ＰＩＤ 控制，本文所提鲁棒控制具有较好的控制性能，轨迹跟踪能力更强，具有较好的鲁棒性．综上所

述，使用本文所提出的鲁棒约束控制方法，在非理想条件下，能够实现给定轨迹的高精度跟踪控制，具有良好

的控制性能．

附　 录　 Ａ

文中并联机器人状态变量选为 ｑ ＝ ［ｑａ１，ｑｂ１，ｘａ１，ｙａ１，ｑａ２，ｑｂ２，ｘａ２，ｙａ２，ｑａ３，ｑｂ３，ｘａ３，ｙａ３］ Ｔ，向量中各组成元素及并联机器人基

本参数如表 Ａ１ 所示．
表 Ａ１　 第 ｉ 个子系统的参数 （ ｉ ＝ １， ２， ３）

Ｔａｂｌｅ Ａ１　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ ｔｈ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ （ ｉ ＝ １， ２， ３）

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｎａｍｅ ａｃｔｕａｌ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｅａｎｉｎｇ
ｘａｉ，ｙａｉ ｘ⁃ ａｘｉｓ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ａｉ

ｘｍａｉ，ｙｍａｉ ｘ⁃ ａｘｉｓ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ Ｃａｉ

ｘｍｂｉ，ｙｍｂｉ ｘ⁃ ａｘｉｓ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ Ｃｂｉ

ｑａｉ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ＡｉＢｉ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｌｉｎｅ

ｑｂｉ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ＢｉＥｉ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｌｉｎｅ

ｒａｉ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ Ｃａｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ａｃｔｉｖｅ ｊｏｉｎｔ Ａｉ

ｒｂｉ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ Ｃｂｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ａｃｔｉｖｅ ｊｏｉｎｔ Ｂｉ

Ｌ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ ＡｉＢｉ

ｍａｉ， ｍｂｉ ｍａｓｓｅｓ ｏｆ ｌｉｎｋｓ ＡｉＢｉ， ＢｉＥｉ

Ｉａｉ， Ｉｂｉ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｌｉｎｋｓ ＡｉＢｉ， ＢｉＥｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ

　 　 并联机器人的动力学方程为

　 　

Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＝ τ，

Ｍ ＝

Ｍ１ ０ ０

０ Ｍ２ ０

０ ０ Ｍ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｃ ＝

Ｃ１ ０ ０

０ Ｃ２ ０

０ ０ Ｃ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， τ ＝

τ１

τ２

τ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（Ａ１）

式（Ａ１）中 ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示第 ｉ 个子系统，第 ｉ 个机械臂子系统的运动方程的矩阵形式如下：
　 　 Ｍｉ（ｑｉ，ｔ）ｑｉ ＋ Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｔ）ｑｉ ＝ τ ｉ， （Ａ２）

　 　 Ｍｉ ＝

Ｍｉ１１ Ｍｉ１２ Ｍｉ１３ Ｍｉ１４

Ｍｉ２１ Ｍｉ２２ Ｍｉ２３ Ｍｉ２４

Ｍｉ３１ Ｍｉ３２ Ｍｉ３３ Ｍｉ３４

Ｍｉ４１ Ｍｉ４２ Ｍｉ４３ Ｍｉ４４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

， Ｃｉ ＝

Ｃｉ１１ Ｃｉ１２ Ｃｉ１３ Ｃｉ１４

Ｃｉ２１ Ｃｉ２２ Ｃｉ２３ Ｃｉ２４

Ｃｉ３１ Ｃｉ３２ Ｃｉ３３ Ｃｉ３４

Ｃｉ４１ Ｃｉ４２ Ｃｉ４３ Ｃｉ４４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

， （Ａ３）

其中

　 　 Ｍｉ１１ ＝ Ｉａ ｉ ＋ Ｉｂｉ ＋ ｍａ ｉ ｒａｉ ２ ＋ ｍｂｉ（Ｌ２ ＋ ｒ２ｂｉ ＋ ２Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ），

　 　 Ｍｉ１２ ＝ Ｍｉ２１ ＝ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉ（ ｒ２ｂｉ ＋ Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ１３ ＝ Ｍｉ３１ ＝ － ［（ｍａｉ ｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉ ｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｍｉ１４ ＝ Ｍｉ４１ ＝ （ｍａｉ ｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉ ｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
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　 　 Ｍｉ２２ ＝ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉ ｒ２ｂｉ，
　 　 Ｍｉ２３ ＝ Ｍｉ３２ ＝ － ｍｂｉ ｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ２４ ＝ Ｍｉ４２ ＝ － ｍｂｉ ｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ３３ ＝ Ｍｉ４４ ＝ ｍａｉ ＋ ｍｂｉ，
　 　 Ｍｉ３４ ＝ Ｍｉ４３ ＝ ０，
　 　 Ｃｉ１１ ＝ － ｍｂｉＬｒｂｉｑｂｉｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃｉ１２ ＝ － ｍｂｉＬｒｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃｉ２１ ＝ ｍｂｉＬｒｂｉｑａｉｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃｉ３１ ＝ ｑａｉ［（ｍａｉ ｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉ ｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｃｉ３２ ＝ － ｍｂｉ ｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｃｉ４１ ＝ － ｑａｉ［（ｍａｉ ｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉ ｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｃｉ４２ ＝ － ｍｂｉ ｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｃｉ１３ ＝ Ｃｉ１４ ＝ Ｃｉ２２ ＝ Ｃｉ２３ ＝ Ｃｉ２４ ＝ Ｃｉ３３ ＝ Ｃｉ３４ ＝ Ｃｉ４３ ＝ Ｃｉ４４ ＝ ０．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 孟瞾． 基于模型的机器人控制系统集成仿真验证平台［Ｄ］ ． 硕士学位论文． 广州： 华南理工大学， ２０１５．（ＭＥＮＧ
Ｚｈａｏ． Ｍｏｄｅｌ⁃ｂａｓｅｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｆｏｒ ｒｏｂｏｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ［Ｄ］ ． Ｍａｓｔｅｒ Ｔｈｅ⁃
ｓｉｓ． Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ： Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 郭盛， 梁艺瀚， 王志群， 等． 基于虚拟仿真的并联构型手控器动力学建模与力反馈控制［Ｊ］ ． 机器人， ２０１５， ３７
（２）： ２２４⁃２３０．（ＧＵＯ Ｓｈｅｎｇ， ＬＩＡＮＧ Ｙｉｈａｎ， ＷＡＮＧ Ｚｈｉｑｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｆｏｒｃｅ⁃ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎ⁃
ｔｒｏｌ ｏｆ ｈａｐｔｉｃ ｄｅｖｉｃｅ ｗｉｔｈ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｖｉｒｔｕａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｒｏｂｏｔ， ２０１５， ３７（２）： ２２４⁃２３０．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 苏玉鑫， 段宝岩， 张永芳， 等． 并联机器人的非线性 ＰＩＤ 控制［Ｊ］ ． 控制与决策， ２００３， １８（４）： ４９０⁃４９３．（ＳＵ Ｙｕｘ⁃
ｉｎｇ， ＤＵＡＮ Ｂａｏｙａｎ， ＺＨＡＮＧ Ｙｏｎｇｆａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ［Ｊ］ ． Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ
Ｄｅｃｉｓｉｏｎ， ２００３， １８（４）： ４９０⁃４９３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 常青， 韩宝玲， 乔志霞， 等． 四足机器人斜坡运动的自适应控制算法［Ｊ］ ． 北京理工大学学报， ２０１９， ３９（９）： ９００⁃
９０６．（ＣＨＡＮＧ Ｑｉｎｇ， ＨＡＮ Ｂａｏｌｉｎｇ， ＱＩＡＯ Ｚｈｉｘｉａ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｑｕａｄｒｕｐｅｄ ｒｏｂｏｔ ｔｒｏｔ⁃
ｔｉｎｇ ｏｎ ａ ｓｌｏｐｅ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１９， ３９（９）： ９００⁃９０６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 郭伟斌， 陈勇． 基于模糊控制的除草机器人自主导航［Ｊ］ ． 机器人， ２０１０， ３２（２）： ２０４⁃２０９．（ＧＵＯ Ｗｅｉｂｉｎ， ＣＨＥＮ
Ｙｏｎｇ． Ｆｕｚｚｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｂａｓｅｄ ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｗｅｅｄｉｎｇ ｒｏｂｏｔ［Ｊ］ ． Ｒｏｂｏｔ， ２０１０， ３２（２）： ２０４⁃２０９．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 孔令文， 李鹏永， 杜巧玲． 基于模糊神经网络的六足机器人自主导航闭环控制系统设计［Ｊ］ ． 机器人， ２０１８， ４０
（１）： １６⁃２３．（ＫＯＮＧ Ｌｉｎｇｗｅｎ， ＬＩ Ｐｅｎｇｙｏｎｇ， ＤＵ Ｑｉａｏｌｉｎｇ． Ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｈｅｘａｐｏｄ
ｒｏｂｏｔ ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｕｚｚｙ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］ ． Ｒｏｂｏｔ， ２０１８， ４０（１）： １６⁃２３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＹＵ Ｒ Ｒ， ＺＨＡＯ Ｈ， ＺＨＥＮ Ｓ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｏｖｅｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ２⁃ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａ⁃
ｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１７， ９（６）： ３７１⁃３８６．

［８］　 彭慧莲， 郭易圆， 王琪． 用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程求解平面多体系统约束力的方法［Ｊ］ ． 工程力学， ２００８， ２５（１２）：
６５⁃７１．（ＰＥＮＧ Ｈｕｉｌｉａｎ， ＧＵＯ Ｙｉｙｕａｎ， ＷＡＮＧ Ｑｉ． Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｐｌａｎａｒ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ
ｓｙｓｔｅｍ ｖｉａ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｋｉｎｄ ｏｆ Ｌａｇｒａｎｇｅ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００８， ２５（１２）： ６５⁃７１．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［９］　 冯志友， 张燕， 杨廷力， 等． 基于牛顿欧拉法的 ２ＵＰＳ⁃２ＲＰＳ 并联机构逆动力学分析［ Ｊ］ ． 农业机械学报， ２００９，
４０（４）： １９３⁃１９７．（ＦＥＮＧ Ｚｈｉｙｏｕ， ＺＨＡＮＧ Ｙａｎ， ＹＡＮＧ Ｔｉｎｇｌｉ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｖｅｒｓｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ２ＵＰＳ⁃２ＲＰＳ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｂｙ Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｆｏｒ Ａｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌ Ｍａｃｈｉｎｅｒ⁃
ｙ， ２００９， ４０（４）： １９３⁃１９７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 ＵＤＷＡＤＩＡ Ｆ Ｅ， ＫＡＬＡＢＡ Ｒ Ｅ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ： ａ Ｎｅｗ Ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｐｒｅｓｓ， １９９６．

３７２第 ３ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 韩江，等： 基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法的并联机器人鲁棒伺服约束控制



［１１］　 张新荣， ＣＨＥＮ Ｙｅｈｗａ， 平昭琪． 基于 Ｕｄｗａｄｉａ 和 Ｋａｌａｂａ 方程的机械臂轨迹跟踪控制［Ｊ］ ． 长安大学学报（自然

科学版）， ２０１４， ３４ （１）： １１５⁃１１９． （ ＺＨＡＮＧ Ｘｉｎｒｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｙｅｈｗａ， ＰＩＮＧ Ｚｈａｏｑｉ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｕｄｗａｄｉａ ａｎｄ Ｋａｌａｂａ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈａｎｇ’ａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉ⁃
ｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１４， ３４（１）： １１５⁃１１９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 ＲＯＳＥＮＢＥＲＧ Ｒ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｐｌｅｎｕｍ Ｐｒｅｓｓ， １９７７．
［１３］　 ＣＯＲＬＥＳＳ Ｍ Ｊ， ＬＥＩＴＭＡＮＮ Ｇ． Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｇｕａｒａｎｔｅｅｉｎｇ ｕｎｉｆｏｒｍ ｕｌｔｉｍａｔｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ｆｏｒ ｕｎ⁃

ｃｅｒｔａｉｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， １９８１， ２６（５）： １１３９⁃１１４４．
［１４］　 ＣＨＥＮＧ Ｈ， ＹＩＵ Ｙ Ｋ， ＬＩ Ｚ Ｘ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ａｃｔｕａｔｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ ／

ＡＳＭＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ， ２００３， ８（４）： ４８３⁃４９１．
［１５］　 ＨＵＩ Ｊ Ｚ， ＰＡＮ Ｍ Ｘ， ＺＨＡＯ Ｒ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｆｏｒｍ ｍｏｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ

ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎ： ａｎ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１８， ９３： ６８９⁃
７０３．

４７２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


