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摘要：　 主要研究了在有限时间与固定时间内，牵制多智能体系统到异质目标节点的问题．通过设计非连续的控制

协议和两种有效的牵制方案，使得一群有向协作个体在有限时间内或者固定时间内与目标节点达到一致．利用微分

包含、集值映射及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，给出了多智能系统达到有限时间一致性和固定时间一致性的充分条件．最
后，通过数值仿真验证了所得条件的有效性．
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引　 　 言

近几十年来，多智能体的一致性问题受到了前所未有的关注．这与多智能体的分布式一致性在多个领域
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的广泛应用存在着直接关系［１⁃６］ ．在诸如传感器网络 、多车辆系统、水下潜航器、无人飞行器的协同控制等领

域的应用，也推动了多智能体一致性问题研究的飞速发展［７⁃８］ ．
对于规模比较大的复杂网络，通过控制所有的节点使其达到一致或同步是相当困难的，而且也非常耗费

资源．为了节约控制成本，人们提出了牵制控制策略，即通过控制网络中部分节点从而使网络达到一致或者

同步．文献［９⁃１６］研究了牵制复杂网络到相同结构的目标节点问题，并给出了有效的牵制控制策略．文献

［１５］研究了一类具有非线性耦合的复杂切换系统的牵制控制问题，并通过设计有效的控制方案实现了系统

的一致性．最近，文献［１３］研究了一类复杂网络的全局牵制控制问题，对于不同的网络结构，分别提出了相应

的控制方案，最终实现了牵制有向复杂网络到达目标节点．在已有文献中，大多数多智能体系统的目标节点

都与跟随节点保持相同的结构且是已知的．然而在实际应用中，当追踪目标比较复杂时，比如当避免危险的

障碍物或跟踪所需的目标状态未知时，这类要求显得太过苛刻．因此，为了更好地切合实际，本文提出目标节

点可以是未知的，通过外部的控制协议使得多智能体网络达到一致．
有限时间问题是一个非常有意义的问题．不同于渐近稳定，有限时间稳定是指能够在有限的时间内快速

达到稳定，这在实际应用中有着更加广泛的应用．比如，人们需要在有限时间内接收到原始信号以及在有限

时间控制器下的系统具有更好的鲁棒性和抗干扰性．近十年来，有限时间一致性问题也受到了很大的重视，
并出版了一些有意义的成果［１７⁃２２］ ．文献［２２］为了实现系统的一致性，提出了两种不同的有限时间一致性协

议．文献［２１］通过提出双向协议的牵制方法，使复杂系统在有限时间内达到了分布式一致．在上述的大多数

文献中，系统微分方程都是右端不连续的．
基于上述成果的启发，本文主要研究了在有限时间内，牵制多智能体有向网络到未知有界的目标节点问

题．为了保证多智能体网络在有限时间内达到一致，本文给出了牵制控制协议，借助 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法和

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解的相关性质，得到了网络达到一致性的充分条件．本文内容由以下几个部分组成：在第 １ 节，给出

了基本定义、引理和数学模型；第 ２ 节给出了主要定理和结论；在第 ３ 节，通过数值模拟验证了所得条件的有

效性；最后，第 ４ 节给出了总结．

１　 基本定义和模型

１．１　 代数图理论

Ｇ（Ｖ，Ｅ，Ａ） 表示一个有向图或者无向图，其中 Ｖ表示图 Ｇ 的点集；Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ为图 Ｇ 的边集；Ａ为权重邻

接矩阵， 一个有向边〈 ｉ， ｊ〉 ∈ Ｅ 表示节点 ｊ 可以从节点 ｉ 接收到信息，反之，则不可以．一个无向边〈 ｉ， ｊ〉 ∈ Ｅ
意味着信息可以在它们之间相互传递．此外，一个图被认为是无向的，若（ ｉ，ｊ） ∈ Ｅ，则（ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ ．图 Ｇ 的邻接

矩阵 Ａ ＝ ［ａｉｊ］ 被定义如下： 如果（ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ，那么 ａｉｊ ＞ ０，否则 ａｉｊ ＝ ０．对每个 ｉ ∈ Ｖ，假定 ａｉｉ ＝ ０．Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｅ

矩阵用 Ｌ 表示，其中 Ｌ ＝ ［ ｌｉｊ］ Ｎ×Ｎ，ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ，ｉ ≠ ｊ，和 ｌｉｉ ＝∑ ｊ≠ｉ
ａｉｊ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．Ｎｉ ＝ { ｊ ∈ Ｖ：（ ｊ，ｉ） ∈ Ｅ } 为

节点 ｉ的邻点集．一条路径从智能体 ｉ１ 到智能体 ｉｓ 是一组有序边，可以表示成〈 ｉｋ，ｉｋ＋１〉 ∈ Ｅ，ｋ ＝ １，２，…，ｓ － １．如
果图中无环，则图 Ｇ被认为是一个简单图，如果图中任意两个节点 ｉ和 ｊ之间存在一个从 ｉ到 ｊ的有向路径，那
么就说 Ｇ 是强连通图．Ｇ 的子图 Ｇ′如果满足： １） Ｇ′是强连通的； ２） 任何 Ｇ 的强连通子图无法真包含 Ｇ′，则
称 Ｇ′是 Ｇ 的最大强连通子图［２３］ ．如果存在标量满足 ｐｉａｉｊ ＝ ｐ ｊａ ｊｉ，则称此条件是细节性平衡条件，其中 ｐｉ 是矩

阵 Ａ 关于零特征值的左特征向量的分量，不失一般性令 ０ ＜ ｐｉ ＜ １．
１．２　 微分包含

考虑以下微分方程：
　 　 ｚ（ ｔ） ＝ ｆ（ｚ（ ｔ））， （１）

其中 ｚ ∈ ＲＲｎ， ｆ：ＲＲｎ→ ＲＲｎ 是一个不连续向量值函数．Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 将方程（１）的解定义如下．
定义 １［２３］ 　 一个绝对连续函数 φ：［ ｔ０，ｔ０ ＋ ａ］ ＲＲｎ 称为方程（１）在时间区间 ［ ｔ０，ｔ０ ＋ ａ］ 上的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解，

如果它是如下微分包含的解：
　 　 ｚ（ ｔ） ∈∩

δ ＞ ０
∩

μ（ ｓ） ＝ ０
Ｋ［ ｆ（Ｂδ（ｚ） ＼Ｓ）］，　 　 ａ．ｅ．　 ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔ０ ＋ ａ］，

Ｋ（·）表示一个集合的凸包， μ（·） 表示ＲＲｎ 上通常的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度， Ｂδ（ｚ）表示以 ｚ为中心、 δ 为半径的开球，
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Ｓ 表示零测度集．
设 Ｖ：ＲＲｎ→ ＲＲ是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数，其中 Ｖ 在点 ｚ 沿方向 ω ∈ ＲＲｎ单侧方向的导数定义为 Ｖ′（ｚ，ｗ） ＝

ｌｉｍｈ→０ ＋（Ｖ（ｚ ＋ ｈｗ） － Ｖ（ｚ）） ／ ｈ，Ｖ 在点 ｚ 沿方向 ω 的广义导数定义为 Ｖ０（ｚ，ｗ） ＝ ｌｉｍｙ→ｚ ｓｕｐｈ→０ ＋（Ｖ（ｙ ＋ ｈｗ） －
Ｖ（ｙ）） ／ ｈ ．如果对于所有的 ｗ∈ＲＲｎ，Ｖ在 ｚ点沿方向 ｗ单侧导数存在，且 Ｖ′（ｚ，ｗ） ＝ Ｖ０（ｚ，ｗ），则称函数 Ｖ在点

ｚ ∈ ＲＲｎ处是正则的．∂Ｖ（ｚ） ＝ { ｌｉｍｉ→∞ ÑＶ（ｚｉ）： ｚｉ → ｚ，ｚｉ ∉ ΩＶ ∪ Ｓ } 是 Ｖ在 ｚ 处的 Ｃｌａｒｋｅ 广义梯度．其中， Ｓ是

任意的零测度集，ΩＶ 为 Ｖ不可微的点集．Ｖ在 ｚ 处关于式（１）的集值 Ｌｉｅ 导数定义为 ＬｆＶ（ｚ） ＝ { ａ∈ＲＲ ：∃ｖ∈
Ｋ［ ｆ］（ｚ） 使得 ａ ＝ ζ·ｖ，∀ζ ∈ ∂Ｖ（ｚ） } ．

引理 １［２３］ 　 设 Ｖ是ＲＲｎ ＲＲ的一个局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 正则函数， Ｓ 是方程（１）的强不变紧集．假如对所有 ｚ∈ Ｓ，

ｍａｘ ＬｆＶ（ｚ） ≤ ０ 或 ＬｆＶ（ｚ） ＝ ⌀，则从 ｚ０ 出发的任意解 ｚ（ ｔ） 都收敛到包含在 Ｚ
－

ｆ，Ｖ ∩ Ｓ 中的最大不变集 Ｍ 上，
这里 Ｚｆ，Ｖ ＝ { ｚ ∈ ＲＲｎ ｜ ０ ∈ ＬｆＶ（ｚ） } ．

引理 ２［２４］ 　 对于非线性系统（１），假定存在一个定义在原点的邻域 Ｕ ⊂ ＲＲｎ上的 Ｃ１ 光滑的函数 Ｖ（ｚ），并
且存在实数 ｃ ＞ ０ 和 ０ ＜ α ＜ １，使得 Ｖ（ｚ） 在 Ｕ 上正定和 Ｖ（ｚ） ＋ ｃＶα（ｚ） 在 Ｕ 上半负定，则系统（１） 的原点

是有限时间稳定的，停息时间依赖于初始值 ｚ（０） ＝ ｚ０，其上界为 Ｔｚ（ｚ０） ≤ Ｖ（ｚ０） １－α ／ （ｃ（１ － α）），其中 ｚ０ 为原

点某一开邻域中的任何一点．如果 Ｕ ＝ ＲＲｎ并且 Ｖ（ｚ） 是径向无界的（即当‖ｚ‖→∞ 时，Ｖ（ｚ） →∞）， 则系统

（１）的原点是全局有限时间稳定的．
引理 ３［７］ 　 图 Ｇ（Ｖ，Ｅ，Ａ） 包含一个有向生成树，它的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵为 Ｌ，则 ０ 是 Ｌ 的一个特征值，且其他

特征值都具有正实部．
引理 ４　 Ｈöｌｄｅｒ 不等式： １ ／ ｐ ＋ １ ／ ｑ ＝ １（ｐ，ｑ 共轭），若 ｆ ∈ Ｌｐ，ｇ ∈ Ｌｑ，当 １ ≤ ｐ ≤ ∞ 时，有 ｆ，ｇ ∈ Ｌ１ 且

‖ｆｇ‖Ｌ１ ≤ ‖ｆ‖Ｌｐ‖ｇ‖Ｌｑ ．
引理 ５［２５］ 　 设 Ｖ（ｚ（ ｔ）） 在ＲＲｎ→ ＲＲ 上是连续且径向无界的函数，Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ（ｚ（ ｔ））， 满足

１） Ｖ（ ｔ） ＝ ０⇒ｚ（ ｔ） ＝ ０．
２） 如果存在 ρ ＞ ０，κ ＞ ０，０ ＜ β ＜ １，和 ｑ ＞ １ 满足

（ａ）：　 ｄ
ｄｔ
Ｖ（ ｔ） ≤

－ ρ（Ｖ（ ｔ）） β， ０ ＜ Ｖ（ ｔ） ＜ １，
－ κ（Ｖ（ ｔ）） ｑ， Ｖ（ ｔ） ≥ １；{

或者

（ｂ）：　 ｄ
ｄｔ
Ｖ（ ｔ） ≤－ ρＶ（ ｔ） β － κＶ（ ｔ） ｑ，

则

　 　 Ｖ（ ｔ） ≡ ０，　 　 ｔ ≥ １
ρ（１ － β）

＋ １
κ（ｑ － １）

．

引理 ６［２６］ 　 令 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ ≥ ０，０ ＜ ρ ≤ １ 和 ＞ １ 则

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｘρ
ｉ ≥ ∑

Ｎ

ｘ ＝ １
ｘｉ( )

ρ
， ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ≥ Ｎ１－ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ( ) ．

引理 ７［２７］ 　 假定 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ｚ） 定义在原点的邻域 Ｕ，
　 　 Ｖ（ｚ） ≤－ αＶｐ（ｚ） ＋ ｋＶ（ｚ），　 　 ０ ＜ ｐ ＜ １，

则系统（１）在原点有限时间稳定．停息时间 Ｔ≤ ｌｎ（１ － （ｋ ／ α）Ｖ（ｚ） １－ｐ） ／ （ｋ（ｐ － １）），ｚ∈ Ω，其中 Ω包含于原

点的吸引域内， 且 Ω ＝ { ｚ ｜ Ｖ（ｚ） １－ｐ ＜ α ／ ｋ } ∩ Ｕ ．

引理 ８［２８］ 　 若图 Ｇ
－
是强连通和细节性平衡的，则矩阵 Ｐ（Ｌ ＋ ｂ） 是正定的．

记目标节点为 Ｎ ＋ １，我们可以获得增广连通图Ｇ
－
（Ｖ

－
，Ｅ

－
，Ａ

－
），其中点集 Ｖ

－
＝ { １，２，…，Ｎ ＋ １ } ，边集合记为

{Ｅ
－
＝ Ｅ ∪ （Ｎ ＋ １， ｊ），ｊ ∈ Ｖｐｉｎ } ，邻接矩阵记为 Ａ

－
＝

Ａ ｂ
０Ｔ
Ｎ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，ｂ ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ） Ｔ ．我们记 Ｇ

－
的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵

为 Ｌ，Ｌ ＝
Ｌ１ － ｂ

０Ｔ
Ｎ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，其中 Ｌ１ ＝ Ｌ

－
＋ ｄｉａｇ { ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ } ，Ｌ

－
是 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵，如果 ｉ ∈ Ｖｐｉｎ，则 ｂｉ ＞ ０，否
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则 ｂｉ ＝ ０．
１．３　 有限时间多智能体系统的模型

考虑以下非线性多智能体系统， 每个智能体的动力学方程为

　 　 ｘｉ ＝ ｆ（ｘｉ，ｔ） ＋ ｕｉ ＋ ω ｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２）
其中 ｘｉ表示第 ｉ个智能体的状态， ω ｉ 是第 ｉ个智能体的外在扰动项， ｕｉ 表示系统的控制输入， ｆ（ｘｉ，ｔ） 是一个

ＲＲｎ × ＲＲ ＲＲｎ的非线性函数．时变非线性的目标节点 Ｎ ＋ １ 的动力学方程被描述成如下：
　 　 ｘＮ＋１ ＝ ｆ（ｘＮ＋１，ｔ） ． （３）
定义 ２　 若 ｘｉ（ ｔ） → ｘＮ＋１（ ｔ），１≤ ｉ≤ Ｎ，ｔ→∞， 则多智能体系统（２）和（３）渐近一致．如果存在一个控制

协议 ｕｉ和对于任意时刻 ｔ０ 的初始状态 ｘ（ ｔ０），存在一个依赖于 ｘ（ ｔ０） 的停息时间 ｔ∗ ≥ ０，满足ｌｉｍｔ→ｔ∗‖ｘｉ（ ｔ）
－ ｘＮ＋１（ ｔ）‖ ＝ ０， ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘＮ＋１（ ｔ），其中 ｔ≥ ｔ∗，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，则多智能体有限时间一致．如果停息时间不依赖

于初值 ｘ（ ｔ０）， 则多智能体为固定时间一致．
为了便于分析，给出如下的假设．

假设 １　 增广连通图 Ｇ
－
包含一个以 Ｎ ＋ １ 为根节点的领导者和跟随者是强连通的和细节性平衡．

假设 ２　 以根节点 Ｎ ＋ １ 存在一条有向路径到 Ｇ 的外部没有连接的每个连通分量．

２　 理 论 结 果

２．１　 有限时间一致性分析

本小节将研究多智能体系统的有限时间一致性．跟随者在未知领导者动力学性质时，有界的非线性函数

满足 ‖ｆ（ｘｉ，ｔ） － ｆ（ｘＮ＋１，ｔ） ＋ ω ｉ‖∞ ≤ ｄ ＜ ∞， 控制协议设计为

　 　 ｕｉ ＝ αｓｇｎ (∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） － ｂｉ（ｘｉ － ｘＮ＋１） )， （４）

这里

　 　 ｓｇｎ（ ｒ） ＝
１， ｒ ＞ ０，
０， ｒ ＝ ０，
－ １， ｒ ＜ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 α 为正的常数， ａｉｊ 为边的权重，ｂｉ 为牵制增益， 本文将在 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 意义下去理解［２９］ ．
定义全局状态向量 ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，…，ｘｎｉ） Ｔ和全局控制器 ｕｉ ＝ （ｕ１ｉ，ｕ２ｉ，…，ｕｎｉ） Ｔ ．定义误差向量：
　 　 ｅｉ ＝ ｘｉ － ｘＮ＋１，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

则

　 　 ｅ（ ｔ） ＝ － αｓｇｎ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ）） ＋ Ｆ ＋ Ｗ，
其中

　 　 ｆ　 （ｘｉ，ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ，ｔ） － ｆ（ｘＮ＋１，ｔ）， ｅ ＝ （ｅ１，ｅ２，…，ｅＮ） Ｔ，

　 　 Ｆ ＝ （ ｆ　 Ｔ
１（ｘ１，ｔ）， ｆ

　 Ｔ
２（ｘ２，ｔ），…， ｆ　 Ｔ

Ｎ（ｘＮ，ｔ）） Ｔ， Ｗ ＝ （ω１，ω２，…， ωＮ） Ｔ ．
定理 １　 在假设 １、２ 和牵制控制协议（４）的作用下， 若 α ＞ ｄ，０ ＜ η ＜ １， 则多智能体系统（２）与（３）可

以与有限时间达到一致．
证明　 考虑如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ １
２

ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）ｅ（ ｔ），

其中 Ｐ ＝ ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＮ）， ｐｉ 是矩阵Ａ关于零特征值左特征向量的分量， 且 ０ ＜ ｐｉ ≤１， 由假设 １， 知ＬＴ
１Ｐ

是正定矩阵， 则 Ｖ１ 正定且连续可微．Ｖ１ 沿着误差系统轨线的集值 Ｌｉｅ 导数为

　 　 Ｌｆ Ｖ１（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）［ － αｓｇｎ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ） ＋ Ｆ ＋ Ｗ］ ≤ （ － α ＋ ｄ）（２λ １Ｖ１） １ ／ ２ ．

令 （Ｌ１  Ｉｎ）ｅ ＝ θ， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有
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　 　 ｅＴ（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）（Ｆ ＋ Ｗ） ≤ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
‖θ ｉｐｉ‖１‖Ｆ ＋ Ｗ‖∞ ≤ ｄ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
‖ｐｉθ ｉ‖１，

且

　 　 － ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）αｓｇｎ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ） ＝ － αθＴ（ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）  Ｉｎ）ｓｇｎ（θ） ．

由引理 ６，得

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ ｜ θ ｉ ｜ ≥ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２( )

１ ／ ２
， ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２ ≥ λ １ｅＴ（ＰＬ１  Ｉｎ）ｅ ＝ ２λ １Ｖ１，

这里 ＰＬ１ 正定， λ １ 为 ＰＬ１ 的最小特征值．基于上式和假设 １， α ＞ ｄ ＞ ０ 成立， 则存在一个正数 α － ｄ ＝ δ ＞
０， 有

　 　 ＬｆＶ１（ｘ） ≤－ δ（２λ １Ｖ１） １ ／ ２ ．
由引理 ２ 知，停息时间上界为 Ｔ ＝ Ｖ１

１ ／ ２（０） ／ （δ（２λ １） １ ／ ２） ．
定理 １ 给出了多智能体系统一致性充分条件，在牵制的情形下，系统（２）和（３）以有限时间达到一致．因

为有限时间一致停息时间依赖于初值．下面，我们将给出在固定时间实现一致的充分条件，并设计了新的控

制协议．

注 １　 定理 １ 考虑了在领导⁃跟随者的拓扑有向情形下（Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵是非对称的），细节性平衡条件取代了无向图的条件．
众所周知，研究有向图的协调性相比于无向图是相当的困难和有必要的．此外，定理 １ 还给出了有向图的领导⁃跟随者系统在

干扰的情形的协调性分析．

推论 １　 对于以上无向的领导⁃跟随者系统，在假设 ２ 和牵制控制协议（４）下，若 α ＞ ｄ， 则领导⁃跟随者

在有限时间内达到一致．停息时间 Ｔ ＝ Ｖ１
１ ／ ２（０） ／ （δ（２λ １） １ ／ ２），λ １ 为 Ｌ１ 的最小特征值．

证明　 令 Ｐ ＝ Ｉｎ，Ｖ１ ＝ ｅＴ（ ｔ）（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ／ ２．类似于定理 １ 的证明，可得证．
２．２　 固定时间一致性

本小节将研究固定时间一致性右端不连续的多智能体系统，我们设计了新的控制协议如下：

　 　 ｕｉ ＝ αｓｇｎ (∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） － ｂｉ（ｘｉ － ｘＮ＋１） ) － ｋ１ｓｉｇｑ (∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） － ｂｉ（ｘｉ － ｘＮ＋１） )， （５）

这里 ｓｉｇα（ ｒ） ＝ ｓｇｎ（ ｒ） ｜ ｒ ｜ α，其中实参数 ｋ１ ＞ ０，ｑ ＞ １，ｂｉ ＞ ０．令 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｘＮ＋１（ ｔ），根据定理１，可得 ｅ（ ｔ）
＝ － αｓｇｎ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ）） ＋ Ｆ ＋ Ｗ － ｋ１ｓｉｇｑ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ）） ．

定理 ２　 在假设 １、２ 和牵制控制协议（５）的作用下，若 α ＞ ｄ， 多智能体系统（２）和（３）将固定时间一

致，停息时间为

　 　 Ｔ２ ＝ ２
δ（２λ １） １ ／ ２

＋ ２
ｋ１Ｎ（１－ｑ） ／ ２（ｑ － １）

．

证明　 取定理 １ 中的 Ｖ（ ｔ），计算 Ｖ（ ｔ） 的集值 Ｌｉｅ 导数：
　 　 Ｌｆ Ｖ１（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ

１Ｐ  Ｉｎ）［ － αｓｇｎ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ）） ＋ Ｆ ＋ Ｗ － ｋ１ｓｉｇｑ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ））］ ．
类似于定理 １ 的证明，可得

　 　 Ｌｆ Ｖ１（ ｔ） ≤－ δ（２λ １Ｖ１） １ ／ ２ － ｋ１ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）ｓｉｇｑ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ）） ≤

　 　 　 　 － δ（２λ １Ｖ１） １ ／ ２ － ｋ１Ｎ（１－ｑ） ／ ２（２λ １Ｖ１） （１＋ｑ） ／ ２，
其中

　 　 － ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）ｓｉｇｑ（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ） ＝ － θＴ（ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ）  Ｉｎ）ｓｉｇｑ（θ），

这里 （Ｌ１  Ｉｎ）ｅ ＝ θ ．由引理 ６ 得

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉθ ｉ

ｑ＋１ ≥ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ

ｑ＋１θ ｉ
ｑ＋１ ≥ Ｎ（１－ｑ） ／ ２ (∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２ )

（ｑ＋１） ／ ２
，

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２ ≥ λ １ｅＴ（ＰＬ１  Ｉｎ）ｅ ＝ ２λ １Ｖ１，

这里 λ １ 为矩阵 ＰＬ１ 的最小特征值．
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推论 ２　 对于以上无向的领导⁃跟随者系统，在假设 １、２ 和牵制控制协议（５）下，若 α ＞ ｄ， 则领导⁃跟随

者在有限时间内达到一致．

　 　 Ｔ２ ＝ ２
δ（２λ １） １ ／ ２

＋ ２
ｋ１Ｎ（１－ｑ） ／ ２（ｑ － １）

，

其中 λ １ 为 Ｌ１ 的最小特征值．
证明　 令 Ｐ ＝ Ｉｎ，Ｖ１（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ／ ２． 类似于定理 ２ 的证明，即可得证．

２．３　 无扰动的有限时间一致性

假设 ３　 存在常数 γ ＞ ０， 线性函数满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即
　 　 ‖ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）‖ ≤ γ‖ｘ － ｙ‖ ．

我们考虑如下的多智能体系统：

　 　
ｘｉ ＝ Ａｘｉ ＋ Ｂｆ（ｘｉ） ＋ ｕｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，
ｘＮ＋１ ＝ ＡｘＮ＋１ ＋ Ｂｆ（ｘＮ＋１） ．{ （６）

控制协议设计如下：

　 　 ｕｉ ＝ βｓｉｇη (∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） － ｂｉ（ｘｉ － ｘＮ＋１） )， （７）

其中　 　 β ＞ ０， ０ ＜ η ＜ １．
定义全局状态向量 ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，…，ｘｎｉ） Ｔ 和全局控制器 ｕｉ ＝ （ｕ１ｉ，ｕ２ｉ，…，ｕｎｉ） Ｔ ．定义误差向量 ｅｉ ＝ ｘｉ －

ｘＮ＋１，ｅｉ ＝ Ａｅｉ ＋ Ｂ ｆ　 （ｅｉ） ＋ ｕｉ， ｆ
　 （ｅｉ） ＝ ｆ（ｘｉ） － ｆ（ｘＮ＋１），则有 ｆ　 （ｅｉ） ≤ γ‖ｅｉ‖， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

定理 ３　 在假设 １～３ 和牵制控制协议（７）的作用下，若 β（２λ １） （１＋η） ／ ２ ＞ ２（ａ－ ＋ ｂ
－
γ）Ｖ（１－η） ／ ２

１ （０），０ ＜ η ＜

１，β ＞ ０，其中 ａ－ ＝ ｍａｘ１≤ｊ，ｒ≤ｎ ｜ ａ ｊｒ ｜ ，ｂ
－ ＝ ｍａｘ１≤ｊ，ｒ≤ｎ ｜ ｂ ｊｒ ｜ ，λ １ ＝ λｍａｘ（ＰＬ１）， 则多智能体系统领导⁃跟随者可以

有限时间达到一致．
证明　 考虑如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ１ ＝ １
２

ｅＴ（ ｔ）（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）ｅ（ ｔ），

　 　 ＬｆＶ１（ ｔ） ＝ ｅＴ（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）［（ＩＮ  Ａ）ｅ ＋ （ＩＮ  Ｂ） ｆ　 （ｅ） － βｓｉｇη（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ）］，

令 （Ｌ１  Ｉｎ）ｅ ＝ θ， 且

　 　 － ｅＴ（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）βｓｉｇη（（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ） ＝ － βθＴ（ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＮ）  Ｉｎ）ｓｉｇη（θ） ． （８）

由引理 ６，得

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ ｜ θ ｉ ｜ η ＋１ ≥ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｐη
ｉ θη ＋１

ｉ ≥ (∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２ )

（１＋η） ／ ２
，

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｐ２
ｉ ｜ θ ｉ ｜ ２ ≥ λ １ｅＴ（ＰＬ１  Ｉｎ）ｅ ＝ ２λ １Ｖ１，

这里 λ １ 为 ＰＬ１ 的最小特征值，

　 　 ｅＴ（ＬＴ
１Ｐ  Ｉｎ）（ＩＮ  Ａ）ｅ ＝ ∑

ｉ∈ＩⅠ
∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

θ ｊ
ｉｐ ｊ

ｉａ ｊｒｅｒ
ｉ ≤

　 　 　 　 ∑
ｉ∈ＩⅠ

∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

｜ θ ｊ
ｉ ｜ ｜ ｐ ｊ

ｉ ｜ ｜ ａ－ ｜ ｜ ｅｒ
ｉ ｜ ＝｜ ａ－ ｜ θＴ（Ｐ  Ｉｎ）ｅ， （９）

其中 ＩⅠ ＝ { １，２，…，Ｎ } ，ＩⅡ ＝ { １，２，…，ｎ } ．由 ＰＬ１ 为正定矩阵，同理可得

　 　 ｅＴ（ＬＴ
１Ｐ  Ｂ） ｆ　 （ｅ） ＝ θＴ（Ｐ  Ｂ） ｆ　 （ｅ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｉ∈ＩⅠ

∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

θ ｊ
ｉｐ ｊ

ｉｂ ｊｒ ｆ　 ｒ
ｉ（ｅ） ≤ ∑

ｉ∈ＩⅠ
∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

｜ θ ｉ ｜ ｊ ｜ ｐｉ ｜ ｊ ｜ ｂ ｊｒ ｜ ｜ ｆ　 ｒ
ｉ（ｅ） ｜ ≤

　 　 　 　 γ∑
ｉ∈ＩⅠ

∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

｜ θ ｉ ｜ ｊ ｜ ｐｉ ｜ ｊ ｜ ｂ ｊｒ ｜ ｜ ｅｉ
ｒ ｜ ≤ γ∑

ｉ∈ＩⅠ
∑
ｊ∈ＩⅡ

∑
ｒ∈ＩⅡ

｜ θ ｉ ｜ ｊ ｜ ｐｉ ｜ ｊ ｜ ｂ
－
｜ ｜ ｅｉ

ｒ ｜ ＝

　 　 　 　 γ ｜ ｂ
－
｜ θＴ（Ｐ  Ｉｎ）ｅ ． （１０）
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基于式（８） ～ （１０），得

　 　 ＬｆＶ１（ ｔ） ≤ ２（ａ－ ＋ ｂ
－
γ）Ｖ１ － β（２λ １Ｖ１） （１＋η） ／ ２ ．

基于引理 ７，我们可得出多智能体系领导者和跟随者在有限时间内达到一致．停息时间为

　 　 Ｔ ＝
ｌｎ［１ － β（２λ １） （１＋η） ／ ２Ｖ（１－η） ／ ２（ｘ０） ／ （２（ａ

－ ＋ ｂ
－
γ））］

（１ － η）（ａ－ ＋ ｂ
－
γ）

．

推论 ３　 对于以上的无向的领导⁃跟随者系统，在假设 １ ～ ３ 和牵制控制协议（７）下，若 β（２λ １） （１＋η） ／ ２ ＞

２（ａ－ ＋ ｂ
－
γ）Ｖ（１－η） ／ ２

１ （０），０ ＜ η ＜ １，β ＞ ０，其中 ａ－ ＝ ｍａｘ１≤ｊ，ｒ≤ｎ ｜ ａ ｊｒ ｜ ，ｂ
－ ＝ ｍａｘ１≤ｊ，ｒ≤ｎ ｜ ｂ ｊｒ ｜ ，λ １ ＝ λｍａｘ（Ｌ１）， 则领

导⁃跟随者在有限时间内达到一致．
证明　 令 Ｐ ＝ Ｉｎ，Ｖ１ ＝ ｅＴ（ ｔ）（Ｌ１  Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ／ ２， 类似于上述定理的证明，即可得证．

３　 数 值 模 拟

考虑只有 ７ 个多智能体的无向的拓扑系统，拓扑网络如图 １ 所示．多智能体系统（２）为
　 　 ｘｉ ＝ ｓｉｎ（ ｔ） ＋ ｕｉ ＋ ω ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，６，

其中 ｗ ｉ ＝ ０．０１ｃｏｓ（ ｔ），ｘ７ ＝ ｓｉｎ（ ｔ），ｘ７ 为领导者．系统（２）和（３）中，当 ｕｉ ＝ ０ 时，它们为异构的动力学系统，根据

假设 ２，选择牵制的节点为 １，６，５，如图 ２ 所示（虚线为牵制边）．每个智能体状态分别用 ｘｉ（ ｔ） 表示，每个智能

体的初值分别为

　 　 ｘ１（０） ＝ － ０．５， ｘ２（０） ＝ ３， ｘ３（０） ＝ ５， ｘ４（０） ＝ ７， ｘ５（０） ＝ ９， ｘ６（０） ＝ ６， ｘ７（０） ＝ ８．

经计算 ‖ ｆ　 （ｘ）‖ ＜ ２．１．由定理 １，我们选择参数 α ＝ ２．１，可得在 ｔ ＝ ４ 附近处，多智能体系统达到一致性，如
图 ３ 所示．因此推论 １ 得到验证．

图 １　 图 Ｇ 的网络拓扑结构 图 ２　 图 Ｇ
－
的网络拓扑结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｏｆ ｔｏｐｏｌｏｇｙ Ｇ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｏｆ ｔｏｐｏｌｏｇｙ Ｇ
－

图 ３　 领导者⁃跟随者状态的轨线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｓｔａｔｅ
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４　 结　 　 论

本文研究了多智能体系统带扰动的有限时间及固定时间牵制一致性问题．在实际应用中，由于外界环境

的干扰，领导者目标常常是未知的，我们通过有界的条件，解决了有限时间一致的问题．研究有向网络的多智

能体系统是必要的和有意义的，有向网络的非线性多智能体系统有限时间同步，更贴近于实际的应用．通过

有效的牵制策略，得到了使得多智能体有向网络在有限时间内及固定时间内达到一致的充分条件，数值模拟

验证了本文定理的有效性．
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