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摘要：　 液滴润湿现象在细胞的变形和软器件的设计和制作中具有潜在的指导意义．该文在考虑三相接触线处线张

力的情况下，研究了液滴引起的梯度薄基变形问题．首先，利用积分变换法求解了基底变形的本构方程，给出了变形

的法向位移表达式．其次，讨论了基底弹性模量非梯度、指数型梯度和幂型梯度变化时基底的变形情况．最后，给出

了液滴大小、弹性模量、线张力及梯度指数变化时位移的变化情况．数值结果表明：弹性模量逐渐减小和梯度指数逐

渐增大时，湿润脊逐渐变高，变形也越大；线张力和特征深度越小，位移的峰值越高，变形也越大；液滴半径较小时，
湿润脊的对称性会变得更好．

关　 键　 词：　 基底变形；　 线张力；　 梯度模量；　 积分变换；　 双重 Ｂｅｓｓｅｌ 函数数值积分

中图分类号：　 Ｏ３４３　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４１０１７５

Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｄｒｏｐｌｅｔ ｏｎ ｔｈｅ Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ Ｔｈｉｎ Ｓｕｂｓｔｒａｔｅ

ＹＡＮＧ Ｙｏｎｇｌｉｎ，　 ＷＡＮＧ Ｘｕ，　 ＬＩ Ｘｉｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｎｉｎｇｘｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｙｉｎｃｈｕａｎ ７５００２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｏｆ ｄｒｏｐｌｅｔ ｗｅｔｔｉｎｇ ｈａｓ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｉｎ ｃｅｌｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ ｄｅ⁃
ｓｉｇｎ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｆｔ ｄｅｖｉｃｅｓ． Ｉｎ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ３⁃ｐｈａｓｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｌｉｎｅｓ， ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｔｈｉｎ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｌｉｑｕｉｄ ｄｒｏｐｌｅｔｓ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃
ｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｓｏｌｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｅｘｐｒｅｓ⁃
ｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ， ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｅ⁃
ｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｉ ｏｆ ｎｏ ｇｒａｄｉｅｎｔ， ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｇｒａｄｉｅｎｔ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂ⁃
ｓｔｒａｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ｓｉｚｅ， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ， ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘ ｗｅｒｅ
ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘ， ｔｈｅ
ｗｅｔｔｉｎｇ ｒｉｄｇｅ ｗｉｌｌ ｇｏ ｈｉｇｈｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｌａｒｇｅｒ． Ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｄｅｐｔｈ ａｒｅ， ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｒ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉ⁃
ｕｓ ｉｓ ｓｍａｌｌｅｒ， ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｗｅｔｔｉｎｇ ｒｉｄｇｅ ｗｉｌｌ ｂｅ ｂｅｔｔｅｒ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ； ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｏｄｕｌｕｓ； ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｔｅ⁃
ｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ Ｂｅｓｓｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

８５

应用数学和力学
４２ 卷 １ 期　 ２０２１ 年 １ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４２，Ｎｏ．１，Ｊａｎ．，２０２１

∗ 收稿日期：　 ２０２０⁃０６⁃１５； 修订日期：　 ２０２０⁃１２⁃１７
基金项目：　 国家自然科学基金（１１７６２０１７）；宁夏自然科学基金（２０１９ＡＡＣ０３０３７）
作者简介：　 杨勇林（１９９５—），男，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｙａｎｇ＿ｙｏｎｇｌ＠ ｙｅａｈ．ｎｅｔ）；

李星（１９６４—），男，教授，博士，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌｉ＿ｘ＠ ｎｘｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．
引用格式：　 杨勇林， 王旭， 李星． 液滴对弹性梯度薄基变形的影响［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１， ４２（１）： ５８⁃７０．



引　 　 言

润湿性是固体表面的重要性质，主要由固体表面的几何结构和化学成分共同决定．近年来，伴随着软物

质领域的快速发展，物体表界面效应的研究已经引起了科学家和工程师的密切关注，重要过程之一就是表面

润湿现象［１⁃３］，主要表现于液体在固体或液体基质上的润湿．据不完全统计，润湿状态共有 ６４ 种［４］，研究固体

表面的润湿性对于理解石油开采、印刷和喷漆、表面防水、昆虫在水面上的移动以及角膜润滑和液体运输等

过程具有重要作用［５⁃９］ ．
Ｌａｐｌａｃｅ 方程和 Ｙｏｕｎｇ 方程是毛细力与浸润领域的经典方程，而杨氏定律和 Ｎｅｕｍａｎｎ 三角广泛用于解释

润湿现象．刚性基底上润湿的杨氏定律和液体基底上润湿的 Ｎｅｕｍａｎｎ 三角是两个主要结果．在刚性基底上，
软层表面的接触角由 Ｙｏｕｎｇ 方程 γｓｖ ＝ γｓｌ ＋ γｌｖｃｏｓ θ 给出，这是总自由界面能最小化的结果，这里 γｓｖ，γｓｌ，γｌｖ

分别是固⁃气、固⁃液和液⁃气界面的表面自由能［５，８，１０］ ．在液体基底上，接触角 θ 由水平方向上的表面能平衡决

定，如果基底的弹性模量较大，则液滴采用熟悉的球帽形，如果基底的模量降低，则基底会被接触线的垂直分

量拉成尖状，三相界面的排列使接触线上面内外的表面张力平衡［１１⁃１４］ ．在某种意义下，它们是连续体湿润问

题的两个极端，杨氏定律给出了无限硬基底的极限行为，而 Ｎｅｕｍａｎｎ 三角给出了流体基底的结果．对于小液

滴而言，可忽略重力影响，并且表面张力和界面能是等价的．
Ｊｅｒｉｓｏｎ 等［１５］测量了软硅胶薄膜在大水滴下的变形，他们的结果表明表面变形符合线性相关理论，其中

包括由于基板表面张力引起的面外恢复力．Ｓｔｙｌｅ 等［１６］ 将其结果推广到任意半径的液滴引起的基底变形，对
于各种尺寸的液滴，接触线附近的微观行为遵循 Ｎｅｕｍａｎｎ 结构，以实现局部力平衡，但没有探究接触角和梯

度对于变形的影响．Ｃａｏ 等［１３］利用分子动力学模拟方法研究了凝胶状基底与聚合物液滴接触的宏观和微观

特征，仍没有考虑梯度对基底变形的具体影响．理论和实验均表明梯度会诱导液滴的运动［１７⁃１８］，如接触角梯

度、曲率梯度、弹性模量梯度和表面能梯度，这是因为梯度会导致不等的接触角和非对称的固体变形，从而对

液滴产生作用力，引起液滴的运动．所以，研究梯度对于薄基变形的影响是有必要的．此外，三相接触线处，线
张力对小尺度液滴的润湿性［１９］具有重要的作用．

基于以上分析，我们引入了线张力，研究了液滴引起的各向同性、指数型和幂型梯度薄基的变形情况，利
用积分变换法求解了变形的本构方程，给出了基底变形的位移表达式，并得出了数值结果，讨论了弹性模量、
梯度、线张力和液滴尺寸对于基底变形的影响．本文的研究结果对于微流体器件的设计和研发具有潜在的应

用价值．

１　 模型建立与基本方程

无柄近半球液滴放置在厚度为 ｈ 且横向无限大的薄基上，基底下底面固定在刚性表面上，当系统处于平

衡时建立模型，如图 １ 所示．
假设模型为柱型轴对称，则在柱坐标系中，基底变形的控制方程为稳态 Ｎａｖｉｅｒ 方程：
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其中 ｕｒ，ｕｚ 分别是位移 ｕ 沿 ｒ，ｚ 轴的分量， ν 是 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比［２０］ ．应力与位移的关系式为
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其中， Ｅ 为弹性模量．
由于软固体底面上的刚性约束，所以对于所有 ｒ， 位移边界条件为

　 　 ｕｚ（ ｒ，０） ＝ ０． （３）
利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开将本构方程转化为常微分方程，解得广义弹性常数，遵循 Ｘｕ 等［２１］所使用的方法，
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利用广义弹性常数 Ｑｉｊ（ ｓ，ｈ，ｚ） 将表面应力与基底位移联系起来，如下式：

　 　 Ｑｉｊ（ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ Ｅ
１ ＋ ν

Ｐ ｉｊ（ ｓ，ｈ）Ｍ
－１
ｉｊ （ ｓ，ｚ）， （４）

其中 Ｐ ｉｊ（ ｓ，ｚ），Ｍｉｊ（ ｓ，ｚ） 见附录 Ａ，重复下标表示求和．于是

　 　 Ｑ －１
ｉｊ （ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ １

ｓＥ
２（ν ＋ １）
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其中 Ａ１１（ ｓ，ｈ，ｚ），Ａ１２（ ｓ，ｈ，ｚ），Ａ２１（ ｓ，ｈ，ｚ），Ａ２２（ ｓ，ｈ，ｚ） 见附录 Ｂ ．所以表面法向的广义弹性常数为

　 　 Ｑ －１
ｚｚ （ ｓ，ｈ，ｈ） ＝ ２（１ － ν ２）

ｓＥ
（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（２ｓｈ） － ２ｓｈ

５ － １２ν ＋ ８ν ２ ＋ ２ｓ２ｈ２ ＋ （３ － ４ν）ｃｏｓｈ（２ｓｈ）
， （６）

其中 Ｑ －１
ｚｚ （ ｓ，ｈ，ｚ） 见附录 Ｂ ．当 ν ＝ ０．５ 时，式（６）退化为

　 　 Ｑ －１
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２ｓＥ
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ｅ４ｓｈ ＋ （４ｓ２ｈ２ ＋ ２）ｅ２ｓｈ ＋ １
， （７）

与文献［１５］的结果一致．

（ａ） 无柄液滴与软固体接触示意图 （ｂ） 三相接触线附近示意图，这里 γ ｓｌ ＝ γ ｓｖ

（ａ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ （ｂ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ３ ｃｏｎｔａｃｔ ｌｉｎｅｓ，

ａ ｓｅｓｓｉｌｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ａｎｄ ａ ｓｏｆｔ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ γ ｓｌ ＝ γ ｓｖ

图 １　 模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ

为准确描述基底的变形， 消除原点处的应力奇异性， 确保法向位移不会发散， 需引进线性表面张

力［１５⁃１６，２２］：

　 　 σ γ ＝ γ ｓ
１
ｒ

∂
∂ｒ ｒ

∂ｕｚ（ ｒ，ｈ）
∂ｒ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

其中 γ ｓ 为固⁃气表面张力 γ ｓｖ （或固⁃液表面张力 γ ｓｌ ）．则表面张力的法向广义弹性常数变为

　 　 Ｑ －１
ｚｚ （ ｓ，ｈ） ＝ ２（１ － ν ２）

ｓＥ
１

５ － １２ν ＋ ８ν ２ ＋ ２ｓ２ｈ２ ＋ （３ － ４ν）ｃｏｓｈ（２ｓｈ）
（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（２ｓｈ） － ２ｓｈ

＋ ２（１ － ν ２） ｓ
γ ｓ

Ｅ

． （８）

对于原点为 Ｏ 的所有 ｒ， 液滴在软层表面法向上施加的牵引力为

　 　 σ ｚｚ（ ｒ，ｈ） ＝ γ ｌｖｓｉｎ（θ）δ（ ｒ － Ｒ） － ＰＨ（Ｒ － ｒ）， （９）
其中 δ（ｘ） 和 Ｈ（ｘ） 分别是 Ｄｉｒａｃ ｄｅｌｔａ 函数和 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数， γ ｌｖ 为液⁃气表面张力， Ｒ 为液滴半径， Ｐ ＝
２γ ｌｖｓｉｎ（θ） ／ Ｒ 为液滴内部的 Ｌａｐｌａｃｅ 压力．

实际上，液滴边界三相接触线上还有一项能量，即线张力 λ ．在考虑线张力对液滴接触角的贡献时，被修

正的 Ｙｏｕｎｇ 方程可以表示为［１９，２３］

　 　 ｃｏｓ θ ＝
γ ｓｖ － γ ｓｌ

γ ｌｖ

－ λ
Ｒγ ｌｖ

． （１０）

从上述方程中可以看出，当液滴尺寸比较小（微纳米级）时， λ ／ γ ｌｖ 的影响不可忽略．文献［１５⁃１６］均假设 γ ｓｌ ＝
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γ ｓｖ ＝ γ ｓ， 是因为它们考虑的近半球液滴接触角接近 ９０°，但文献［１５］实验测得的接触角为 １０５°，假设和实验

存在一定的误差，当我们引进线张力后，一定程度上修正了这个误差．因此我们继续沿用这个假设，则式（１０）
变为 ｃｏｓ θ ＝ － λ ／ （Ｒγ ｌｖ）， 由三角恒等式可得

　 　 ｓｉｎ θ ＝ １ － （λ ／ （Ｒγ ｌｖ）） ２ ． （１１）

２　 模 型 求 解

忽略表面切向牵引力 σ ｚｒ（ ｒ，ｚ）， 则软层的变形仅由法向牵引力 σ ｚｚ（ ｒ，ｚ） 引起，薄基变形位移为［１６］

　 　 ｕｚ（ ｒ，ｈ） ＝ Ｈ －１
０ ［Ｑ －１

ｚｚ （ ｓ，ｈ，ｈ）σ ｚｚ（ ｓ，ｈ）］， （１２）
式中 σ ｚｚ（ ｓ，ｚ） ＝ Ｈ０［σ ｚｚ（ ｒ，ｚ）］，这里 Ｈ０ 是 ０ 阶 Ｈａｎｋｅｌ 变换．将式（９）、（１１）代入式（１２）得液滴引起的软层变

形的法向位移为

　 　 ｕｚ（ ｒ，ｈ） ＝ ２（１ － ν ２）
γ ｌｖ

Ｅ
１ － （λ ／ （Ｒγ ｌｖ）） ２ ∫∞

０
ＲＪ０（ ｓＲ） － ２

Ｊ１（ ｓＲ）
ｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｓｚｚ（ ｓ，ｈ）Ｊ０（ ｓｒ）ｄｓ， （１３）

其中

　 　 Ｓｚｚ（ ｓ，ｈ） ＝ １
５ － １２ν ＋ ８ν ２ ＋ ２ｓ２ｈ２ ＋ （３ － ４ν）ｃｏｓｈ（２ｓｈ）

（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（２ｓｈ） － ２ｓｈ
＋ ２（１ － ν ２） ｓ

γ ｓ

Ｅ

， （１４）

式中 Ｊ０ 和 Ｊ１ 分别是第一类 ０ 阶和 １ 阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．当液滴为半球形时，即 θ ＝ π ／ ２， 法向位移退化为文献

［１６］中的结果，当不考虑线张力的影响时，即 λ ＝ ０， 法向位移仍退化为文献［１６］的结果．此外，不考虑线张

力，且固⁃液界面和固⁃气界面的表面张力不同时，基底变形情况可以通过对偶积分方程得到［２４］ ．
引进如下无量纲变量：

　 　 ｕ ≡ ｕ
γ ｌｖ

Ｅ
， λ ＝ λＥｈ２， ｒ ≡ ｒｈ， Ｒ ≡ Ｒｈ， γ ｌｖ ≡ γ ｌｖＥｈ， γ ｓ ≡ γ ｓＥｈ， ｓ ≡ ｓ

ｈ
． （１５）

将式（１５）代入式（１３）和式（１４），得无量纲法向位移表达式为

　 　 ｕｚ（ ｒ） ＝ ２（１ － ν ２） １ － （λ ／ （Ｒγ ｌｖ）） ２ ∫∞
０

ＲＪ０（ ｓＲ） － ２
Ｊ１（ ｓＲ）

ｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｓｚｚ（ ｓ）Ｊ０（ ｓ ｒ）ｄ ｓ， （１６）

式中

　 　 Ｓｚｚ（ ｓ） ＝ １
５ － １２ν ＋ ８ν ２ ＋ ２ ｓ ２ ＋ （３ － ４ν）ｃｏｓｈ（２ ｓ）

（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（２ ｓ） － ２ ｓ
＋ ２（１ － ν ２） ｓγ ｓ

． （１７）

式（１６）是双重 Ｂｅｓｓｅｌ 函数积分，对于比较复杂的被积函数，该类积分的解析解一般很难求得，很多学者对其

数值解进行了研究［２５⁃２６］，基于他们的贡献，我们给出了式（１６）的数值解．
基底材料参数呈现梯度变化时，会诱导液滴的运动，但是基底的变形情况会是怎样的呢？ 本文做了具体

的研究．当基底弹性模量 Ｅ 随坐标变量 ｚ 呈现梯度变化，且 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比不随 ｚ 变化时，基底变形的控制方程仍

为稳态 Ｎａｖｉｅｒ 方程．下面探讨基体弹性模量呈梯度变化时，液滴对变形的影响．
 当弹性模量呈现指数形式变化时：
　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ Ｅ０ｅａｚ，

其中 Ｅ０ 为参考弹性模量， ａ 表示与功能梯度材料性质相关的参数，当 ａ 为零时，弹性模量退化为 Ｅ０， 即退化

为均匀各向同性弹性材料．此时软层变形的无量纲法向位移为

　 　 ｕｚ，ｅ（ ｒ） ＝ ２（１ － ν ２） １ － （λ ／ （Ｒγ ｌｖ）） ２ ∫∞
０

ＲＪ０（ ｓＲ） － ２
Ｊ１（ ｓＲ）

ｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｓｚｚ，ｅ（ ｓ）Ｊ０（ ｓ ｒ）ｄ ｓ， （１８）

其中

　 　 Ｓｚｚ，ｅ（ ｓ） ＝ １
ｅａｈ ｆ（ ｓ） ＋ ２ ｓ（１ － ν ２）γ ｓ

， （１９）
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这里

　 　 ｆ（ ｓ） ＝ （３ － ４ν）（ｅ４ ｓ～ － １） － ４ ｓｅ２ ｓ～

（１０ － ２４ν ＋ １６ν ２ ＋ ４ ｓ ２）ｅ２ ｓ～ ＋ （３ － ４ν）（ｅ４ ｓ～ ＋ １）
． （２０）

 当弹性模量呈现幂函数变化时［２７］：
　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ Ｅ０（ ｚ ／ ｃ０） ｋ，　 　 ０ ≤ ｋ ≤ １，

其中， Ｅ０ 为参考弹性模量， ｃ０（ｃ０ ＞ ０） 为表征模量变化率的特征深度， ｋ 为梯度变化指数．材料的弹性模量随

深度而递增，在深度为 ｃ０ 处达到 Ｅ０， 并且存在两种特殊情况：当 ｋ ＝ ０ 时，软基底退化为均匀各向同性材料；
当 ｋ ＝ １，ν ＝ ０．５ 时，软基底退化为线性梯度不可压缩性材料，即 Ｇｉｂｓｏｎ 材料［２８］ ．

引入无量纲参量 ｃ０ ≡ ｃ ０ｈ， 此时软层变形的无量纲法向位移为

　 　 ｕｚ，ｐ（ ｒ） ＝ ２（１ － ν ２） １ － （λ ／ （Ｒγ ｌｖ）） ２ ∫∞
０

ＲＪ０（ ｓＲ） － ２
Ｊ１（ ｓＲ）

ｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｓｚｚ，ｐ（ ｓ）Ｊ０（ ｓ ｒ）ｄ ｓ， （２１）

其中

　 　 Ｓｚｚ，ｐ（ ｓ） ＝ １
ｆ（ ｓ） （１ ／ ｃ ０） ｋ ＋ ２ ｓ（１ － ν ２）γ ｓ

， （２２）

ｆ（ ｓ） 见式（２０）．注意，以上表达式下标中的 ｅ、ｐ 分别代表弹性模量为指数型和幂型的情况．

３　 数值结果与讨论

设薄基 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．５， 厚度 ｈ ＝ ５ × １０ －５ ｍ，液⁃气表面张力 γ ｌｖ ＝ ０．０４ Ｎ·ｍ－１，固⁃气（固⁃液）表面张力

γ ｓ ＝ ０．０６ Ｎ·ｍ－１，由 γ ｓ ≡ γ ｓ ／ （Ｅｈ） 量纲分析可知，弹性模量明显的影响范围为１０３ Ｐａ ．基于以上数据，当液滴

半径 Ｒ 和基底厚度 ｈ 满足 Ｒ ／ ｈ ＝ Ο（１０） 时，给出以下数值结果．

图 ２　 Ｅ ＝ ３ ｋＰａ， Ｒ ＝ ２００ μｍ， λ ＝ ２ × １０ －８ Ν，梯度型 图 ３　 接触角随液滴半径和线张力

基底变形的一般情形和退化结果 能量的变化关系

Ｆｉｇ． ２　 Ｅ ＝ ３ ｋＰａ， Ｒ ＝ ２００ μｍ， λ ＝ ２ × １０ －８ Ν， Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎｇｌｅ，

ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｃａｓｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｒｅｓｕｌｔ ｔｈｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ

ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ ｅｎｅｒｇｙ

选取文献［１６］中参数的值，绘制图 ２（右箭头线代表文献［１６］中的结果，空心圆线和星号线分别代表指

数型和幂型梯度的退化结果，其他线为梯度型一般结果），从小图中可以看出， ａ ＝ ０ 时的指数型梯度与 ｋ ＝ ０
时的幂型梯度的位移退化结果与文献［１６］中均匀各向同性基底的结果非常接近，误差量级在 １０－６范围，故
此说明了本文推广结果的正确性．

理论预估和实验测得的线张力大小的量级范围为 １０－１２ Ｎ～１０－６ Ν［２９］，因此我们研究了在此范围内接触

角随液滴半径和线张力能量的变化．由图 ３ 可知，接触角随着线张力的增大而增大，随着半径的增大而减小，
无限逼近于 ９０°．当半径较小时，线张力对接触角的影响是比较大的，所以本文引入线张力对于表面变形的研
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究是有必要的．
此外，图中结果显示了线张力对接触角的影响范围在 ９０° ～１０５°间，和文献［１５］假设与试验测得的接触

角误差刚好吻合，这也验证了我们假设 γ ｓｌ ＝ γ ｓｖ ＝ γ ｓ 成立的合理性．

（ａ） 不同量级的线张力 λ 对基底变形的影响 （ｂ） 同一量级的 λ 变化对位移的影响

（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ ｖａｌｕｅｓ

λ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ４　 Ｅ ＝ ２ ｋＰａ， Ｒ ＝ ２００ μｍ，线张力 λ 对基底变形的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅ ＝ ２ ｋＰａ， Ｒ ＝ ２００ μｍ， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ λ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

（ａ） Ｅ 对基底位移的影响 （ｂ） Ｒ 和 λ 变化时基底位移的变化

（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｅ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｗｉｔｈ Ｒ ａｎｄ λ

图 ５　 基底弹性模量 Ｅ、线张力 λ、液滴半径 Ｒ 变化对基底变形的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ， ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ λ

ａｎｄ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

１） 非梯度变化

由于 ｃｏｓ θ ＝ － λ ／ （Ｒγ ｌｖ），所以线张力的量级 ≤Ο （１０－６ Ν），而当 λ ＞ Ｏ（１０ －９ Ν）时， λ 对变形的贡献非

常微弱，可以忽略，因此本文研究了线张力在 １０－９ Ｎ～１０－６ Ν 不同量级下对基底变形的影响．由图 ４（ａ）可知，
当 λ ／ （Ｒγ ｌｖ） 从 Ｏ（１） 变化至 Ｏ（１０ －３） 时，线张力对位移的影响非常小，从热力学的观点来看，在固体表面的

一个小的无座液滴上的正张力会减少三相线的长度，从而增加接触角，这可能导致液滴大部分传热，能量发

生耗散．图 ４（ｂ）绘制了 λ 在 １０－８ Ν 下对变形的影响，从图中可知，半径在微米级时，图像重叠在一起，当把局

部放大后可以得知，线张力越小，对变形的影响越大．
图 ５ 显示了对于同样的线张力和液滴半径，基底弹性模量越小，湿润脊的峰值越高，基底的变形也越大，

而对于同样的线张力和基底弹性模量，表面的变形会随着液滴半径的增大而增大．不论弹性模量、线张力和
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液滴半径怎么变化，位移的变化基本上呈对称态，与第 １ 节对模型假设的柱型轴对称一致，并且湿润脊随着

液滴半径的减小而变得更加对称，这是由于液滴半径越大，会导致接触角发生微弱的不等现象，从而导致液

体偏离对称轴，产生不对称的变形．

（ａ） Ｒ 和 ａ 变化时位移的变化 （ｂ） λ 和 ａ 变化时位移的变化

（ａ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ Ｒ ａｎｄ ａ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ λ ａｎｄ ａ

图 ６　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ，梯度指数参数 ａ、线张力 λ、液滴半径 Ｒ 变化对基底变形的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ， ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ λ ａｎｄ

ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

（ａ） Ｒ 和 ｃ０变化时位移的变化 （ｂ） λ 和 ｃ０变化时位移的变化

（ａ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ Ｒ ａｎｄ ｃ０ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ λ ａｎｄ ｃ０
图 ７　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ， ｋ ＝ ０．５， 特征深度 ｃ０、线张力 λ、液滴半径 Ｒ 变化对基底变形的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ， ｋ ＝ ０．５， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｄｅｐｔｈ ｃ０， ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ λ

ａｎｄ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

２） 指数型梯度变化

从图 ６ 可知，液滴半径增大时，表面变形也随之增大，梯度指数参数 ａ 增大时，湿润脊的峰值更大，线张

力越小，变形越大．液滴半径越小，湿润脊变得更加对称，这与无梯度的结果保持一致，说明基底模量的变化

并不会影响到液滴半径对变形的贡献．
３） 幂型梯度变化

由图 ７ 可知，湿润脊的峰脊高度随特征深度的增加而减小，即特征深度越小，变形越大．线张力越小，变
形越大，半径对变形的影响与上述一致．

由图 ８ 可知，半径对变形的贡献与上述一致，此处不再赘述．对于同样的线张力和液滴半径，梯度指数 ｋ
越大，位移变化幅度越大，峰脊越高．线张力越小，变形越大．当 ｋ ＝ １，ν ＝ ０．５ 时，软基底退化为 Ｇｉｂｓｏｎ 材料，此
时基底的变形情况也可从图中获得．
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此外，图 ４～８ 中湿润脊的形状与模型示意图 １ 中基底变形的形状吻合，尤其是在三相界面处的变形，也
印证了本文结果的正确性．

（ａ） Ｒ 和 ｋ 变化时位移的变化 （ｂ） λ 和 ｋ 变化时位移的变化

（ａ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ Ｒ ａｎｄ ｋ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ λ ａｎｄ ｋ

图 ８　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ， ｃ０ ＝ ２ × １０ －５， 梯度指数 ｋ、线张力 λ、液滴半径 Ｒ 变化对基底变形的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｅ０ ＝ ２ ｋＰａ， ｃ０ ＝ ２ × １０ －５， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｄｅｘ ｋ， ｌｉｎｅａｒ ｔｅｎｓｉｏｎ λ

ａｎｄ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文研究了液滴引起的梯度薄基的法向变形，利用积分变换法求解了变形的本构方程，给出了变形位移

的表达式．通过数值求解位移表达式得出，基底弹性模量越大，湿润脊的峰值越低，基底的变形也越小．但弹

性模量不会影响峰脊的形状，这与文献［１５］中的结果一致．液滴半径越大，湿润脊越高，变形也越大．相反，半
径越小，湿润脊会变得更对称．此外，线张力越小，变形越大，并且线张力对表面变形的贡献随着液滴半径量

级的减小而逐渐增大．梯度指数越大，湿润脊峰值越大，变形也越大．特征深度越小，变形越大．本文的结果对

软器件的设计和制造具有潜在的应用价值．

附　 录　 Ａ

位移场的控制方程为稳态 Ｎａｖｉｅｒ 方程：

　 　 Ñ（Ñ·ｕ）
１ － ２ν

＋ Δｕ ＝ ０， （Ａ１）

式中 ν 为基底材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．上式可通过用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数表示位移来求解，令

　 　 ｕ ＝ （ｕ，ｖ，ｗ） ＝ ∑
∞

α ＝ －∞
∑
∞

β ＝ －∞
ｕα，β（ ｚ），ｖ α，β（ ｚ），ｗα，β（ ｚ）[ ] ｅｉαｘｅｉβｙ， （Ａ２）

其中 α，β 分别表示 ｘ，ｙ 方向的波数， ｕα，β（ ｚ），ｖ α，β（ ｚ），ｗα，β（ ｚ） 分别是 ｕ，ｖ，ｗ 的复 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数，ｉ 为虚数单位．将式（Ａ２）代入式

（Ａ１）并化简得［３０］

　 　

ｕα，β（ ｚ）

ｖ α，β（ ｚ）

ｗα，β（ ｚ）

ｕ′α，β（ ｚ）

ｖ′α，β（ ｚ）

ｗ′α，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝ ｕα，β（ ｚ） ＝

ａ１１

ａ２１

ａ３１

ａ４１

ａ５１

ａ６１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄｕ０
α，β ＋

ａ１２

ａ２２

ａ３２

ａ４２

ａ５２

ａ６２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄｖ ０
α，β ＋

ａ１３

ａ２３

ａ３３

ａ４３

ａ５３

ａ６３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄｗ０
α，β， （Ａ３）

其中 ｕ０
α，β（ ｚ），ｖ ０

α，β（ ｚ），ｗ０
α，β（ ｚ） 分别是 ｕ，ｖ，ｗ 在 ｚ ＝ ０ 处的复 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数的边值，并且
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ａ１１

ａ２１

ａ３１

ａ４１

ａ５１

ａ６１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

［（３ － ４ν）α２ ＋ ４（１ － ν）β２］ｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ３（１ － ν）

＋ α２ ｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４ｋ２（１ － ν）

－ βαｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ３（１ － ν）

＋ βαｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４ｋ２（１ － ν）

－ ｉαｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

α２ ｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

＋ ｃｏｓｈ（ｋｚ）

βαｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

－ ｉαｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

－ ｉαｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４（１ － ν）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　

ａ１２

ａ２２

ａ３２

ａ４２

ａ５２

ａ６２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

－ βαｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ３（１ － ν）

＋ βαｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４ｋ２（１ － ν）

［（３ － ４ν）β２ ＋ ４（１ － ν）α２］ｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ３（１ － ν）

＋ β２ ｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４ｋ２（１ － ν）

－ ｉβｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）
βαｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

β２ ｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

＋ ｃｏｓｈ（ｋｚ）

－ ｉβｓｉｎｈ（ｋｚ）
４ｋ（１ － ν）

－ ｉβｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
４（１ － ν）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ａ１３

ａ２３

ａ３３

ａ４３

ａ５３

ａ６３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

－ ｉαｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
２ｋ（１ － ２ν）
－ ｉβｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
２ｋ（１ － ２ν）

（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（ｋｚ）
２ｋ（１ － ２ν）

－ ｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
２（１ － ２ν）

－ ｉαｓｉｎｈ（ｋｚ）
２ｋ（１ － ２ν）

－ ｉαｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
２（１ － ２ν）

－ ｉβｓｉｎｈ（ｋｚ）
２ｋ（１ － ２ν）

－ ｉβｚｃｏｓｈ（ｋｚ）
２（１ － ２ν）

－ ｋｚｓｉｎｈ（ｋｚ）
２（１ － ２ν）

＋ ｃｏｓｈ（ｋｚ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

式中 ｋ ＝ α２ ＋ β２ ．将应力 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开得

　 　 σ ｘｚ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑
∞

α ＝ －∞
∑
∞

β ＝ －∞
σ ｘｚα，β（ ｚ）ｅｉαｘｅｉβｙ，

　 　 σ ｙｚ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑
∞

α ＝ －∞
∑
∞

β ＝ －∞
σ ｙｚα，β（ ｚ）ｅｉαｘｅｉβｙ，

　 　 σ ｚｚ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑
∞

α ＝ －∞
∑
∞

β ＝ －∞
σ ｚｚα，β（ ｚ）ｅｉαｘｅｉβｙ ．

广义 Ｈｏｏｋｅ 定律为

　 　 σ ｘｚ ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

∂ｕ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｘ( ) ， σ ｙｚ ＝ Ｅ

２（１ ＋ ν）
∂ｖ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｙ( ) ，

　 　 σ ｚｚ ＝ Ｅ
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

（１ － ν） ∂ｗ
∂ｚ

＋ ν ∂ｕ
∂ｘ

＋ ν ∂ｖ
∂ｙ[ ] ．

由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换得

　 　 σ ｘｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

ｄｕα，β（ ｚ）
ｄｚ

＋ ｉαｗα，β（ ｚ）
é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 σ ｙｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

ｄｖ α，β（ ｚ）
ｄｚ

＋ ｉβｗα，β（ ｚ）
é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 σ ｚｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
（１ ＋ ν）（１ － ２ν） （１ － ν）

ｄｗα，β（ ｚ）
ｄｚ

＋ ｉν（αｕα，β（ ｚ） ＋ βｖ α，β（ ｚ））
é

ë
êê

ù

û
úú ，

则

　 　

ｕα，β（ ｚ）

ｖ α，β（ ｚ）

ｗα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｍ

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

其中
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　 　 Ｍ ＝ （ａｉｊ） ３×３，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，３．
所以

　 　

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｍ －１

ｕα，β（ ｚ）

ｖ α，β（ ｚ）

ｗα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （Ａ４）

由式（Ａ３）知

　 　 σ ｘｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

（ａ４１，ａ４２，ａ４３） ＋ ｉα（ａ３１，ａ３２，ａ３３）[ ]

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 σ ｙｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

（ａ５１，ａ５２，ａ５３） ＋ ｉβ（ａ３１，ａ３２，ａ３３）[ ]

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 σ ｚｚα，β（ ｚ） ＝ Ｅ
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

［（１ － ν）（ａ６１，ａ６２，ａ６３） ＋ ｉαν（ａ１１，ａ１２，ａ１３） ＋ ｉβν（ａ２１，ａ２２，ａ２３）］

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　

σ ｘｚα，β（ ｚ）

σ ｙｚα，β（ ｚ）

σ ｚｚα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｐ

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ＡＥν

ｄｕ０
α，β

ｄｖ ０
α，β

ｄｗ０
α，β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （Ａ５）

其中 Ａ ＝ Ａ１ ＋ Ａ２，

　 　 Ｅν ＝

Ｅ
２（１ ＋ ν）

Ｅ
２（１ ＋ ν）

Ｅ
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ａ１ ＝

ａ４１ ａ４２ ａ４３

ａ５１ ａ５２ ａ５３

（１ － ν）ａ６１ （１ － ν）ａ６２ （１ － ν）ａ６３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
１

１
１ － ν

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ａ４１ ａ４２ ａ４３

ａ５１ ａ５２ ａ５３

ａ６１ ａ６２ ａ６３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
１

１
１ － ν

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

∂Ｍ
∂ｚ

，

式中

　 　

ａ４１ ａ４２ ａ４３

ａ５１ ａ５２ ａ５３

ａ６１ ａ６２ ａ６３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ∂
∂ｚ

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Ａ２ ＝

ｉαａ３１ ｉαａ３２ ｉαａ３３

ｉβａ３１ ｉβａ３２ ｉβａ３３

ｉν（αａ１１ ＋ βａ２１） ｉν（αａ１２ ＋ βａ２２） ｉν（αａ１３ ＋ βａ２３）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　 　 　
０ ０ ｉα
０ ０ ｉβ

ｉαν ｉβν ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
０ ０ ｉα
０ ０ ｉβ

ｉαν ｉβν ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
Ｍ ．

由式（Ａ４）和式（Ａ５）得

　 　

σ ｘｚα，β（ ｚ）

σ ｙｚα，β（ ｚ）

σ ｚｚα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ＢＭ －１

ｕα，β（ ｚ）

ｖ α，β（ ｚ）

ｗα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，
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其中

　 　 Ｂ ＝ ＥνＡ ＝ Ｅν（Ａ１ ＋ Ａ２） ＝

　 　 　 　

Ｅ
２（１ ＋ ν）

Ｅ
２（１ ＋ ν）

Ｅ
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

１
１

１ － ν

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

∂Ｍ
∂ｚ

＋
０ ０ ｉα
０ ０ ｉβ

ｉαν ｉβν ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
Ｍ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
．

令 Ｑｉｊ ＝ ＢＭ －１， 有

　 　

σ ｘｚα，β（ ｚ）

σ ｙｚα，β（ ｚ）

σ ｚｚα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｑｉｊ

ｕα，β（ ｚ）

ｖ α，β（ ｚ）

ｗα，β（ ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换得

　 　

σ ｘｚ（ｘ，ｙ，ｚ）

σ ｙｚ（ｘ，ｙ，ｚ）

σ ｚｚ（ｘ，ｙ，ｚ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｑｉｊ

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）
ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （Ａ６）

对于二维向量 ｕ ＝ （ｕｒ，ｕｚ），其中 ｕｒ，ｕｚ 分别为径向位移和法向位移， 且 ｘ 方向的波数 α 为零，令 β ＝ ｓ 有

　 　 Ｂ１（ ｓ，ｚ） ＝ Ｅ
１ ＋ ν

Ｐｉｊ（ ｓ，ｚ），

其中

　 　 Ｐｉｊ（ ｓ，ｚ） ＝

１
２

０

０ １ － ν
１ － ２ν

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂Ｍｉｊ（ ｓ，ｚ）
∂ｚ

＋
０ ｉｓ
ｉｓν ０

é

ë
êê

ù

û
úú Ｍｉｊ（ ｓ，ｚ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｍｉｊ（ ｓ，ｚ） ＝
ａ２２ ａ２３

ａ３２ ａ３３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

α ＝ ０，β ＝ ｓ

＝

　 　 　 　

（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋ ｓｚｃｏｓｈ（ ｓｚ）
４ｓ（１ － ν）

－ ｉｚｓｉｎｈ（ ｓｚ）
２（１ － ２ν）

－ ｉｚｓｉｎｈ（ ｓｚ）
４（１ － ν）

（３ － ４ν）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） － ｓｚｃｏｓｈ（ ｓｚ）
２ｓ（１ － ２ν）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （Ａ７）

则二维情形的广义弹性常数为

　 　 Ｑｉｊ（ ｓ，ｚ） ＝ Ｂ１（ ｓ，ｚ）Ｍ
－１
ｉｊ （ ｓ，ｚ） ． （Ａ８）

附　 录　 Ｂ

　 　 Ａ１１（ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ （６ － １４ν ＋ ８ν２）ｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋ （ － ３ｓｈ ＋ ｓｚ ＋ ４ｓｈν）ｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋

　 　 　 　 ２ｓｚｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｃｏｓｈ（ ｓｚ） － ２ｓνｚｃｏｓｈ（ ｓｈ ＋ ｓｚ） ＋ ｈｓ２ ｚｓｉｎｈ（ ｓｚ － ｓｈ），

　 　 Ａ１２（ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ － ｉ［（３ － １０ν ＋ ８ν２）ｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋ （ － ３ｓｈ ＋ ２ｓｚ ＋ ４ｓｈν）ｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋

　 　 　 　 ｓｚｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｃｏｓｈ（ ｓｚ） － ２ｓνｚｓｉｎｈ（ ｓｚ ＋ ｓｈ） － ｈｓ２ ｚｃｏｓｈ（ ｓｚ － ｓｈ）］，

　 　 Ａ２１（ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ ｉ［（３ － １０ν ＋ ８ν２）ｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋ （３ｓｈ － ２ｓｚ － ４ｓｈν）ｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） －

　 　 　 　 ｓｚｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｃｏｓｈ（ ｓｚ） ＋ ２ｓνｚｓｉｎｈ（ ｓｚ ＋ ｓｈ） － ｈｓ２ ｚｃｏｓｈ（ ｓｚ － ｓｈ）］，

　 　 Ａ２２（ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ （６ － １４ν ＋ ８ν２）ｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） ＋ （３ｓｈ － ｓｚ － ４ｓｈν）ｓｉｎｈ（ ｓｈ）ｓｉｎｈ（ ｓｚ） －

　 　 　 　 ２ｓｚｃｏｓｈ（ ｓｈ）ｃｏｓｈ（ ｓｚ） ＋ ２ｓνｚｃｏｓｈ（ ｓｈ ＋ ｓｚ） ＋ ｈｓ２ ｚｓｉｎｈ（ ｓｚ － ｓｈ），

　 　 Ｑ －１
ｚｚ （ ｓ，ｈ，ｚ） ＝ ２（ν ＋ １）

ｓＥ
Ａ２２（ ｓ，ｈ，ｚ）

５ － １２ν ＋ ８ν２ ＋ ２ｓ２ｈ２ ＋ （３ － ４ν）ｃｏｓｈ（２ｓｈ）
．
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