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摘要：　 针对有限元分析中对应力或内力有指定条件的问题，引入非弹性应变作为实现指定应力条件的附加未知

量，在小变形条件下描述了指定应力条件应当满足的弹性力学控制方程；以位移和未知非弹性应变作为独立变量，
建立了具有指定应力条件问题的势能变分原理和虚功方程；以位移、弹性应变、未知非弹性应变和应力为独立变

量，建立了一个含四类变量的广义变分原理．在基于变分原理得到的桁架单元和梁单元平衡方程中，指定轴力和需

要的调整量以对偶形式出现，可实现调整量已知情况下的常规受力分析，又可在轴力指定条件下获得需要的调整

量；同时考虑了材料刚度和内力对结构的影响，改进了目前预应力筋模拟的等效荷载法和实体力筋法，还可用于拉

索结构的索力优化和调整算法．通过拉索结构位移优化和索力调整的数值算例，验证了该文理论与算法的可行性及

精度．
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引　 　 言

有限元法是工程结构数值分析的常用手段．常规有限元法用数值手段求解控制方程在指定初值条件与

边值条件下的解，一般在静力或拟静力问题中仅有位移边界条件和力边界条件．但在一些工程问题中存在一

类特殊的非传统边界指定应力问题，如受某些因素影响或经一定措施调控，结构中某些部位的应力或内力需

要满足指定的约束条件：① 预应力混凝土结构中的预应力筋应力在张拉锚固后需要达到有效预应力状态；
② 斜拉桥的拉索和悬索桥的吊杆等通过长度调整需要具有指定的拉力值，以保证成桥状态的线形平顺和内

力均匀；③ 开裂后裂缝界面的应力为零；④ 在某些复杂工程结构中，可以利用经某些测量手段获得的结构

当前应力值来反演未知的荷载作用或其他响应量．
指定应力问题与初应力问题不同，两者的差别在于：① 初应力问题中，初始应力为受载前的初值，结构

受载变形以后，应力在初值基础上演变发展，但对于应力的最终值并没有指定约束； ② 指定应力问题中，存
在某些影响因素和调控措施，使得结构承受荷载后的应力具有指定值（已知或需要达到某个目标），要求有

限元分析的计算结果中应力等于指定值．
在常规的有限元方法和软件中，应力和内力是计算结果，不便于直接模拟这种问题．
对于预应力筋的模拟，目前普遍采用的方法有等效荷载法和实体力筋法两种［１］ ．等效荷载法［２⁃５］ 将预应

力筋从结构中舍去，用一组等效荷载代替预应力筋对混凝土的作用．这种方法建模简单，可以直接准确模拟

考虑各种损失后的有效预应力．其缺点是分析模型中实际上没有预应力筋材料，在结构的后续承载过程中，
难以考虑预应力筋的刚度贡献和应力变化．实体力筋法［６⁃１１］ 在建模中分别用不同的单元模拟混凝土和预应

力筋，通过建立预应力筋节点与混凝土单元的位移约束关系实现两者的连接和共同工作，采用温度变化、初
应变或初应力模拟预应力的施加．这种方法既考虑了预应力筋对结构的刚度贡献，也可以考虑预应力筋与结

构共同受力后产生的应力变化．实体力筋法的难点是：对于后张预应力筋， 无法在计算前根据有效预应力准

确设定恰当的温度变化、 初应变或初应力幅度， 以使得预应力筋与混凝土一起变形后具有指定的有效预应

力．要使各预应力筋具有指定的应力，通常需要多次计算进行调整或迭代．
对于斜拉桥拉索的索力模拟，目前主要的方法有生死单元技术、基于初应变或温度荷载的循环迭代

法［１２⁃１５］，以及影响矩阵法［１６⁃１８］ ．单元生死法先“杀死”拉索单元，用一对集中力施加到斜拉索两端的节点上，
结构计算完成后再激活拉索单元，移去施加的节点荷载，设置拉索单元的应力、应变和位移状态，以便后续计

算．这种方法对小位移问题可以得到准确解．其不足之处在于： ① 杀死拉索时施加在拉索两端的集中力始终

沿两节点连线方向，无法考虑拉索的垂度效应，也无法考虑结构几何非线性引起的拉索两端节点的变位［１８］；
② 使用了两个计算模型，无拉索的模型和有拉索的模型，需要根据计算要求进行模型切换，不便于多次调索

的模拟分析．基于温度荷载、初应变或初应力的迭代法首先针对单根索建立索力和其温度荷载、初应变或初

应力之间的关系，再根据结构的变形来修改各拉索的温度荷载、初应变或初应力，形成迭代算法．这种方法不

便于考虑多个索力对结构变形和结构变形对各索力的相互影响，迭代法的计算量大，还涉及收敛问题．影响

矩阵法基于结构的线弹性特点，通过对逐个拉索施加非弹性变形影响（如温度荷载、初应变或初应力），建立

各拉索的非弹性变形影响对全部拉索索力的影响矩阵，再根据目标索力求解影响矩阵方程得到与目标索力

对应的各拉索非弹性变形影响．影响矩阵法的优点是： ① 考虑了多个索力对结构变形和结构变形对各索力

的相互影响； ② 对于不考虑几何非线性的线弹性结构，不存在收敛问题．其不足之处在于： ① 影响矩阵的建

立需要大量的准备计算工作； ② 将基于线弹性结构建立的影响矩阵用于结构的几何非线性分析，影响矩阵

本身存在准确性问题，需要通过迭代算法来获取各拉索的近似非弹性变形影响．
在上述问题中，预应力筋和拉索都需要满足指定的应力条件，在实际工程中通常采用张拉、松弛等技术

措施对预应力筋和拉索的拉力进行调整，在常规的有限元分析中，一般通过初应变或温度变化等手段去改变
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结果应力，以使结果应力满足指定条件．
近年来的一些研究成果表明，将非弹性应变作为独立自由度建立的有限元列式具有一些独特的优势．文

献［１９］引入非弹性收缩量作为调整桁架单元应力（轴力）的影响因素，将其作为独立自由度，利用虚功原理

建立了一种含非弹性收缩量的桁架单元，能同时模拟预应力筋的刚度和指定的有效预应力．文献［２０］应用该

单元模拟斜拉桥的拉索，能准确模拟斜拉桥当前状态的索力并实现目标索力的精确调整．文献［２１⁃２３］针对

纤维梁单元的材料非线性问题，将塑性应变分量作为独立自由度，提高了非线性迭代的效率．文献［２４］针对

平面弹塑性问题，将塑性应变分量作为独立自由度，利用虚功原理结合等参元 Ｇａｕｓｓ 积分方案，建立了一种

高效的弹塑性问题分析方法．
变分原理是建立有限元列式的理论基础，文献［２５］详细论述了小位移情况下的各种弹性力学变分原理

及有限元方法，并指出（Ｐ５３）：Ｈｕ⁃Ｗａｓｈｉｚｕ 变分原理［２６⁃２７］是弹性力学中最一般的变分原理，其他的变分原理

（包括 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理在内）是 Ｈｕ⁃Ｗａｓｈｉｚｕ 变分原理的特殊情况．对于有限位移几何非线性问

题，钱伟长首先建立了大位移非线性弹性理论的变分原理和广义变分原理［２８］；付宝连论述了有限变形非线

性的变形能原理及功的互等定理与变分原理的关系［２９］，并提出了有限位移理论线弹性力学二类和三类混合

变量的变分原理［３０］；樊涛等建立了几何非线性非保守系统弹性力学的广义拟变分原理［３１］ ．在各种小位移和

有限位移的弹性力学变分原理中，最多将位移、应变、应力三类变量作为独立变量，没有把对应力状态具有调

整效应的非弹性应变作为独立变量．
本文把对应力有调整效应的非弹性应变作为独立自由度，研究了前述指定应力问题的弹性力学控制方

程和变分原理．

１　 指定应力问题的控制方程

在实际工程和有限元分析中，有多种措施和影响因素可用来调整应力结果以实现指定条件的满足．为简

单起见，本文在小变形假设下讨论一种通过引入未知非弹性应变实现指定应力条件的方法．
根据弹性力学理论，指定应力问题的控制方程与约束条件可描述如下．
在弹性体域 Ｖ 内，有
　 　 σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ ＝ ０， （１）

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， （２）

　 　 σｉｊ ＝
∂Ａ（εｅ

ｉｊ）
∂εｅ

ｉｊ

， （３）

　 　 εｉｊ ＝ εｅ
ｉｊ ＋ εｐ

ｉｊ ＋ ε０
ｉｊ； （４）

在指定位移边界 Ｓｕ 上，有
　 　 ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ； （５）
在指定应力边界 Ｓσ 上，有
　 　 σｉｊｎ ｊ ＝ ｐｉ； （６）
在指定应力的域 Ｖσ 内，有
　 　 σｉｊ ＝ σ０

ｉｊ； （７）
无指定应力的域 Ｖｕ ＝ Ｖ － Ｖσ 内，有
　 　 ε０

ｉｊ ＝ ０， （８）
式中 σｉｊ 为应力， ｕｉ 为位移， εｉｊ，εｅ

ｉｊ，εｐ
ｉｊ，ε０

ｉｊ 分别为总应变、弹性应变、已知的非弹性应变和未知的非弹性应变，
Ａ（εｅ

ｉｊ） 为用弹性应变 εｅ
ｉｊ 表示的弹性势函数， ｆｉ 和 ｐｉ 分别为体力与面力集度， ｕ－ ｉ 为边界指定位移， σ０

ｉｊ 为指定

应力值，弹性体问题求解域记为 Ｖ ＝ Ｖσ ＋ Ｖｕ， 求解域的边界记为 Ｓ ＝ Ｓｕ ＋ Ｓσ，ｎｉ 为边界的外法线方向单位向

量，下标 ｉ， ｊ ＝ １，２，３．
与经典的弹性体控制方程与边界条件相比，指定应力问题中增加了方程（４）和（７）．方程（７）即为指定的
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应力约束条件，此约束条件仅在域 Ｖσ 上满足．方程（４）表明总应变 εｉｊ 可分解为弹性应变 εｅ
ｉｊ、已知非弹性应变

εｐ
ｉｊ 和未知非弹性应变 ε０

ｉｊ，εｐ
ｉｊ 表示由温度等因素引起的已知的非弹性应变， ε０

ｉｊ 表示由应力约束条件引起的附

加非弹性应变．一般而言，在弹性体作用外因已知的情况下，域内应力场具有唯一解，若指定应力约束值与真

实解间有差异时，满足指定应力约束条件需要有一定的“诱因”，比如在斜拉桥中通过调整拉索的无应力长

度来改变整体结构的几何模型．由于在有限元数值方法中考虑几何模型的改变相对比较困难，在本文介绍的

算法中引入一个虚拟的非弹性应变场 ε０
ｉｊ， 使得指定应力问题成为适定的．另根据局部化原理可假定非弹性

应变场 ε０
ｉｊ 仅在有指定应力约束条件的域 Ｖσ 内非零，在其他区域 Ｖｕ 内取零值．

２　 指定应力问题的势能变分原理和虚功方程

根据弹性力学的定解条件，只要不引入未知的影响因素，弹性体的应力就只能是确定的计算结果，难以

在计算结果中实现指定的应力条件．因此，针对前述指定应力问题，本文引入未知非弹性应变对应力进行调

整，并作为独立变量，构造泛函如下：

　 　 Π（ｕ，ε０） ＝ ∫
Ｖ
Ａ（εｅ

ｉｊ）ｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
σ０

ｉｊε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉｕｉｄＳ ． （９）

指定应力问题的变分原理可表述为：在满足应变位移关系式（２）、材料本构关系式（３） ～ （５）和（８）的所

有允许位移 ｕｉ 和非弹性应变 ε０
ｉｊ 中，真实的 ｕｉ 和 ε０

ｉｊ 必使弹性体的泛函 Π 取驻值，也即使泛函 Π 取驻值的 ｕｉ

和 ε０
ｉｊ 必满足弹性体内的平衡微分方程式（１）、面力边界条件式 （６）和指定应力条件式（７）．
证明如下：

　 　 δΠ ＝ ∫
Ｖ
δＡ（εｅ

ｉｊ）ｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
δ（σ０

ｉｊε０
ｉｊ）ｄＶ － ∫

Ｖ
δ（ ｆｉｕｉ）ｄＶ － ∫

Ｓσ
δ（ｐｉｕｉ）ｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ

∂Ａ（εｅ
ｉｊ）

∂εｅ
ｉｊ

δεｅ
ｉｊｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
σ０

ｉｊδε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδεｅ

ｉｊｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
σ０

ｉｊδε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδ（εｉｊ － εｐ

ｉｊ － ε０
ｉｊ）ｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
σ０

ｉｊδε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊ（δεｉｊ － δε０

ｉｊ）ｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
σ０

ｉｊδε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδεｉｊｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）δε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ． （１０）

上式推导的最后两个等式中运用了如下结论：
　 　 δεｐ

ｉｊ ＝ ０，　 　 ｉｎ　 Ｖ， （１１）
　 　 δε０

ｉｊ ＝ ０，　 　 ｉｎ　 Ｖｕ ． （１２）
由于

　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδεｉｊｄＶ ＝ ∫

Ｖ

１
２

σｉｊδ（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）ｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδｕｉ， ｊｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ
（σｉｊδｕｉ） ， ｊｄＶ － ∫

Ｖ
σｉｊ， ｊδｕｉｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｓ
σｉｊδｕｉｎ ｊｄＳ － ∫

Ｖ
σｉｊ， ｊδｕｉｄＶ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｓσ
σｉｊｎ ｊδｕｉｄＳ － ∫

Ｖ
σｉｊ， ｊδｕｉｄＶ ． （１３）

将式（１３）代入式（１０）并整理后可得

　 　 δΠ ＝－ ∫
Ｖ
（σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ）δｕｉｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）δε０
ｉｊｄＶ ＋ ∫

Ｓσ
（σｉｊｎ ｊ － ｐｉ）δｕｉｄＳ ． （１４）
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考虑到 δｕｉ 和 δε０
ｉｊ 的任意性，由 δΠ ＝ ０ 可得

　 　

σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ ＝ ０， ｉｎ　 Ｖ，

σ０
ｉｊ － σｉｊ ＝ ０， ｉｎ　 Ｖσ，

σｉｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０， ｉｎ　 Ｓσ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即可得证平衡方程式（１）、应力边界条件（６）和指定应力条件（７）．以上过程的逆推也可由平衡微分方程、应
力边界条件和指定应力条件获得该类问题的泛函．

由式（１０）可得到与指定应力变分原理等价的虚功方程为

　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδεｅ

ｉｊｄＶ ＋ ∫
Ｖσ
σ０

ｉｊδε０
ｉｊｄＶ ＝ ∫

Ｖ
ｆｉδｕｉｄＶ ＋ ∫

Ｓσ
ｐｉδｕｉｄＳ ． （１５）

对式（１５）应用有限元的分片插值方法可得到各种单元的含应力条件的有限元列式，限于篇幅，本文中

仅涉及桁架单元和梁单元的应用，平面问题和空间问题的有限元列式另文发表．

３　 指定应力问题的广义变分原理

根据 Ｈｕ⁃Ｗａｓｈｉｚｕ 三类变量的广义变分原理，可构造一个含四类变量的泛函：

　 　 Π∗（ｕｉ，εｅ
ｉｊ，σｉｊ，ε０

ｉｊ） ＝ ∫
Ｖ
Ａ（εｅ

ｉｊ）ｄＶ ＋ ∫
Ｖ
σｉｊ

１
２

ｕｉ， ｊ ＋
１
２

ｕ ｊ，ｉ － εｅ
ｉｊ － εｐ

ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ －

　 　 　 　 ∫
Ｖ
ｆｉｕｉｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）ε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｓσ
ｐｉｕｉｄＳ ＋ ∫

Ｓｕ
σｉｊｎ ｊ（ｕ

－
ｉ － ｕｉ）ｄＳ ． （１６）

对上述方程中等式右端几项分别变分可得

　 　 δ∫
Ｖ
Ａ（εｅ

ｉｊ）ｄＶ ＝ ∫
Ｖ

∂Ａ（εｅ
ｉｊ）

∂εｅ
ｉｊ

δεｅ
ｉｊｄＶ， （１７）

　 　 δ∫
Ｖ
σｉｊ

１
２

ｕｉ， ｊ ＋
１
２

ｕ ｊ，ｉ － εｅ
ｉｊ － εｐ

ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ ＝ ∫

Ｖ
δσｉｊ

１
２

ｕｉ， ｊ ＋
１
２

ｕ ｊ，ｉ － εｅ
ｉｊ － εｐ

ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ －

　 　 　 　 ∫
Ｖ
σｉｊδεｅ

ｉｊｄＶ ＋ ∫
Ｓσ
σｉｊｎ ｊδｕｉｄＳ ＋ ∫

Ｓｕ
σｉｊｎ ｊδｕｉｄＳ － ∫

Ｖ
σｉｊ， ｊδｕｉｄＶ， （１８）

　 　 δ∫
Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）ε０
ｉｊｄＶ ＝ ∫

Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）δε０
ｉｊｄＶ － ∫

Ｖσ
δσｉｊε０

ｉｊｄＶ， （１９）

　 　 δ∫
Ｓｕ
σｉｊｎ ｊ（ｕ

－
ｉ － ｕｉ）ｄＳ ＝ ∫

Ｓｕ
δσｉｊｎ ｊ（ｕ

－
ｉ － ｕｉ）ｄＳ － ∫

Ｓｕ
σｉｊｎ ｊδｕｉｄＳ ． （２０）

对式（１６）求变分，再代入式（１７） ～ （２０）并整理可得

　 　 δΠ∗（ｕｉ，εｅ
ｉｊ，σｉｊ，ε０

ｉｊ） ＝ ∫
Ｖ

∂Ａ（εｅ
ｉｊ）

∂εｅ
ｉｊ

－ σｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δεｅ

ｉｊｄＶ － ∫
Ｖ
（σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ） δｕｉｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｖｕ
δσｉｊ

１
２

ｕｉ， ｊ ＋
１
２

ｕ ｊ，ｉ － εｅ
ｉｊ － εｐ

ｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ ＋ ∫

Ｖσ
δσｉｊ

１
２

ｕｉ， ｊ ＋
１
２

ｕ ｊ，ｉ － εｅ
ｉｊ － ε０

ｉｊ － εｐ
ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＶ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｖσ
（σ０

ｉｊ － σｉｊ）δε０
ｉｊｄＶ ＋ ∫

Ｓσ
（σｉｊｎ ｊ － ｐｉ）δｕｉｄＶ ＋ ∫

Ｓｕ
δσｉｊｎ ｊ（ｕ

－
ｉ － ｕｉ）ｄＳ ． （２１）

由 δｕｉ，δεｅ
ｉｊ，δσｉｊ，δε０

ｉｊ 的任意性，即可得指定应力问题的控制方程与相应的边界条件．
指定应力问题的广义变分原理表述为：指定应力问题的控制方程和边界条件等价于 δΠ∗ ＝ ０．

４　 指定应力桁架单元与梁单元

对于如图 １ 所示的桁架单元，设长度为 ｌ， 截面积为 Ａ， 材料弹性模量为 Ｅ ．两节点沿轴向的位移分别表

示为 ｕ１ 和 ｕ２， 在两节点处受到的轴向等效节点力分别表示 Ｑ１ 和 Ｑ２ ．
单元内任一点的位移可表示为

　 　 ｕ ＝ Ｎ１ｕ１ ＋ Ｎ２ｕ２， （２２）
式中 Ｎ１ 和 Ｎ２ 为两个节点的位移插值形函数，定义为
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　 　 Ｎ１ ＝ １ － ｘ
ｌ
， Ｎ２ ＝ ｘ

ｌ
． （２３）

由几何方程可知桁架单元轴向线应变为

　 　 ε ＝ ｄｕ
ｄｘ

＝
ｄＮ１

ｄｘ
ｕ１ ＋

ｄＮ２

ｄｘ
ｕ２ ＝ １

ｌ
（ｕ２ － ｕ１） ． （２４）

图 １　 轴线坐标系下的桁架单元

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｔｒｕｓｓ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

若模拟预应力筋的指定应力桁架单元（后文中简称指定应力单元）中指定应力为 σ０， 相应的轴力为 ＦＮ

＝ Ａσ０ ．设单元沿轴向的非弹性应变为 ε０（为后文公式推导简洁起见，约定非弹性应变压为正、拉为负），对应

的单元非弹性变形量为 Δｌ０ ＝ ｌε０（缩短为正、伸长为负，称为非弹性收缩量）．
由于非弹性应变 ε０ 压正拉负，总应变为（无温度等其他外因作用时）
　 　 ε ＝ εｅ － ε０， （２５）

弹性应变为

　 　 εｅ ＝ ε ＋ ε０ ＝ １
ｌ
（ｕ２ － ｕ１） ＋ Δｌ０

ｌ
＝ Ｂｄｅ， （２６）

式中， ｄｅ 为指定应力单元的广义位移向量， Ｂ 为与广义位移向量对应的应变位移向量，

　 　 ｄｅ ＝
ｕ１

ｕ２

Δｌ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， Ｂ ＝ １
ｌ
［ － １　 １　 １］ ． （２７）

根据线弹性应力应变关系，有
　 　 σ ＝ Ｅε ｅ ＝ ＥＢｄｅ ． （２８）
指定应力单元的弹性变形能可表示为

　 　 ∫
Ｖ
Ａ（ε ｅ

ｉｊ）ｄＶ ＝ ∫
Ｖ

１
２

σε ｅｄＶ ＝ １
２ ∫ＶｄＴ

ｅＢＴＥＢｄｅｄＶ ＝ １
２

ｄＴ
ｅＫｅｄｅ， （２９）

式中 Ｋｅ 为单元刚度阵，对于等截面单元有

　 　 Ｋｅ ＝ ∫
Ｖ
ＢＴＥＢｄＶ ＝ ＥＡ

ｌ

１ － １ － １
－ １ １ １
－ １ １ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （３０）

指定应力单元的泛函可表示为

　 　 Π ＝ ∫
Ｖ
Ａ（ε ｅ）ｄＶ － ∫

Ｖσ
σ ０ε ０ｄＶ － Ｑ１ｕ１ － Ｑ２ｕ２， （３１）

上式中第二项负号是因为非弹性应变约定压正拉负，方程进一步可以简化为

　 　 Π ＝ １
２

ｄＴ
ｅＫｅｄｅ － ＦＮΔｌ０ － Ｑ１ｕ１ － Ｑ２ｕ２， （３２）

或矩阵向量形式为

　 　 Π（ｄｅ） ＝ １
２

ｄＴ
ｅＫｅｄｅ － ｄＴ

ｅＦｅ， （３３）

式中 Ｆｅ 为广义单元荷载向量，
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　 　 ＦＴ
ｅ ＝ ［Ｑ１ 　 Ｑ２ 　 ＦＮ］ ＝ ［Ｑ１ 　 Ｑ２ 　 Ａσ ０］ ． （３４）

考虑到 δｄｅ 的任意性，由 δΠ ＝ ０ 可得
　 　 Ｋｅｄｅ ＝ Ｆｅ， （３５）

具体形式为
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上式与文献［１９］基于虚功原理直接得到的预应力筋单元平衡方程相同，平面和空间坐标系中指定应力单元

平衡方程的具体形式可通过坐标变换得到，本文不再赘述．
对梁单元引入非弹性收缩量，可得到如下形式的单元平衡方程：
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从式（３６）和（３７）中可以发现，在指定应力变分原理得到的单元平衡方程中，非弹性应变（或变形）与对

应的应力（或内力）处于对偶的位置．这样的单元平衡方程有两种用法：
１） 在指定应力或内力时，非弹性应变作为未知量，求得的结果值表示需要张拉的长度或等效温度变化

等调整措施．
２） 在已知或求出非弹性应变的情况下，将非弹性应变（或者换算为温度变化）作为已知量通过常规的

约束条件处理方法进行处理，则对应的应力成为未知量，此时与常规有限元法的计算方法相同．

５　 在位移优化中的应用

在实际工程中，有的问题表面上看起来不是一个指定应力问题，比如斜拉桥在成桥状态下的索力合理取

值问题：斜拉桥是一种高次超静定结构，各拉索的无应力长度可以调整，从而改变各拉索的索力，使桥面梁体

和桥塔的线形和内力更加合理．在这个问题中，各拉索的内力并没有直接的指定值，需要通过优化分析获得

其合理值．此时，可将各拉索相对于建模坐标的无应力长度减少量作为前述的非弹性收缩量，按照指定应力

问题的有限元方法，引入到结构的整体平衡方程，并将其作为设计变量，根据目标和要求建立一个优化方法．
下面以位移优化为例，说明按指定应力问题建立优化方法的措施．

对选定单元引入非弹性收缩量自由度后，结构的整体有限元平衡方程可表示为下面分块矩阵的形式：
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其中 ｄ１ 为常规节点自由度中不是约束、无需优化的分量，为未知量； ｄ２ 为常规节点自由度中不是约束、需要

优化的分量，为未知量； ｘ 为不是约束、可调整的自由度分量，也即引入的可变非弹性收缩量； ｄ
－

４ 为受到约束

的自由度，在方程中为已知量，反映了结构的位移边界条件； Ｆ１ 为与 ｄ１ 对应的等效节点荷载，为已知量； Ｆ２

为与 ｄ２ 对应的等效节点荷载，为已知量； Ｔ 为与 ｘ 对应的右端项； Ｒ４ 为约束自由度的约束反力，在方程中为

未知量．通过矩阵变换，可得到

　 　 ｄ２ ＝ Ａｘ ＋ ｄ
－

２， （３９）
其中
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１１ （Ｆ１ － Ｋ１４ ｄ
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　 　 Ｋ
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２２ ＝ Ｋ２２ － Ｋ２１Ｋ
－１
１１ Ｋ１２， （４２）

Ａ 为可调非弹性收缩量 ｘ 对位移分量 ｄ２ 的影响矩阵， ｄ
－

２ 为荷载、约束引起的目标位移分量的值．利用式

（３９），将可变非弹性收缩量作为设计变量，可实现对目标位移分量的优化分析．

６　 算　 　 例

将式（３６）应用于预应力筋模拟时，预应力筋的刚度和有效预应力均可得到准确模拟，文献［１９］提供了

对于预应力筋模拟的多个算例．
下面以一个平面拉索结构为例来说明： ① 如何设计各拉索索力，使水平梁的竖向位移达到指定要求；

② 在当前索力和目标索力有差距时，作为指定应力问题求解，可得到各拉索的调索量．

图 ２　 平面拉索结构算例示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｐｌａｎｅ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 ２ 所示的平面拉索结构，跨度 ２×３０ ｍ，梁上塔高 １２ ｍ，梁下塔高 １０ ｍ， 水平梁上索矩为 ６ ｍ，塔上索

矩为 ３ ｍ ．塔、梁的材料弹性模量为 ３０ ＧＰａ，截面积为 ３ ｍ２，轴惯性矩为 ０．２４ ｍ４，塔、梁连接处为刚接；８ 根拉

索的弹性模量为 ２００ ＧＰａ，截面积为 ０．０４ ｍ２ ．对塔和梁施加竖向分布荷载模拟其重力，集度为 １００ ｋＮ ／ ｍ ．
图 ２ 中标出了考虑非弹性收缩量的单元编号与考虑位移优化的节点编号，用含非弹性收缩量的桁架单

元模拟拉索（单元①~⑧），用含非弹性收缩量的梁单元模拟桥墩单元⑨．这里的非弹性收缩量表示相对于坐

标长度的减少量，坐标长度减去非弹性收缩量就是拉索的无应力长度．为保证恒载作用下主梁的平顺度，将
引入的 ９ 个非弹性收缩量自由度作为设计变量，将主梁上节点 １～９ 的竖向位移作为优化目标（位移为零），

由 Ａｘ ＋ ｄ
－

２ ＝ ０ 解得，桥墩单元⑨的非弹性收缩量为－０．８０３ ｍｍ，表示其无应力长度需要比坐标长度长 ０．８０３
ｍｍ；各拉索的非弹性收缩量 ｘ 及索力见表 １．表 １ 的结果表明，要使节点 １～９ 的竖向位移为 ０，各拉索的无应

力长度需要相应减少，以使得在荷载作用下各拉索能提供相应大小的索力．
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表 １　 主梁指定节点竖向位移为零时拉索的非弹性收缩量及索力

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｍａｉｎ ｂｅａｍ ｎｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｆｉｘｅｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

ｅｌｅｍｅｎｔ ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧
ｘｉ ／ ｍｍ ６．０７３ ４．１２０ ２．９４４ １．５０５ １．５０５ ２．９４４ ４．１２０ ６．０７３
ＦＮ ／ ｋＮ １ ５２１．４ １ ２９３．５ １ ３５４．６ １ ３３７．９３ １ ３３７．９３ １ ３５４．６ １ ２９３．５ １ ５２１．４

　 　 在上述模型中，设桥墩单元⑨的非弹性收缩量为－０．８０３ ｍｍ 不再变化，各拉索的当前索力为已知量，利
用结构整体平衡方程，可识别出各拉索当前的非弹性收缩量，见表 ２．表 １、表 ２ 中拉索非弹性收缩量的差值，
即为各拉索由当前索力调到目标索力的调索长度．

表 ２　 指定索力状态的拉索非弹性收缩量

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｃａｂｌｅ ｔｅｎｓｉｏｎｓ

ｅｌｅｍｅｎｔ ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧
ＦＮ ／ ｋＮ １ ４００ １ ２００ １ ３００ １ ３５０ １ ３５０ １ ３００ １ ２００ １ ４００
ｘｉ ／ ｍｍ ４．４７１ ２．２６５ １．６２９ １．０７７ １．０７７ １．６２９ ２．２６８ ４．４７１

７　 结　 　 论

本文针对工程实践中的指定应力问题，提出了一种新的有限元分析思路及计算流程．利用非弹性应变阐

述了指定应力问题的弹性力学控制方程，以位移和未知非弹性应变作为独立变量建立了具有指定应力条件

的势能变分原理和虚功方程，以位移、弹性应变、未知非弹性应变和应力为独立变量，建立了一个含四类变量

的广义变分原理，为指定应力问题的数值算法提供了理论基础，扩展了现有变分原理和有限元方法的应用范

围和能力．
在基于变分原理得到的桁架、梁单元平衡方程中，指定轴力和需要的调整量以对偶形式出现，可实现调

整量已知情况下的常规有限元分析，又可在轴力指定条件下获得相应的非弹性收缩量．由于在结构整体平衡

方程中引入了非弹性因素和应力（内力），还可方便地建立以非弹性因素为设计变量的优化方法．本文方法可

用于预应力筋的模拟、拉索结构的索力优化和调整问题．
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