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摘要：　 该文讨论了一类反应项为非线性非局部热源且热汇具有时间系数的反应扩散方程，分别在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ、Ｎｅｕ⁃
ｍａｎｎ 或 Ｒｏｂｉｎ 边界条件下，在有界区域中的爆破行为．若解可能在有限时间发生爆破，通过构造合适的辅助函数，
对时间系数给出适当的条件，利用 Ｓｏｂｏｌｅｖ、Ｈöｌｄｅｒ 不等式及 Ｐａｙｎｅ 和 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 积分不等式等技巧，得出了解的爆破

时间下界的估计．
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引　 　 言

１８ 世纪， 为解决弦振动、 万有引力、 流体水力学等实际物理问题，出现了偏微分方程．其中，反应扩散方

程是偏微分方程中的一类重要方程．本文将讨论具有时间系数的非局部反应扩散方程的爆破行为，其方程可

表示为

　 　
ｕｔ ＝ Δｕｍ ＋ ｕｐ∫

Ω
ｕｑｄｘ － ｋ（ ｔ）ｕｓ，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，ｔ∗），

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ） ＞ ０，　 　 ｘ ∈ Ω ．
{ （１）
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给出不同的边界条件：
齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 ∂Ω × （０，ｔ∗）； （２）
齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件

　 　 ∂ｕ
∂ν

＝ ０，　 　 ∂Ω × （０，ｔ∗）； （３）

齐次 Ｒｏｂｉｎ 边界条件

　 　 ∂ｕ
∂ν

＝ － σｕ，　 　 ∂Ω × （０，ｔ∗）， （４）

其中 ｐ，ｑ ≥０，ｐ ＋ ｑ ＝ ｓ ＞ ｍ ＞ １，σ ＞ ０，Ω⊂ Ｒ３ 是一个具有光滑边界的凸域，ｔ∗ ＜ ∞ 是可能发生爆破的时

间，若 ｔ∗ ＝ ∞，则爆破不会发生．ｋ（ ｔ） ＞ ０ 且满足条件：
① ｜ Ω ｜ － ｋ（ ｔ） ≥ ０， ｜ Ω ｜ 是区域 Ω 的体积；

② ｋ（ ｔ） ∈ Ｃ１（Ｒ ＋） 且 ０ ≤ ｋ′（ ｔ）
ｋ（ ｔ） ＋ １

＜ ｈ，０ ≤ ｈ ＜ ∞ ．

如果上述问题的解可能在有限时间里爆破，即 ｔ∗ ＜ ∞，我们将给出在不同的边界条件下 ｔ∗ 的下界估计．
在过去的十几年中，众多学者研究了反应扩散方程的爆破问题［１⁃４］ ．Ｂａｏ 和 Ｓｏｎｇ［５］ 研究了拟线性方程的

爆破行为，他们通过修改 Ｐａｙｎｅ⁃Ｐｈｉｌｉｐｐｉｎ⁃Ｓｃｈａｅｆｅｒ 方法，获得如下问题的爆破时间下界：

　 　

ｕｔ ＝ ΔＧ（ｕ） ＋ ｆ（ｕ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，ｔ∗），

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０　 ｏｒ　 ∂ｕ
∂ν

＝ ０，　 　 ∂Ω × （０，ｔ∗），

ｕ（ｘ，０） ＝ ｇ（ｘ） ≥ ０，　 　 ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（５）

这里 Ω ⊂ Ｒｎ（ｎ ≥３） 是一个光滑有界区域， ｆ， Ｇ 和 ｇ（ｘ） 均为非负函数．多孔介质方程 ｕｔ ＝ Δｕｍ ＋ ｕｐ 是问题

（５）的一个典型的例子．对于具有齐次 Ｒｏｂｉｎ 边界条件的反应扩散方程，Ｐａｙｎｅ 和 Ｐｈｉｌｉｐｐｉｎ 在文献［６］中考虑

了如下具有时间系数的拟线性方程：
　 　 ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ｋ（ ｔ） ｆ（ｕ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，ｔ∗） ． （６）

他们利用辅助函数法和一些不等式技巧得到了具有齐次 Ｒｏｂｉｎ 边界条件的爆破时间的上下界．然而，非局部

方程比局部方程更能刻画实际问题．对于含有非局部项的反应扩散方程在各种边界条件下的爆破时间边界

估计，可参考文献［７⁃９］．Ｌｉｕ 和 Ｍｕ 等［１０］讨论了非局部多孔介质方程：

　 　 ｕｔ ＝ Δｕｍ ＋ ｕｐ∫
Ω
ｕｑｄｘ，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ）， （７）

在这里 ｐ，ｑ≥０，ｐ ＋ ｑ ＞ ｍ ＞ １， 他们利用微分不等式技巧分别给出了在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 和齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界

条件下，方程（７）解的爆破时间下界．最近，Ｗａｎｇ 和 Ｆａｎｇ 等［１１］ 研究了在 Ｒｏｂｉｎ 边界条件下具有时间系数的

非局部问题：

　 　

ｕｔ ＝ Δｕ ＋ ｕｐ∫
Ω
ｕｑｄｘ － ｋ（ ｔ）ｕｓ，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，ｔ∗），

∂ｕ
∂ν

＋ σｕ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ ∂Ω × （０，ｔ∗），

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ） ≥ ０，　 　 ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（８）

其中 Ω ⊂ ＲＮ（Ｎ≥３） 是一个具有光滑边界的有界区域，ｐ≥０，ｑ ＞ ０，ｐ ＋ ｑ ＝ ｓ ＞ １，σ 为非零常数，并且 ｋ（ ｔ）
是一个非负可微函数．他们利用一些不同的不等式技巧得到了问题（８）的爆破时间下界．据笔者所知，目前还

没有文献对问题（１）的爆破时间进行估计．因此，受上述文献的启发，我们将通过构造辅助函数和利用各种不

等式技巧，给出问题（１）在不同边界条件下的爆破时间估计．实际上，由文献［１０⁃１１］及相关文献不难证明，当
ｐ ＋ ｑ ＝ ｓ ＞ ｍ ＞ １ 时，问题（１）的解在有限时间爆破．

为了计算简洁，始终记 ｖ ＝ ｕｎ，ｎ ＝ ｐ ＋ ｑ － １，ｐ ＋ ｑ ＝ ｓ ＞ ｍ ＞ １，Ｋ
－
＝ ｍａｘｔ∈（０，∞ ）（ ｜ Ω ｜ － ｋ（ ｔ）），Ｋ

－
＝
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ｍｉｎｔ∈（０，∞ ）（ｋ（ ｔ） ＋ １） ．
本文结构安排如下：在第 １ 节到第 ３ 节，我们将分别估计在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ、齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 以及齐次 Ｒｏｂｉｎ

边界条件下，问题（１）解的爆破时间下界；第 ４ 节给出了在三种边界条件下的应用实例；第 ５ 节对全文进行

了总结．

１　 在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下爆破时间的下界
这一节，我们将利用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式等技巧，给出问题（１）、（２）的爆破时间下界的估计，下面给出这一部

分的结论．
定理 １　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 是问题（１）、（２）的非负解，常数 Ｌ≥ｍａｘ { （６ｎ － ３ｍ ＋ ３） ／ ｎ，１ ／ ｎ } ，如果 ｕ（ｘ，ｔ） 在有

限时间爆破，则爆破时间的下界为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ１（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ２η （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ） ， （９）

其中 ｋ′（ ｔ） ／ （ｋ（ ｔ） ＋ １） ＜ ｈ 已在文中给出， ｋ２ 是一个待定的非负常数，其定义将在证明中给出．
证明　 定义辅助函数

　 　 φ１（ ｔ） ＝ （ｋ（ ｔ） ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬｄｘ ． （１０）

为了方便，记 ｋ ＝ ｋ（ ｔ）， 将式（１０）两边对 ｔ 进行求导，得到

　 　 φ′１（ ｔ） ＝ ｋ′（ ｔ）∫
Ω
ｕｎＬｄｘ ＋ （ｋ（ ｔ） ＋ １）ｎＬ∫

Ω
ｕｎＬ－１ｕｔｄｘ ＝

　 　 　 　 ｋ′（ ｔ）
ｋ（ ｔ） ＋ １

φ１（ ｔ） ＋ （ｋ（ ｔ） ＋ １）ｎＬ∫
Ω
ｕｎＬ－１ Δｕｍ ＋ ｕｐ∫

Ω
ｕｑｄｘ － ｋｕｓ( ) ｄｘ ＝

　 　 　 　 ｋ′（ ｔ）
ｋ（ ｔ） ＋ １

φ１（ ｔ） ＋ ｎＬ（ｋ ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ－１Δｕｍｄｘ ＋ ｎＬ（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｕｎＬ＋ｐ－１ｄｘ∫

Ω
ｕｑｄｘ －

　 　 　 　 ｎＬｋ（ｋ ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ＋ｓ－１ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｈφ１（ ｔ） － ４（ｋ ＋ １）ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２ ∫

Ω
｜ Ñｕ（ｎＬ＋ｍ－１） ／ ２ ｜ ２ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｎＬ（ｋ ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ＋ｐ－１ｄｘ∫

Ω
ｕｑｄｘ － ｎＬｋ（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｕｎＬ＋ｓ－１ｄｘ ． （１１）

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ∫
Ω
ｕｎＬ＋ｐ－１ｄｘ ≤｜ Ω ｜ １－（ｎＬ＋ｐ－１） ／ （ｎ（Ｌ＋１）） ∫

Ω
ｕｎ（Ｌ＋１）ｄｘ( )

（ｎＬ＋ｐ－１） ／ （ｎ（Ｌ＋１））
，

　 　 ∫
Ω
ｕｑｄｘ ≤｜ Ω ｜ １－ｑ ／ （ｎ（Ｌ＋１）） ∫

Ω
ｕｎ（Ｌ＋１）ｄｘ( )

ｑ ／ （ｎ（Ｌ＋１））
．

记 δ ＝ （ｎＬ ＋ ｍ － １） ／ （２ｎ），由于 ｐ ＋ ｑ ＝ ｓ， 得

　 　 φ′１（ ｔ） ≤ ｈφ１（ ｔ） － ４（ｋ ＋ １）ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋ ｎＬ（ｋ ＋ １）（ ｜ Ω ｜ － ｋ）∫

Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ． （１２）

再次利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，得

　 　 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ≤ ∫

Ω
ｖ３δｄｘ( )

１ ／ ３ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
≤

　 　 　 　 ∫
Ω
ｖ２δｄｘ∫

Ω
ｖ４δｄｘ( )

１ ／ ６ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
≤

　 　 　 　 ∫
Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ ６ ∫
Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ １２ ∫
Ω
ｖ６δｄｘ( )

１ ／ １２ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
＝

　 　 　 　 ∫
Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ ４ ∫
Ω
ｖ６δｄｘ( )

１ ／ １２ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
． （１３）

由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入不等式，有
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　 　 ∫
Ω
｜ ｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
≤ λ １ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
，

　 　 ∫
Ω
｜ ｖδ ｜ ６ｄｘ( )

１ ／ ６
≤ λ ２ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
，

其中 λ １ ＝ ２ ／ π， λ ２ ＝ ４１ ／ ３３ －１ ／ ２π －２ ／ ３ ．将上述两式代入式（１３）中，并且利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｃａｕｃｈｙ 不等式， 可

推出

　 　 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ≤

　 　 　 　 λ １ ／ ２
１ λ １ ／ ２

２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
≤

　 　 　 　 ｃ１ ｜ Ω ｜ （ｎ（Ｌ－６） ＋３（ｍ－１）） ／ （６ｎＬ） ε １∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
ε －１

１ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）

[ ]
１ ／ ２

≤

　 　 　 　
ｃ２ε １

２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

ｃ２ε
－１
１

２ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
， （１４）

这里

　 　 ｃ１ ＝ λ １ ／ ２
１ λ １ ／ ２

２ ， ｃ２ ＝ ｃ１ ｜ Ω ｜ （ｎ（Ｌ－６） ＋３（ｍ－１）） ／ （６ｎＬ） ．
将式（１４）代入式（１２）中，得

　 　 φ′１（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｈφ１（ ｔ） － ４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－
ｃ２ε １ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（ｋ ＋ １）∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）（ｋ ＋ １） （ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ２ε
－１
１

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ｋ ＋ １）∫

Ω
ｖＬｄｘ[ ]

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
≤

　 　 　 　 ｈφ１（ ｔ） － ４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－
ｃ２ε １ｎＬＫ

－

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（ｋ ＋ １）∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｎＬＫ
－
Ｋ
－
（ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ２ε

－１
１

２
（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｖＬｄｘ[ ]

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
． （１５）

选择合适的 ε １使得（ｋ ＋ １）∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ 前的系数为 ０，由此我们可以得到

　 　 φ′１（ ｔ） ≤ ｈφ１（ ｔ） ＋ ｋ２［φ１（ ｔ）］ （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）， （１６）
这里

　 　 ｋ２ ＝ ｎＬＫ
－
Ｋ
－
（ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ２ε

－１
１

２
．

将式（１６）两边在 （０，ｔ∗） 上积分，得到

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ１（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ２η （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ） ． （１７）

２　 在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下爆破时间的下界

这一节，我们将利用 Ｐａｙｎｅ 和 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 积分不等式等技巧，得出问题（１）、（３）的爆破时间下界的估计．
定理 ２　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 是问题（１）、（３）的一个非负解，常数 Ｌ≥ { ２，１ ／ ｎ } ，如果 ｕ（ｘ，ｔ） 在有限时间爆破，则

爆破时间的下界为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ２（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ４η （Ｌ＋１） ／ Ｌ ＋ ｋ５η ２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） ， （１８）

其中 ｈ 同定理 １，ｋ４，ｋ５ 都是待定非负常数，其定义将在证明中给出．
证明　 这里的辅助函数 φ２（ ｔ） 与定理 １ 中的辅助函数 φ１（ ｔ） 相同，但 Ｌ 的取值范围发生了一些变化：
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　 　 φ２（ ｔ） ＝ （ｋ（ ｔ） ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬｄｘ ． （１９）

同式（１２），有

　 　 φ′２（ ｔ） ≤ ｈφ２（ ｔ） － ４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２（ｋ ＋ １）∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｎＬ（ｋ ＋ １）（ ｜ Ω ｜ － ｋ）∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ． （２０）

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ≤｜ Ω ｜ （Ｌ－２） ／ （３Ｌ） ∫

Ω
ｖ３Ｌ ／ ２ｄｘ( )

２（Ｌ＋１） ／ （３Ｌ）
． （２１）

现在，估计 ∫
Ω
ｖ３Ｌ ／ ２ｄｘ， 利用 Ｐａｙｎｅ 和 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 积分不等式（参考文献［１２］中的式（２．１４）），有

　 　 ∫
Ω
ｖ３Ｌ ／ ２ｄｘ ≤ １

３３ ／ ４ { １
２ ∫∂ΩｖＬｄｓ ＋

Ｌ
２δ ∫Ωｖ２（Ｌ－δ）ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２

}
３ ／ ２

． （２２）

接下来估计 ∫
∂Ω
ｖＬｄｓ， 利用 Ｐａｙｎｅ 不等式（参考文献［１３］中的式（Ａ．１））及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得到

　 　 ∫
∂Ω
ｖＬｄｓ ≤ ３

ρ ∫ΩｖＬｄｘ ＋ Ｌｄ
ρ ∫ΩｖＬ－１ ｜ Ñｖ ｜ ｄｘ ＝ ３

ρ ∫ΩｖＬｄｘ ＋ Ｌｄ
ρδ∫ΩｖＬ－δ ｜ Ñｖδ ｜ ｄｘ ≤

　 　 　 　 ３
ρ ∫ΩｖＬｄｘ ＋ Ｌｄ

ρδ ∫Ωｖ２（Ｌ－δ）ｄｘ∫Ω ｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )
１ ／ ２

， （２３）

其中

　 　 ρ ＝ ｍｉｎ
∂Ω

（ｘ·ν）， ｄ ＝ ｍａｘ
Ω

｜ ｘ ｜ ，

由于 Ω 是具有光滑边界的凸域，故 ρ ＞ ０．因此，有

　 　 ∫
Ω
ｖ３Ｌ ／ ２ｄｘ ≤ １

３３ ／ ４ { ３
２ρ∫ΩｖＬｄｘ ＋ Ｌ

２δ
ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
ｖ２（Ｌ－δ）ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２

}
３ ／ ２

，

即

　 　 ∫
Ω
ｖ３Ｌ ／ ２ｄｘ( )

２（Ｌ＋１） ／ （３Ｌ）
≤

　 　 　 　 １
３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ∫ΩｖＬｄｘ ＋ Ｌ

２δ
ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
ｖ２（Ｌ－δ）ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２

{ }
（Ｌ＋１） ／ Ｌ

≤

　 　 　 　 ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ∫ΩｖＬｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

＋{

　 　 　 　 Ｌ
２δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

｜ Ω ｜ （２δ －Ｌ） ／ Ｌ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

２（Ｌ－δ） ／ Ｌ

[ ]
（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ） ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

} ≤

　 　 　 　 ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ∫ΩｖＬｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

＋ Ｌ
２δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

｜ Ω ｜ （（２δ －Ｌ）（Ｌ＋１）） ／ （２Ｌ２） ×{
　 　 　 　 α －（Ｌ＋１） ／ （Ｌ－１） ∫

Ω
ｖＬｄｘ( )

（２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１）） ／ （Ｌ（Ｌ－１））

[ ]
（Ｌ－１） ／ （２Ｌ）

α∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

} ≤

　 　 　 　 ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（Ｌ＋１） ／ Ｌ
＋{

　 　 　 　 Ｌ
２δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

｜ Ω ｜ （（２δ －Ｌ）（Ｌ＋１）） ／ （２Ｌ２） ×

　 　 　 　 Ｌ － １
２Ｌ

α －（Ｌ＋１） ／ （Ｌ－１） ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１）） ／ （Ｌ（Ｌ－１））
＋ Ｌ ＋ １

２Ｌ
α∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘé

ë
êê

ù

û
úú } ，

其中 α ＞ ０ 为待定常数．将上式先代入式（２１），再代入式（２０），可得

　 　 φ′２（ ｔ） ≤
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　 　 　 　 ｈφ２（ ｔ） ＋ ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）（ｋ ＋ １） －１ ／ Ｌ ｜ Ω ｜ （Ｌ－２） ／ （３Ｌ） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

（φ２（ ｔ）） （Ｌ＋１） ／ Ｌ ＋

　 　 　 　 ｎ（Ｌ － １）
２

（ ｜ Ω ｜ － ｋ）（ｋ ＋ １） （Ｌ（２δ －Ｌ－３） ＋２δ） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） ｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）
×

　 　 　 　 Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

α －（Ｌ＋１） ／ （Ｌ－１）（φ２（ ｔ）） （２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１）） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） － ４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－{
　 　 　 　

ｎα（Ｌ ＋ １）
２

（ ｜ Ω ｜ － ｋ） ｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

} ×

　 　 　 　 （ｋ ＋ １）∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｈφ２（ ｔ） ＋ ｎＬＫ
－
Ｋ
－
－１ ／ Ｌ ｜ Ω ｜ （Ｌ－２） ／ （３Ｌ） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

（φ２（ ｔ）） （Ｌ＋１） ／ Ｌ ＋

　 　 　 　 ｎ（Ｌ － １）
２

Ｋ
－
Ｋ
－
（Ｌ（２δ －Ｌ－３） ＋２δ） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） ｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）
×

　 　 　 　 Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

α －（Ｌ＋１） ／ （Ｌ－１）（φ２（ ｔ）） ２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） －

　 　 　 　
４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－ ｎα（Ｌ ＋ １）
２

Ｋ
－
｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

{ } ×

　 　 　 　 （ｋ ＋ １）∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ． （２４）

选择适当小 α 使得 ｍ１ ＝ ０， 其中

　 　 ｍ１ ＝ ４ｎｍＬ（ｎＬ － １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－ ｎα（Ｌ ＋ １）
２

Ｋ
－
｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

．

则

　 　 φ′２（ ｔ） ≤ ｈφ２（ ｔ） ＋ ｋ４（φ２（ ｔ）） （Ｌ＋１） ／ Ｌ ＋ ｋ５（φ２（ ｔ）） ２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１） ／ （Ｌ（Ｌ－１））， （２５）
这里

　 　 ｋ４ ＝ ｎＬＫ
－
Ｋ
－
－１ ／ Ｌ ｜ Ω ｜ （Ｌ－２） ／ （３Ｌ） ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

，

　 　 ｋ５ ＝ ｎ（Ｌ － １）
２

Ｋ
－
Ｋ
－
（Ｌ（２δ －Ｌ－３） ＋２δ） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） ｜ Ω ｜ （Ｌ（６δ －Ｌ－７） ＋６δ） ／ （６Ｌ２） ×

　 　 　 　 ２１ ／ Ｌ

３（Ｌ＋１） ／ （２Ｌ）

Ｌ
２δ

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

（Ｌ＋１） ／ Ｌ

α －（Ｌ＋１） ／ （Ｌ－１） ．

对式（２５）两边在 （０，ｔ∗） 上积分，得

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ２（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ４η （Ｌ＋１） ／ Ｌ ＋ ｋ５η （２（Ｌ－δ）（Ｌ＋１）） ／ （Ｌ（Ｌ－１）） ． （２６）

３　 在齐次 Ｒｏｂｉｎ 边界条件下爆破时间的下界

在 Ｒｏｂｉｎ 边界条件下，我们利用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式等技巧给出问题（１）和（４）的爆破时间下

界的估计，其结论如下．
定理 ３　 假定 ｕ（ｘ，ｔ） 是问题（１）、（４）的一个非负解，常数 Ｌ≥ｍａｘ { （６ｎ － ３ｍ ＋ ３） ／ ｎ，１ ／ ｎ } ，如果 ｕ（ｘ，

ｔ） 在有限时间爆破，则 ｕ（ｘ，ｔ） 爆破时间的下界为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ３（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ７η （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ） ， （２７）

其中 ０ ≤ ｈ ＜ ∞ 是一个常数， ｋ７ 是将在证明中定义的非负待定常数．
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证明　 仍令辅助函数

　 　 φ３（ ｔ） ＝ （ｋ（ ｔ） ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬｄｘ ． （２８）

为了简洁，仍记 ｋ ＝ ｋ（ ｔ）， 将式（２８）两边对 ｔ 进行求导，有

　 　 φ′３（ ｔ） ＝ ｋ′（ ｔ）
ｋ（ ｔ） ＋ １

φ３（ ｔ） ＋ ｎＬ（ｋ（ ｔ） ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ－１Δｕｍｄｘ ＋ ｎＬ（ｋ（ ｔ） ＋ １）∫

Ω
ｕｎＬ＋ｐ－１ｄｘ∫

Ω
ｕｑｄｘ －

　 　 　 　 ｎＬ（ｋ（ ｔ） ＋ １）ｋ（ ｔ）∫
Ω
ｕｎＬ＋ｓ－１ｄｘ ． （２９）

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ｎＬ（ｋ ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ＋ｐ－１ｄｘ∫

Ω
ｕｑｄｘ ≤ ｎＬ（ｋ ＋ １） ｜ Ω ｜ ∫

Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ． （３０）

由 ｓ ＝ ｐ ＋ ｑ， 可以得出

　 　 － ｎＬ（ｋ ＋ １）ｋ（ ｔ）∫
Ω
ｕｎＬ＋ｓ－１ｄｘ ＝ － ｎＬ（ｋ ＋ １）ｋ（ ｔ）∫

Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ． （３１）

现在，将估计不等式（２９）中右边第二项

　 　 ｎＬ（ｋ ＋ １）∫
Ω
ｕｎＬ－１Δｕｍｄｘ ＝

　 　 　 　 － ｎＬｍσ（ｋ ＋ １）∫
∂Ω
ｕｎＬ＋ｍ－２ｕｄｓ － ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｕｎＬ＋ｍ－３ ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ｎＬｍσ（ｋ ＋ １）∫
∂Ω
ｕｎＬ＋ｍ－１ｄｓ － ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ（ｋ ＋ １）

（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２ ∫
Ω
｜ Ñｕ（ｎＬ＋ｍ－１） ／ ２ ｜ ２ｄｘ ． （３２）

记 δ ＝ （ｎＬ ＋ ｍ － １） ／ （２ｎ）， 并将式（３０） ～ （３２）代入式（２９），得到

　 　 φ′３（ ｔ） ≤ ｈφ３（ ｔ） － ｎＬｍσ（ｋ ＋ １）∫
∂Ω
ｖ２δｄｓ －

　 　 　 　 ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ（ｋ ＋ １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋ ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ（ ｔ））（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ． （３３）

现在对 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ 进行估计，利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ≤ ∫

Ω
ｖ３δｄｘ( )

１ ／ ３ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
． （３４）

参考文献［１４］中的式（３．８），有

　 　 ∫
Ω
ｖ３δｄｘ( )

１ ／ ３
≤

　 　 　 　 １
３３ ／ ４

３
２ρ∫Ωｖ２δｄｘ ＋ ｄ

ρ
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２

{ }
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ２ －１ ／ ２

３３ ／ ４

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫
Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ ２
＋ ｄ

ρ
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫
Ω
ｖ２δｄｘ( )

１ ／ ４ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ４

{ } ． （３５）

再次利用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入不等式：

　 　 ∫
Ω
｜ ｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
≤ λ １ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
，

则

　 　 ∫
Ω
ｖ３δｄｘ( )

１ ／ ３
≤

　 　 　 　
２ －１ ／ ２λ １

３３ ／ ４

３
２ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
＋

２ －１ ／ ２λ １ ／ ２
１

３３ ／ ４

ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
≤

　 　 　 　
２ －１ ／ ２ ３

２ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

λ １ ＋ ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

λ １ ／ ２
１

é

ë
êê

ù

û
úú

３３ ／ ４ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
＝
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　 　 　 　 ｃ３ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
， （３６）

其中

　 　 ｃ３ ＝
２ －１ ／ ２ ３

２ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

λ １ ＋ ｄ
ρ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

λ １ ／ ２
１

é

ë
êê

ù

û
úú

３３ ／ ４ ．

因此

　 　 ∫
Ω
ｖＬ＋１ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｃ３ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
ｖ３（（Ｌ＋２）ｎ－ｍ＋１） ／ （４ｎ）ｄｘ( )

２ ／ ３
≤

　 　 　 　 ｃ３ ｜ Ω ｜ （ｎ（Ｌ－６） ＋３（ｍ－１）） ／ （６ｎＬ） ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （２ｎＬ）
＝

　 　 　 　 ｃ４ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （２ｎＬ）
≤

　 　 　 　
ｃ４ε ２

２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

ｃ４ε
－１
２

２ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
， （３７）

这里

　 　 ｃ４ ＝ ｃ３ ｜ Ω ｜ （ｎ（Ｌ－６） ＋３（ｍ－１）） ／ （６ｎＬ） ．
将式（３７）代入式（３３），可以得到

　 　 φ′３（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｈφ３（ ｔ） － ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ（ｋ ＋ １）
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２ ∫

Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）（ｋ ＋ １）
ｃ４ε ２

２ ∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ＋

ｃ４ε
－１
２

２ ∫
Ω
ｖＬｄｘ( )

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）

{ } ＝

　 　 　 　 ｈφ３（ ｔ） ＋ ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）（ｋ ＋ １） （ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ４ε
－１
２

２
（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｖＬｄｘ[ ]

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
－

　 　 　 　 ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－ ｎＬ（ ｜ Ω ｜ － ｋ）
ｃ４ε ２

２{ } （ｋ ＋ １）∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｈφ３（ ｔ） ＋ ｎＬＫ
－
Ｋ
－
（ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ４ε

－１
２

２
（ｋ ＋ １）∫

Ω
ｖＬ１ｄｘ[ ]

（ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）
－

　 　 　 　 ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－ ｎＬＫ
－ ｃ４ε ２

２{ } （ｋ ＋ １）∫
Ω
｜ Ñｖδ ｜ ２ｄｘ ． （３８）

选择合适的 ε ２ 使 ｍ２ 为 ０，这里

　 　 ｍ２ ＝ ４ｎＬ（ｎＬ － １）ｍ
（ｎＬ ＋ ｍ － １） ２

－ ｎＬＫ
－ ｃ４ε ２

２
．

则可得到

　 　 φ′３（ ｔ） ≤ ｈφ３（ ｔ） ＋ ｋ７（φ３（ ｔ）） （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ）， （３９）
其中

　 　 ｋ７ ＝ ｎＬＫ
－
Ｋ
－
（ｍ－２ｎ－１） ／ （ｎＬ） ｃ４ε

－１
２

２
．

将式（３９）两边在 （０，ｔ∗） 上积分，得到

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ３（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ７η （ｎ（Ｌ＋２） －ｍ＋１） ／ （ｎＬ） ． （４０）
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４　 应　 　 用

这一节，我们将通过实例来验证上述结论．下面我们给出一个反应扩散方程及其初值：

　 　
ｕｔ ＝ Δｕ３ ＋ ｕ２∫

Ω
ｕ２ｄｘ －｜ Ω ｜ （１ － ｅ －１－ｔ）ｕ４， （ｘ，ｔ） ∈ Ω × （０，ｔ∗），

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ） ＝ １ －｜ ｘ ｜ ２ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Ω ＝ { ｘ ∈ Ｒ３ ｜ ｜ ｘ ｜ ２ ＝ 􀰑３
ｉ ＝ １ｘ２

ｉ ＜ １ } ，则有 ｍ ＝ ３，ｐ ＝ ２，ｑ ＝ ２，ｓ ＝ ４，ｎ ＝ ３， ｋ（ ｔ） ＝｜ Ω ｜ （１ － ｅ －１－ｔ）， 我

们给出

　 　 ｜ Ω ｜ ＝ ４π
３

， ρ ＝ １， ｄ ＝ １， ｈ ＝ ｜ Ω ｜
ｅ

＝ １．５４１ １， Ｋ
－
＝ ｜ Ω ｜

ｅ
＝ １．５４１ １，

　 　 Ｋ
－
＝ ［１ ＋｜ Ω ｜ （１ － ｅ －１）］ ＝ ３．６４７ ７．

在热力学当中， ｕ（ｘ，ｔ） 表示温度分布函数，ｕ２∫
Ω
ｕ２ｄｘ 及 ｋ（ ｔ）ｕ４ 分别表示区域内部的热源和热汇．我们将

对上述热传导问题解的爆破时间下界在三类边界条件下进行估计．
１） 齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件

令 Ｌ ＝ ４，则 ｃ２ ＝ ０．５２１ ５，ε １ ＝ １．６７７ ２，ｋ２ ＝ １．８６６ ０，φ１（０） ＝ ［１ ＋｜ Ω ｜ （１ － ｅ －１）］∫
Ω
ｕ１２

０ ｄｘ ＝ ０．４２１ ６， 由

定理 １ 的结论，得到上述问题解的爆破时间的下界估计为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ１（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ２η ４ ／ ３

＝ １．４４５ ９．

２） 齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件

令 Ｌ ＝ ４，则 α ＝ ０．４０４ ４，ｋ４ ＝ ７．０９０ ８，ｋ５ ＝ ３２．７７８ １， φ２（０） ＝ ０．４２１ ６， 由定理 ２，得到上述问题解的爆破

时间的下界估计为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ２（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ４η ５ ／ ４ ＋ ｋ５η ２５ ／ １８

＝ ０．０９０ ８．

３） 齐次 Ｒｏｂｉｎ 边界条件

令 σ ＝ １ ０００，Ｌ ＝ ４，则 ｃ４ ＝ ０．５９１ ９，ε ２ ＝ １．４７７ ７，ｋ７ ＝ ２．４０３ ８，φ３（０） ＝ ０．４２１ ６．由定理 ３，可得上述问题

解的爆破时间的下界估计为

　 　 ｔ∗ ≥ ∫∞
φ３（０）

ｄη
ｈη ＋ ｋ７η ４ ／ ３

＝ １．２０３ ０．

５　 结　 　 论

本文研究了一类同时具有热源和热汇的反应扩散方程在解发生爆破的情形下爆破时间的下界．在不同

边界条件下，通过构造合适的辅助函数，利用各种不等式技巧，分别给出了爆破时间下界的估计，并通过实例

对结论进行验证．由于此问题针对气体或者液体在多孔介质中的反应扩散现象，此情形下，区域表面的传热

系数和区域内部导热系数之比（即 σ） 一般很大，这时 Ｒｏｂｉｎ 边界条件可近似转化为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，从实

例中看出，在这两类边界条件下爆破时间的估计比较接近．此外，问题中 Ｒｏｂｉｎ 边界条件表明热量向外流出，
相较于 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件绝热的情形，热量更难聚积，发生爆破的时间更长，此状况在实例中也得到了验证．

虽然在慢扩散 （ｍ ＞ １） 的情形下，热量更易聚积，爆破现象更容易发生，但是对 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下的

爆破时间下界的估计还是偏小，因此，对此类问题的估算技术还待进一步改进．
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