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摘要：　 通过分段线性插值多项式方法构造了一类含有 Ｈａｄａｍａｒｄ 有限部分积分的非线性分数阶常微分方程的数

值离散格式．在时间方向上， 利用分段线性插值多项式方法对分数阶导数项进行近似， 并通过二阶向后差分格式

来离散整数阶导数项．经过详细的证明， 得到了收敛精度为 Ｏ（τｍｉｎ｛１＋α，１＋β｝ ） 的误差估计结果．最后，通过数值算例和

理论结果的对比直观地说明了理论分析的正确性．
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引　 　 言

分数阶导数问题在数学建模解决实际问题中扮演着重要的角色．近些年来分数阶导数被广泛地应用于
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反常扩散［１⁃３］、电缆方程［４⁃５］、流体力学［６⁃７］、地震分析［８］、黏弹性问题［９］、水波模型［１０⁃１２］等领域．分数阶导数的

出现和发展相比其他的数学方法有以下几点优势： 首先，分数阶导数具有的全局相关性能够很好地刻画函

数的发展过程，而整数阶导数有局部性这一缺陷，不能很好地体现函数发展的历史过程．其次，用整数阶求导

模型得到的理论与数值结果近似度较差，而分数阶导数模型使用较少的几个参数就可获得很好的数值结果，
克服了模型构建中的这一严重缺点．最后，在解决复杂物理问题时，与一般其他模型相比较，分数阶导数模型

的求解过程更加简洁，物理意义也更加突出清晰．但是由于分数阶导数本身具有的相关与依赖特性，求解分

数阶导数问题的精确解异常复杂，所以寻找其精确度较高的数值算法变得尤为重要．
目前，大量的文献对分数阶常微分方程进行了研究［１３⁃１６］ ．Ｄｉｅｔｈｅｌｍ［１４］通过用一阶复合正交公式逼近 Ｈａｄ⁃

ａｍａｒｄ 有限部分积分［１７⁃２０］，引入了一种求解线性分数阶常微分方程的数值方法，并证明了数值方法的收敛阶

为 ２ － α ．文献［１６］对文献［１４］中的方程利用线性插值多项式方法进行数值求解，相比之下求解过程更加简

单，并给出了误差估计的理论证明以及数值算例．
本文将研究如下带有 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数项的非线性常微分方程：

　 　
ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － （ＡＲ
０ Ｄ１－α

ｔ ＋ ＢＲ
０ Ｄ１－β

ｔ ）ｕ（ ｔ） ＋ λｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ）） ＋ ｇ（ ｔ），　 　 ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，

ｕ（０） ＝ ｕ０，

ì

î

í
ïï

ïï
（１）

其中 Ａ，Ｂ 为正常数，０ ＜ α， β ＜ １，系数λ ＜ ０．源项 ｇ（ ｔ） 和初始值 ｕ０是已知的，非线性项 ｆ（ｕ（ ｔ）） 满足 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ 条件，即对于任意 ｕ１（ ｔ） 和 ｕ２（ ｔ）， 有

　 　 ｜ ｆ（ｕ１） － ｆ（ｕ２） ｜ ≤ Ｃ ｜ ｕ１ － ｕ２ ｜ ， （２）
Ｃ 是正常数，在不同情况下取值不一定相同，但与所涉及的函数和参数无关．

本文将利用分段线性插值多项式方法离散方程（１）中的分数阶导数项，并证明在时间方向上可以得到

Ｏ（τｍｉｎ{ １＋α，１＋β} ） 阶误差估计，最后给出一些数值算例来验证理论分析的正确性和数值方法的有效性．

１　 离 散 格 式

Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶导数定义为

　 　 Ｒ
０ Ｄ１－γ

ｔ ｚ（ ｔ） ＝ １
Γ（γ）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｚ（τ）
（ ｔ － τ） １－γ ｄτ，　 　 ０ ＜ γ ＜ １． （３）

当 ｚ ∈ Ｃ２［０，Ｔ］ 时，Ｒ
０ Ｄ１－γ

ｔ ｚ（ ｔ） 可以写成

　 　 Ｒ
０ Ｄ１－γ

ｔ ｚ（ ｔ） ＝ １
Γ（γ － １）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） γ －２ｚ（τ）ｄτ，　 　 ０ ＜ γ ＜ １． （４）

为了得到方程的离散格式，把区间 ［０，Ｔ］ 剖分为 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜ ｔＭ ＝ Ｔ，其中 Ｍ 是正整数，τ ＝
Ｔ ／ Ｍ，ｔ ｊ ＝ ｊτ， ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｍ － １．在时间 ｔ ＝ ｔ ｊ ＋１ 处，方程（１）可以写为

　 　 ｕｔ（ ｔ ｊ ＋１） ＝ － （ＡＲ
０ Ｄ１－α

ｔ ＋ ＢＲ
０ Ｄ１－β

ｔ ）ｕ（ ｔ ｊ ＋１） ＋ λｕ（ ｔ ｊ ＋１） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ ｊ ＋１）） ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１） ． （５）
接下来考虑在时间 ｔ ＝ ｔ ｊ ＋１ 处如何近似式（４）中的 Ｈａｄａｍａｒｄ 积分．通过变量替换，有

　 　 １
Γ（γ － １）∫

ｔ ｊ ＋１

０
（ ｔ ｊ ＋１ － τ） γ －２ｚ（τ）ｄτ ＝

ｔγ －１ｊ ＋１

Γ（γ － １）∫
１

０
ｗγ －２ｚ（ ｔ ｊ ＋１ － ｔ ｊ ＋１ｗ）ｄｗ ． （６）

对每一个 ｊ，通过在平均节点 ０，１ ／ （ ｊ ＋ １），２ ／ （ ｊ ＋ １），…，（ ｊ ＋ １） ／ （ ｊ ＋ １） 处的分段线性插值多项式来近似．对
某个光滑函数 ｑ（ｗ）， 有下面等式成立：

　 　 ∫１
０
ｗγ －２ｑ（ｗ）ｄｗ ＝ ∫１

０
ｗγ －２ｑ１（ｗ）ｄｗ ＋ Ｅ ｊ ＋１（ｑ）， （７）

其中 ｑ１（ｗ） 是函数 ｑ（ｗ） 的分段线性插值多项式，Ｅ ｊ ＋１（ｑ） 是误差余项．
引理 １［１４］ 　 对于 ０ ＜ γ ＜ １，ｑ ∈ Ｃ２［０，Ｔ］， 我们有

　 　 ∫１
０
ｗγ －２ｑ（ｗ）ｄｗ ＝ ∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ ０
γ ｋｑ

ｋ
ｊ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ ｊ ＋１（ｑ）， （８）

其中
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　 　 γ（１ － γ）（ ｊ ＋ １） γ －１γ ｋ ＝
－ １， ｋ ＝ ０，
２ｋγ － （ｋ － １） γ － （ｋ ＋ １） γ， ｋ ＝ １，２，…， ｊ，
－ γｋγ －１ － （ｋ － １） γ ＋ ｋγ， ｋ ＝ ｊ ＋ １ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

由引理 １ 和式（６）可知， 当 ｚ∈Ｃ２［０，Ｔ］ 时， Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数 Ｒ
０ Ｄ１－γ

ｔ ｚ（ ｔ） 在时间 ｔ ＝ ｔ ｊ ＋１ 处有

　 　 Ｒ
０ Ｄ１－γ

ｔ ｚ（ ｔ ｊ ＋１） ＝ τ γ －１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ ０
ｗγ，ｋｚ（ ｔ ｊ ＋１－ｋ） ＋ Ｒ ｊ ＋１， （１０）

其中 Ｒ ｊ ＋１ ＝ Ｃτ １＋γ（ｍａｘ０≤ｓ≤Ｔ ｜ ｚ″（ ｓ） ｜ ＝ Ｏ（τ γ －１）） 是误差余项．权重 ｗγ，ｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ １） 满足

　 　 Γ（１ ＋ γ）ｗγ，ｋ ＝ γ（γ － １）（ ｊ ＋ １） γ －１γ ｋ ． （１１）
根据式（１０），可以得到式（５）的精确解满足：
当 ｊ ＝ ０，

　 　
ｕ（ ｔ１） － ｕ（ ｔ０）

τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｕ（ ｔ１） － λｕ（ ｔ１） ＝

　 　 　 　 － （Ａτ α－１ｗα，１ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，１）ｕ（ ｔ０） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ０）） ＋ ｇ（ ｔ１） ＋ Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１； （１２）

当 ｊ ≥ １，

　 　
３ｕ（ ｔ ｊ ＋１） － ４ｕ（ ｔ ｊ） ＋ ｕ（ ｔ ｊ －１）

２τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｕ（ ｔ ｊ ＋１） － λｕ（ ｔ ｊ ＋１） ＝

　 　 　 　 － (Ａτ α－１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗα，ｋ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗβ，ｋ )ｕ（ ｔ ｊ ＋１－ｋ） ＋

　 　 　 　 ２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１） ＋ Ｒ
－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１， （１３）

其中

　 　 Ｒ
－ ｊ＋１ ＝ Ｃτｍｉｎ{ α＋１，β ＋１} ， （１４）

　 　 Ｇ ｊ ＋１ ＝ Ｇ１
ｊ ＋１ ＋ Ｇ２

ｊ ＋１ ＝
Ｏ（τ）， ｊ ＝ ０，
Ｏ（τ ２）， ｊ ≥ １，{ （１５）

　 　 Ｇ１
ｊ ＋１ ＝

ｆ（ｕ（ ｔ１）） － ｆ（ｕ（ ｔ０）） ＝ Ｏ（τ）， ｊ ＝ ０，

ｆ（ｕ（ ｔ ｊ ＋１）） － （２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１））） ＝ Ｏ（τ ２）， ｊ ≥ １，{ （１６）

　 　 Ｇ２
ｊ ＋１ ＝

ｕｔ（ ｔ１） －
ｕ（ ｔ１） － ｕ（ ｔ０）

τ
＝ Ｏ（τ）， ｊ ＝ ０，

ｕｔ（ ｔ ｊ ＋１） －
３ｕ（ ｔ ｊ ＋１） － ４ｕ（ ｔ ｊ） ＋ ｕ（ ｔ ｊ －１）

２τ
＝ Ｏ（τ ２）， ｊ ≥ １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１７）

令 ｕ ｊ ＋１ ≈ ｕ（ ｔ ｊ ＋１）（ ｊ≥０） 表示 ｕ（ ｔ ｊ ＋１） 的近似解．我们定义如下的数值方法求解式（１２）和（１３），其中 ｕ０ 是

已知函数．
当 ｊ ＝ ０，

　 　
ｕ１ － ｕ０

τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｕ１ － λｕ１ ＝

　 　 　 　 － （Ａτ α－１ｗα，１ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，１）ｕ０ ＋ ｆ（ｕ０） ＋ ｇ１； （１８）
当 ｊ ≥ １，

　 　
３ｕ ｊ ＋１ － ４ｕ ｊ ＋ ｕ ｊ －１

２τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｕ ｊ ＋１ － λｕ ｊ ＋１ ＝

　 　 　 　 － (Ａτ α－１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗα，ｋ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗβ，ｋ )ｕ ｊ ＋１－ｋ ＋ ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ ｊ －１） ＋ ｇ ｊ ＋１ ． （１９）

２　 误 差 估 计

引理 ２　 当 ０ ＜ γ ＜ １，ｚ ∈ Ｃ２［０，Ｔ］ 时，有如下不等式成立：
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ｗγ，０ ＞ ０， ｗγ，ｋ ＜ ０，　 　 ｋ ＝ １，２，…， ｊ ＋ １，

∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗγ，ｋ ｜ ＜ Ｃ， ｜ ｗγ，０ ｜ ＜ Ｃ，{ （２０）

其中 Ｃ 是正常数．

证明　 在式（１０）中，用类似文献［１６］中的方法，令 ｚ（ ｔ） ＝ １ 容易得到 τ γ －１∑ ｊ ＋１

ｋ ＝ ０
ｗγ，ｋ ＝ ０， 也就是

　 　 ｗγ，０ ＋ ｗγ，１ ＋ ｗγ，２ ＋ … ＋ ｗγ， ｊ ＋１ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｍ － １． （２１）
当 ｋ ＝ １，２，…， ｊ； ｊ ＝ １，２，３，…，Ｍ － １ 时，有

　 　 Γ（１ ＋ γ）ｗγ，ｋ ＝
　 　 　 　 γ（γ － １）（ ｊ ＋ １） γ －１γ ｋ ＝
　 　 　 　 － ２ｋγ ＋ （ｋ － １） γ ＋ （ｋ ＋ １） γ ＝

　 　 　 　 ｋγ － ２ ＋ １ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

＋ １ ＋ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｋγ － ２ ＋ １ － γ １
ｋ

＋ γ（γ － １）
２！

－ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ γ（γ － １）（γ － ２）
３！

－ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 １ ＋ γ １
ｋ

＋ γ（γ － １）
２！

－ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ γ（γ － １）（γ － ２）
３！

－ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ２γ（γ － １）ｋ１－γ １
２ｋ２

＋ ∑
∞

ｍ ＝ ２

（２ － γ）（３ － γ）…（２ｍ － ２ － γ）（２ｍ － １ － γ）
（２ｍ）！

１
ｋ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０． （２２）

也就是说 ｗγ，ｋ ＜ ０，其中 ｋ ＝ １，２，…， ｊ； ｊ ＝ １，２，３，…，Ｍ － １．当 ｋ ＝ ｊ ＋ １， ｊ ＝ １，２，３，…，Ｍ － １ 时，有
　 　 Γ（１ ＋ γ）ｗγ， ｊ ＋１ ＝
　 　 　 　 － γ（ ｊ ＋ １） γ －１ ＋ ｊγ － （ ｊ ＋ １） γ ＝

　 　 　 　 （ ｊ ＋ １） γ γ １
ｊ ＋ １

－ １ ＋ １ ＋ γ － １
ｊ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ γ（γ － １）

２！
－ １
ｊ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋æ

è
ç

é

ë
êê

　 　 　 　 γ（γ － １）（γ － ２）
３！

－ １
ｊ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ …ö

ø
÷

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 γ（γ － １）（ ｊ ＋ １） γ １
２（ ｊ ＋ １） ２

＋ ∑
∞

ｍ ＝ ３

（２ － γ）（３ － γ）…（ｍ － １ － γ）
ｍ！

１
（ ｊ ＋ １）ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０， （２３）

即 ｗγ， ｊ ＋１ ＜ ０．结合式（２１）可以得到 ｗγ，０ ＞ ０， 并且

　 　 ｜ ｗγ，０ ｜ ＝
γ（γ － １）
Γ（１ ＋ γ）

（ ｊ ＋ １） γ －１ － １
１ － γ

（ ｊ ＋ １） γ －１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 １
Γ（１ ＋ γ）

＜ Ｃ ． （２４）

由式（２１） ～ （２４），易知 ｜ ｗγ，０ ｜ ＝ ∑ ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗγ，ｋ ｜ ．引理 ２ 得证．

定理 １　 假设 ｕ ∈ Ｃ２［０，Ｔ］，则存在正常数 Ｃ， 有如下不等式成立：

　 　 ｜ ｕ（ ｔ ｊ ＋１） － ｕ ｊ ＋１ ｜ ≤ Ｃτｍｉｎ{ １＋α，１＋β} ． （２５）
证明　 令 ｅｊ ＋１ ＝ ｕ（ ｔ ｊ ＋１） － ｕ ｊ ＋１， 由方程（１）的初值条件有 ｅ０ ＝ ０， 式（１３）减去式（１９）可以得到

　 　
３ｅｊ ＋１ － ４ｅｊ ＋ ｅｊ －１

２τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｅｊ ＋１ － λｅｊ ＋１ ＝

　 　 　 　 － (Ａτ α－１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗα，ｋ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗβ，ｋ ) ｅｊ ＋１－ｋ ＋ ２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋

　 　 　 　 ｆ（ｕ ｊ －１） ＋ Ｒ
－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１ ． （２６）

上式两边同乘以 ２ｅｊ ＋１，定义（ｘ，ｙ） ＝ ｘ·ｙ， 得到

　 　 ３τ －１（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） ＋ ２（Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） － ２λ（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） ＝
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　 　 　 　 － ２ (Ａτ α－１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗα，ｋ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
ｗβ，ｋ )（ｅｊ ＋１－ｋ，ｅｊ ＋１） ＋ ４τ －１（ｅｊ，ｅｊ ＋１） －

　 　 　 　 τ －１（ｅｊ －１，ｅｊ ＋１） ＋ ２（２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋ ｆ（ｕ ｊ －１），ｅｊ ＋１） ＋

　 　 　 　 ２（Ｒ
－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１，ｅｊ ＋１） ． （２７）

因为 Ａ，Ｂ ＞ ０，ｗα，０，ｗα，０ ＜ ０，系数 λ ＜ ０， 所以

　 　 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ２
１ ≤ ３τ －１（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） ＋ ２（Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） － ２λ（ｅｊ ＋１，ｅｊ ＋１） ． （２８）

将上式代入式（２７），得到

　 　 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ２
１ ≤－ ２ (Ａτ α－１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗα，ｋ ｜ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗβ，ｋ ｜ ) ｜ ｅｊ ＋１－ｋ ｜ ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ＋

　 　 　 　 ４ ｜ ｅｊ ｜ ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ＋ ｜ ｅｊ －１ ｜ ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ＋ ２ ｜ Ｒ
－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１ ｜ ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ＋

　 　 　 　 ２ ｜ ２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋ ｆ（ｕ ｊ －１） ｜ ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ． （２９）
又因为 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ ≤｜ ｅｊ ＋１ ｜ １， 所以

　 　 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ １ ≤ ２ (Ａτ α－１∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗα，ｋ ｜ ＋ Ｂτ β －１∑

ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｗβ，ｋ ｜ ) ｜ ｅｊ ＋１－ｋ ｜ １ ＋ ４τ －１ ｜ ｅｊ ｜ １ ＋ τ －１ ｜ ｅｊ －１ ｜ １ ＋

　 　 　 　 ２ ｜ ２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋ ｆ（ｕ ｊ －１） ｜ ＋ Ｒ
－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１ ． （３０）

右端非线性项满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即
　 　 ｜ ２ｆ（ｕ（ ｔ ｊ）） － ２ｆ（ｕ ｊ） － ｆ（ｕ（ ｔ ｊ －１）） ＋ ｆ（ｕ ｊ －１） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃ（ ｜ ｕ（ ｔ ｊ） － ｕ ｊ ｜ ＋ ｜ ｕ（ ｔ ｊ －１） － ｕ ｊ －１ ｜ ） ＝
　 　 　 　 Ｃ（ ｜ ｅｊ ｜ ＋ ｜ ｅｊ －１ ｜ ） ． （３１）

根据引理 ２ 和式（３１），式（３０）可以写为

　 　 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ １ ≤ Ｃ (τｍｉｎ{ α－１，β －１} ∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｅｊ ＋１－ｋ ｜ １ ＋｜ ｅｊ ｜ １ ＋｜ ｅｊ －１ ｜ １ ) ＋ Ｒ

－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１ ． （３２）

式（１２）减去式（１８），注意到 ｅ０ ＝ ０，ｆ（ｕ（ ｔ０）） ＝ ｆ（ｕ０）， 有

　 　
ｅ１ － ｅ０

τ
＋ （Ａτ α－１ｗα，０ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，０）ｅ１ － λｅ１ ＝

　 　 　 　 － （Ａτ α－１ｗα，１ ＋ Ｂτ β －１ｗβ，１）ｅ０ ＋ ｆ（ｕ（ ｔ０）） － ｆ（ｕ０） ＋ Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１ ＝

　 　 　 　 Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１ ． （３３）

上式两边同乘以 τｅ１， 有

　 　 （ｅ１，ｅ１） ＋ （Ａτ αｗα，０ ＋ Ｂτ βｗβ，０）（ｅ１，ｅ１） － λτ（ｅ１，ｅ１） ＝ τ（Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１，ｅ１） ． （３４）

类似式（２８）可以得到方程左端满足不等式

　 　 ｜ ｅ１ ｜ ２
１ ≤ （ｅ１，ｅ１） ＋ （Ａτ αｗα，０ ＋ Ｂτ βｗβ，０）（ｅ１，ｅ１） － λτ（ｅ１，ｅ１） ． （３５）

把式（３５）代入式（３４），再根据 ｜ ｅ１ ｜ ≤｜ ｅ１ ｜ １， 有

　 　 ｜ ｅ１ ｜ ２
１ ≤ τ（Ｒ

－ １ ＋ Ｇ１，ｅ１） ≤ τ ｜ Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１ ｜ ｜ ｅ１ ｜ ≤ τ ｜ Ｒ

－ １ ＋ Ｇ１ ｜ ｜ ｅ１ ｜ １ ． （３６）
由式（１４）和（１５）可以得到

　 　 ｜ ｅ１ ｜ １ ≤ τ ｜ Ｒ
－ １ ＋ Ｇ１ ｜ ＝ Ｃτ ｜ τｍｉｎ{ α＋１，β ＋１} ＋ τ ｜ ≤ Ｃτ ２ ． （３７）

通过迭代方法可以求得式（３２）满足

　 　 ｜ ｅｊ ＋１ ｜ １ ≤ Ｃ (τｍｉｎ{ α－１，β －１} ∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｅｊ ＋１－ｋ ｜ １ ＋｜ ｅｊ ｜ １ ＋｜ ｅｊ －１ ｜ １ ) ＋ Ｒ

－ ｊ＋１ ＋ Ｇ ｊ ＋１ ≤

　 　 　 　 Ｃ (τｍｉｎ{ α－１，β －１} ∑
ｊ ＋１

ｋ ＝ １
｜ ｅｊ ＋１－ｋ ｜ １ ＋｜ ｅｊ ｜ １ ＋｜ ｅｊ －１ ｜ １ ＋ τｍｉｎ{ α＋１，β ＋１} ＋ τ ２ ) ≤

　 　 　 　 Ｃτｍｉｎ{ α＋１，β ＋１} ． （３８）
定理 １ 得证．
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３　 数 值 算 例

接下来将通过一些数值算例说明所研究的算法的正确性．
例 １　 考虑如下的非线性分数阶常微分方程：

　 　
ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － （ Ｒ
０ Ｄ１－α

ｔ ＋Ｒ
０ Ｄ１－β

ｔ ）ｕ（ ｔ） － ｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ ｔ）） ＋ ｇ（ ｔ），　 　 ０ ＜ ｔ ≤ １，

ｕ（０） ＝ ０ ．

ì

î

í
ïï

ïï
（３９）

令精确解 ｕ（ ｔ） ＝ ｔ２，非线性项 ｆ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｕ３ － ｕ， 代入方程（３９）可以求出源项

　 　 ｇ（ ｔ） ＝ ２ｔ ＋ ２ｔ２ － ｔ６ ＋ ２ｔ１＋α

Γ（２ ＋ α）
＋ ２ｔ１＋β

Γ（２ ＋ β）
．

表 １　 α， β 取不同值时的误差估计（例 １）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ １）

ｎｏｒｍ α β τ １ ＝ １
２０

τ ２ ＝ １
４０

τ ３ ＝ １
８０

τ ４ ＝ １
１６０

０．９ ０．９ ５．５４９ ０Ｅ－３ １．５６９ ８Ｅ－３ ４．１９５ ７Ｅ－４ １．０８８ ２Ｅ－４

０．８ ０．９９ ５．５７２ ５Ｅ－３ １．５８０ ３Ｅ－３ ４．２３８ ２Ｅ－４ １．１０４ １Ｅ－４

Ｌ∞ ０．５ ０．５ ６．７９８ ８Ｅ－３ ２．１５０ ０Ｅ－３ ６．６７６ ４Ｅ－４ ２．０８４ ７Ｅ－４

０．２ ０．８ ９．９１８ ２Ｅ－３ ３．７６４ ０Ｅ－３ １．４６１ ３Ｅ－３ ５．８５４ ９Ｅ－４

０．１ ０．１ １．９９９ ８Ｅ－２ ９．０８２ ８Ｅ－３ ４．１５０ ０Ｅ－３ １．９０９ ９Ｅ－３

表 ２　 α， β 取不同值时的收敛阶（例 １）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ １）

ｎｏｒｍ α β ｒａｔｅ
τ １

τ ２
ｒａｔｅ

τ ２

τ ３
ｒａｔｅ

τ ３

τ ４

０．９ ０．９ １．８２１ ７ １．９０３ ６ １．９４７ ０

０．８ ０．９９ １．８１８ ２ １．８９８ ６ １．９４０ ６

Ｌ∞ ０．５ ０．５ １．６６１ ０ １．６８７ ２ １．６７９ ２

０．２ ０．８ １．３９７ ８ １．３６５ １ １．３１９ ５

０．１ ０．１ １．１３８ ６ １．１３０ ０ １．１１９ ６

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 １　 当 α ＝ β ＝ ０．９ 时的精确解和数值解（例 １）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ β ＝ ０．９， τ ＝ １ ／ １０ ａｎｄ １ ／ ２０（ｅｘａｍｐｌｅ １）

　 　 在表 １、２ 中我们选取时间步长分别为 τ ＝ １ ／ ２０，１ ／ ４０，１ ／ ８０，１ ／ １６０，得到了在不同 α， β 下的误差和收敛

结果．当 α ＝ β ＝ ０．９ 时，通过观察表中数据可以看到收敛阶为 １．９，与理论结果一致； 当 α ＝ ０．８，β ＝ ０．９９ 时，
可以观察到收敛阶与定理 １ 中的结果 １．８ 相同； 当 α ＝ β ＝ ０．５ 时，可以看到收敛阶为 １．６，高于理论分析的结
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果 １．５； 当 α ＝ ０．２，β ＝ ０．８ 时，可以得到收敛阶约为 １．３，高于定理 １ 的结果 １．２； 当 α ＝ β ＝ ０．１ 时，可以看到

收敛阶为 １．１，与定理 １ 中的结果保持一致．

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 ２　 当 α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ 时的精确解和数值解（例 １）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ （ｅｘａｍｐｌｅ １）

为了更好地观察数值近似结果，在图 １、２ 中给出了 τ ＝ １ ／ １０，１ ／ ２０，α， β 取不同值时精确解和数值解的

对比，很容易看出在剖分区间 τ 比较小的情况下，本文的数值方法对于精确解有着很好的近似效果．
例 ２　 在式（３９）中取 ｕ（ ｔ） ＝ ｔ（１ － ｔ１．５）， ｆ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｕ２， 代入方程可得源项

　 　 ｇ（ ｔ） ＝ １ ＋ ｔ － ２．５ｔ１．５ － ｔ２．５ － （ ｔ － ｔ２．５） ２ ＋ ｔα

Γ（１ ＋ α）
－ Γ（３．５） ｔ１．５＋α

Γ（２．５ ＋ α）
＋ ｔβ

Γ（１ ＋ β）
－ Γ（３．５） ｔ１．５＋β

Γ（２．５ ＋ β）
．

表 ３　 α， β 取不同值时的误差估计（例 ２）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

ｎｏｒｍ α β τ １ ＝ １
２０

τ ２ ＝ １
４０

τ ３ ＝ １
８０

τ ４ ＝ １
１６０

０．９ ０．９ １．４６１ ４Ｅ－３ ３．７８８ ３Ｅ－４ ９．７６４ ６Ｅ－５ ２．５１０ ６Ｅ－５

０．８ ０．９９ １．５３１ ２Ｅ－３ ４．０２５ ４Ｅ－４ １．０５４ ７Ｅ－４ ２．７６８ １Ｅ－５

Ｌ∞ ０．５ ０．５ ６．７９８ ８Ｅ－３ ２．１５０ ０Ｅ－３ ６．６７６ ４Ｅ－４ ２．０８４ ７Ｅ－４

０．２ ０．８ ９．０９８ ８Ｅ－３ ３．８３７ ３Ｅ－３ １．６４０ ９Ｅ－３ ７．０６７ ５Ｅ－４

０．１ ０．１ ２．３４４ ６Ｅ－２ １．０９１ ４Ｅ－２ ５．０８２ ４Ｅ－３ ２．３６８ ３Ｅ－３

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 ３　 当 α ＝ β ＝ ０．９ 时的精确解和数值解（例 ２）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ β ＝ ０．９ （ｅｘａｍｐｌｅ ２）

　 　 表 ３、４ 给出了 α， β 取不同值时的误差和收敛阶，从表中的数据容易看出 Ｌ∞ 范数下的时间收敛阶接近
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于ｍｉｎ { α ＋ １，β ＋ １ } ， 这与定理 １ 的结果相吻合，从而证明了数值算法的有效性．图 ３、４ 给出了在不同时间

剖分下的数值解和精确解，可以看到随着 τ 的加密数值解对于精确解有着很好的逼近．
表 ４　 α， β 取不同值时的收敛阶（例 ２）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ ２）

ｎｏｒｍ α β ｒａｔｅ
τ １

τ ２
ｒａｔｅ

τ ２

τ ３
ｒａｔｅ

τ ３

τ ４

０．９ ０．９ １．９４７ ７ １．９５５ ９ １．９５９ ５

０．８ ０．９９ １．９２７ ５ １．９３２ ３ １．９２９ ９

Ｌ∞ ０．５ ０．５ １．５３９ １ １．５１６ １ １．５０５ ８

０．２ ０．８ １．２４５ ６ １．２２５ ６ １．２１５ ２

０．１ ０．１ １．１０３ ２ １．１０２ ６ １．１０１ ７

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 ４　 当 α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ 时的精确解和数值解（例 ２）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ （ｅｘａｍｐｌｅ ２）

表 ５　 α， β 取不同值时的误差估计（例 ３）
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ ３）

ｎｏｒｍ α β τ １ ＝ １
２０

τ ２ ＝ １
４０

τ ３ ＝ １
８０

τ ４ ＝ １
１６０

０．９ ０．９ ２．１９３ ６Ｅ－３ ５．７９１ ０Ｅ－４ １．５０７ １Ｅ－４ ３．８８３ ６Ｅ－５

０．８ ０．９９ ２．２５７ ６Ｅ－３ ６．０２２ ４Ｅ－４ １．５８７ ２Ｅ－４ ４．１５２ ７Ｅ－５

Ｌ∞ ０．５ ０．５ ４．１００ １Ｅ－３ １．３４２ ７Ｅ－３ ４．４５４ ２Ｅ－４ １．４９６ ８Ｅ－４

０．２ ０．８ ７．０１５ ６Ｅ－３ ２．７９９ ４Ｅ－３ １．１５１ ８Ｅ－３ ４．８３９ １Ｅ－４

０．１ ０．１ １．３３１ ３Ｅ－２ ５．９４１ ８Ｅ－３ ２．７１２ ８Ｅ－３ １．２５２ ３Ｅ－３

表 ６　 α， β 取不同值时的收敛阶（例 ３）
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α， β ｖａｌｕｅｓ（ｅｘａｍｐｌｅ ３）

ｎｏｒｍ α β ｒａｔｅ
τ １

τ ２
ｒａｔｅ

τ ２

τ ３
ｒａｔｅ

τ ３

τ ４

０．９ ０．９ １．９２１ ４ １．９４２ ０ １．９５６ ３

０．８ ０．９９ １．９０６ ４ １．９２３ ９ １．９３４ ４

Ｌ∞ ０．５ ０．５ １．６１０ ５ １．５９１ ９ １．５７３ ３

０．２ ０．８ １．３２５ ４ １．２８１ ２ １．２５１ １

０．１ ０．１ １．１６３ ９ １．１３１ １ １．１１５ ２

　 　 例 ３　 再来考虑精确解 ｕ（ ｔ） ＝ ｔ３ ｌｎ（ ｔ） 的情形，令 ｆ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｕ２， 代入方程（３９）可得

　 　 ｇ（ ｔ） ＝ （３ｔ２ ＋ ｔ３）ｌｎ（ ｔ） ＋ ｔ２ ＋ ６ｔ２＋α

Γ（３ ＋ α）
（ｌｎ（ ｔ） ＋ ψ（４） － ψ（３ ＋ α）） ＋
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　 　 　 　 ６ｔ２＋β

Γ（３ ＋ β）
（ｌｎ（ ｔ） ＋ ψ（４） － ψ（３ ＋ β）） ＋ ｔ６［ｌｎ（ ｔ）］ ２ ．

对于任意 ｘ ＞ ０，有 ψ（ｘ） ＝ Γ′（ｘ） ／ Γ（ｘ） ．通过表 ５、６ 可以看到本文的数值算法有着很好的计算性能．图 ５、６
则直观地给出了不同时间剖分下数值解对于精确解的模拟效果．

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 ５　 当 α ＝ β ＝ ０．９ 时的精确解和数值解（例 ３）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ β ＝ ０．９ （ｅｘａｍｐｌｅ ３）

（ａ） τ ＝ １ ／ １０ （ｂ） τ ＝ １ ／ ２０
图 ６　 当 α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ 时的精确解和数值解（例 ３）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ α ＝ ０．２， β ＝ ０．８ （ｅｘａｍｐｌｅ ３）

４　 结论和展望

本文利用分段线性插值多项式方法构造了非线性分数阶常微分方程的数值计算格式，时间整数阶导数

项和时间分数阶导数项分别采用了二阶向后差分格式和分段线性插值多项式方法进行离散．目前，还没有发

现使用该理论方法来研究带有 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数项的非线性分数阶常微分方程．经过理论推导

得到了时间误差估计结果．最后通过数值算例直观地说明了理论分析的正确性．后续研究中，我们将考虑使

用二次插值多项式方法求解非线性时间分数阶问题以获得更高阶的误差估计．
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