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摘要：　 基于推广后的 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论，研究了横观各向同性功能梯度板中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端的三维应力场．
假定材料参数沿板厚方向可以任意连续变化，利用复变函数解法和保角变换技术分别给出了受无穷远处荷载作用

和受均匀内压时裂纹尖端应力的三维解析解．当材料退化为各向同性均匀材料时，将该解答与经典二维解进行了比

较，进而验证了该解答的有效性．通过数值算例，进一步讨论了材料梯度因子和荷载条件等因素对裂纹尖端三维应

力场的影响．
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引　 　 言

功能梯度材料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ，ＦＧＭ）是一种新型的复合材料［１⁃３］，其宏观特性在空间位置上

呈梯度连续变化，进而可以避免传统层合材料中界面处容易产生应力集中的现象．但是，由于材料本身属性、
制备过程及工作环境等原因，ＦＧＭ 内部不可避免地会存在裂纹，容易降低材料及结构的强度甚至破坏．因
此，研究 ＦＧＭ 的断裂 ／裂纹问题具有重要的意义．

裂纹问题自始至终都是功能梯度材料研究的热点之一．与均匀材料相比，ＦＧＭ 的非均匀性给裂纹问题

的研究带来了复杂性．目前，对含裂纹的 ＦＧＭ 的研究大多局限于二维问题．在数值研究方面，Ｅｓｋａｎｄａｒｉ［４］ 采
用三维有限元方法对受到内压和离心力作用的含有纵向半椭圆内表面缺陷的厚壁 ＦＧＭ 圆柱进行了分析；
Ｎｏｊｕｍｉ 等［５］采用梯度奇异单元研究了具有空间变化弹性参数的线弹性各向同性 ＦＧＭ 的动态裂纹问题；
Ｃｈｅｎｇ 等［６］采用边界配置法研究了压电 ＦＧＭ 矩形板的断裂问题；Ｂｏｕｃｈｉｋｈｉ［７］利用 ＡＢＡＱＵＳ 研究了拉伸荷载

作用下 ＦＧＭ 双刃切口板的断裂问题．在解析研究方面，Ｃｈｅｎｇ 等［８］研究了含裂纹 ＦＧＭ 条带的平面弹性问题，
分析了几何参数及梯度参数对应力强度因子和应变能释放率的影响；薛雁等［９］通过研究含有多个共线 Ｇｒｉｆ⁃
ｆｉｔｈ 裂纹的磁电弹性 ＦＧＭ 板，最终导出了场强度因子和能量释放率；程站起等［１０］ 提出了一种可以处理任意

材料梯度的分层模型，并用来研究 ＦＧＭ 涂层平面裂纹问题；刘俊俏等［１１］ 研究了带 ＦＧＭ 的压电底层中周期

裂纹对 ＳＨ 波的散射，给出了标准动应力强度因子和电位移强度因子的表达式；蒋正文等［１２］ 提出了一种施

加温度场建立 ＦＧＭ 板分层线性离散模型的方法，并进行了断裂力学分析．据笔者了解，目前对含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂

纹的 ＦＧＭ 板的三维解析研究较少．解析解能为理论模型等提供假设依据、验证各种数值解法的精确性，同时

有助于更好地理解含裂纹 ＦＧＭ 板的宏观力学行为．
在前期研究的基础上［１３⁃１６］，本文进一步针对 ＦＧＭ 板中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端的三维应力场进行研究．基于三

维弹性理论，利用 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论结合复变函数解法和保角变换技术获得 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端应力场的

三维解析解．

１　 基 本 理 论

Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论是一个基于三维弹性理论的各向同性功能梯度平板理论，其三维位移解答由经

典薄板方程的二维解答和板厚方向坐标的函数构成，材料参数在厚度方向可以任意连续变化．该板理论采用

的唯一假设就是上述三维位移场的假设．笔者将 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论从材料的各向异性和不同形状板的

边值问题等方面做了推广［１３⁃１６］ ．
现考虑一个厚度为 ｈ的横观各向同性 ＦＧＭ 无限大板，如图 １ 所示，取板中面为 ｘＯｙ平面，ｚ轴垂直于 ｘＯｙ

平面．采用推广后的 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论中的如下三维位移场［１４］：
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式中 ｕ－，ｖ－ 和 ｗ－ 为板中面的位移分量，均为坐标 ｘ 和 ｙ 的函数；Ｒ０，Ｒ１，Ｒ２，Ｔ１ 和 Ｔ２ 均为坐标 ｚ 的函数；
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当板上下表面无应力作用时，板中面位移的表达式可用 ４ 个解析函数 α（ζ），β（ζ），ϕ（ζ），ψ（ζ） 表示为

　 　 ｗ－ ＝ α（ζ） ＋ α（ζ） ＋ ζ
－
β（ζ） ＋ ζ β（ζ）， （３）

　 　 Ｄ ＝ ｕ－ ＋ ｉｖ－ ＝
κ１ ＋ １
κ１ － １

ϕ（ζ） － ζ ϕ′（ζ） － ψ（ζ） － ２
κ２

κ１
β（ζ） ＋ ζ β′（ζ）[ ] ． （４）

此时，应力分量表达式为
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式中 κ１ 和 κ２ 为常数［１５］ ．积分式（５） ～ （７）可得由 ４ 个解析函数表示的内力表达式［１６］ ．

图 １　 含一个椭圆孔的 ＦＧＭ 板示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ

２　 横观各向同性 ＦＧＭ 无限大板中含椭圆孔的三维问题

本文从考虑含椭圆孔的 ＦＧＭ 无限大板的三维问题分析入手，当短半轴长度趋于零时，椭圆孔口便退化
为 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹．当椭圆孔边界 Ｌ 为自由边界时，其边界条件可以用矩阵形式表示为［１６］

　 　 Ｅ Φ（ ｔ） ＋ Ｆ ｔ－Φ′（ ｔ） ＋ ＧΦ″（ ｔ） ＋ ＨΨ（ ｔ） ＝ Ｑ
－
， （８）

式中 ｔ ＝ ｘ（ ｓ） ＋ ｉｙ（ ｓ） 是孔边界 Ｌ 上的点， ｘ（ ｓ） 和 ｙ（ ｓ） 是边界点坐标， ｓ 是从 Ｌ 上某点开始按指定方向计算

的弧长．显然， ｔ 与 ｓ 是一一对应的关系，且
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其中 ψ 是边界 Ｌ的外法线 ｎ与 ｘ轴的夹角，（Ｎｘｎ，Ｎｙｎ，Ｑｎ） ＝ ∫ｈ ／ ２
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－ ２ｂ１ － ａ６ ８ｂ２ － ｂ６

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｆ ＝

ａ１ ４ａ２

ａ６ ｂ６

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｇ ＝

－ ａ５ － ａ７

－ ｂ５ － ｂ８

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｈ ＝

ａ１ ２ａ６

ａ６ ｂ７

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Φ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ）
β（ ｔ）{ } ， Ψ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ）

Ａ（ ｔ）{ } ， Ａ（ ｔ） ＝ α′（ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

式中 ａ１，ａ２，ａ５，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ２，ｂ５，ｂ６，ｂ７，ｂ８ 为与材料有关的常数，参见附录．
式（８）的共轭式为

　 　 ＥΦ（ ｔ） ＋ Ｆｔ Φ′（ ｔ） ＋ Ｇ Φ″（ ｔ） ＋ Ｈ Ψ（ ｔ） ＝ Ｑ ． （１１）
引入如下保角变换函数：

　 　 ζ ＝ ω（η） ＝ Ｒ η ＋ ｍ
η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｒ ＝ ａ ＋ ｂ

２
＞ ０， ０ ≤ ｍ ＝ ａ － ｂ

ａ ＋ ｂ
＜ １， （１２）
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式中 ａ 和 ｂ 分别为椭圆的长半轴和短半轴．
该保角变换函数将椭圆孔的外部变成单位圆 γ 的外部，即 ζ ＝∞ 对应 η ＝∞ ．用 ζ ＝ ｔ表示孔边界 Ｌ 上的

点， η ＝ σ ＝ ｅｉθ 表示单位圆 γ 上的点， Ｌ 对应于 η 平面上的中心单位圆 γ，θ 表示 γ 上任一点 σ 与原点的连线

与 ｘ 轴的夹角．
将函数 Φ（ ｔ） 和 Ψ（ ｔ） 保角变换，可得

　 　 Φ（η） ＝ ϕ（η）
β（η）{ } ＝ Ｃ

Ｂ{ } ｌｎ η ＋ Ｒ
ϕ·

１

β·
１

{ } η ＋ Φ０（η）， （１３）

　 　 Ψ（η） ＝ ψ（η）
Ａ（η）{ } ＝

Ｂ１

Ｂ
－{ } ｌｎ η ＋ Ｒ

ψ １

２α２
{ } η ＋ Ψ０（η）， （１４）

式中上标“·”表示实部； Ｃ，Ｂ，Ｂ１ 为与裂纹边界力和力矩有关的量，表达式为

　 　
Ｃ ＝ κ ５（Ｘ ＋ ｉＹ），
Ｂ ＝ κ ６（ＭＹ － ｉＭＸ） ＋ κ ７（Ｘ ＋ ｉＹ），
Ｂ１ ＝ κ ８（ＭＹ ＋ ｉＭＸ） ＋ κ ９（Ｘ － ｉＹ）；

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

　 　 Φ０（η） ＝
ϕ０（η）
β ０（η）{ } ， Ψ０（η） ＝

ψ ０（η）
Ａ０（η）{ } ． （１６）

经保角变换后，式（８）和式（１１）变换为

　 　 Ｅ Φ（σ） ＋ Ｆ ω（σ）
ω′（σ）

Φ′（σ） ＋ Ｇ １
（ω′（σ）） ２ Φ″（σ） － Ｇ ω″（σ）

（ω′（σ）） ３ Φ′（σ） ＋ ＨΨ（σ） ＝ Ｑ
－
， （１７）

　 　 ＥΦ（σ） ＋ Ｆ ω（σ）

ω′（σ）
Φ′（σ） ＋ Ｇ １

（ω′（σ）） ２
Φ″（σ） － Ｇ ω″（σ）

（ω′（σ）） ３
Φ′（σ） ＋ Ｈ Ψ（σ） ＝ Ｑ ． （１８）

３　 三维 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹问题

令短半轴 ｂ ＝ ０， 此时椭圆孔口便退化为一个沿厚度方向贯穿板结构的长度为 ２ａ 的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹，如图 ２
所示．

图 ２　 含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹的 ＦＧＭ 板示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ Ｇｒｉｆｆｉｔｈ ｃｒａｃｋ

此时保角变换函数为

　 　 ζ ＝ ω（η） ＝ ａ
２

η ＋ １
η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

此时式（１７）为

　 　 Ｅ Φ０（σ） ＋ Ｆσ １ ＋ σ ２

σ ２ － １
Φ′０（σ） ＋ Ｇ σ ４

Ｒ２（σ ２ － １） ２ Φ″０（σ） －

　 　 　 　 Ｇ ２σ ３

Ｒ２（σ ２ － １） ３ Φ′０（σ） ＋ ＨΨ０（σ） ＝ Ｑ０， （２０）
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式中

　 　 Ｑ０ ＝ Ｑ
－
＋ Ｅ

Ｃ
－

Ｂ
－{ } ｌｎ σ － ＲＥ

ϕ·
１

β·
１

{ } １
σ

－ Ｆ
Ｃ
Ｂ{ } １ ＋ σ ２

σ ２ － １
－ ＲＦ

ϕ·
１

β·
１

{ } σ １ ＋ σ ２

σ ２ － １
＋ Ｇ

Ｃ
Ｂ{ } σ ２

Ｒ２（σ ２ － １） ２
＋

　 　 　 　 Ｇ
Ｃ
Ｂ{ } ２σ ２

Ｒ２（σ ２ － １） ３
＋ ＲＧ

ϕ·
１

β·
１

{ } ２σ ３

Ｒ２（σ ２ － １） ３
－ Ｈ

Ｂ１

Ｂ
－{ } ｌｎ σ － ＲＨ

ψ １

２α２
{ } σ ． （２１）

对式（２０）和式（２１）求共轭，可得

　 　 ＥΦ０（σ） ＋ Ｆ σ ２ ＋ １
σ １ － σ ２( )

Φ′０（σ） ＋ Ｇ １
Ｒ２（１ － σ ２） ２ Φ″０（σ） －

　 　 　 　 Ｇ ２σ ３

Ｒ２（１ － σ ２） ３ Φ′０（σ） ＋ Ｈ Ψ０（σ） ＝ Ｑ０， （２２）

　 　 Ｑ０ ＝ Ｑ － Ｅ
Ｃ
Ｂ{ } ｌｎ σ － ＲＥ

ϕ·
１

β·
１

{ } σ － Ｆ
Ｃ
－

Ｂ
－{ } σ ２ ＋ １

１ － σ ２
－ ＲＦ

ϕ·
１

β·
１

{ } σ ２ ＋ １
σ １ － σ ２( )

＋

　 　 　 　 Ｇ
Ｃ
－

Ｂ
－{ } σ ２

Ｒ２（１ － σ ２） ２
＋ Ｇ

Ｃ
－

Ｂ
－{ } ２σ ４

Ｒ２（１ － σ ２） ３
＋ ＲＧ

ϕ·
１

β·
１

{ } ２σ ３

Ｒ２（１ － σ ２） ３
＋

　 　 　 　 Ｈ Ｂ
－

１

Ｂ{ } ｌｎ σ － ＲＨ
ψ
－

１

２α－ ２
{ } １

σ
． （２３）

将式（２２）与式（２０）均写成 Ｃａｕｃｈｙ 积分的形式，分别可得

　 　 － ＥΦ０（η） ＝ １
２πｉ∫γ

Ｑ０ｄσ
σ － η

， （２４）

　 　 － Ｆη １ ＋ η ２

η ２ － １
Φ′０（η） － Ｇ η ４

Ｒ２（η ２ － １） ２ Φ″０（η） ＋ Ｇ ２η ３

Ｒ２（η ２ － １） ３ Φ′０（η） －

　 　 　 　 ＨΨ０（η） ＋ ＨΨ０（∞ ） ＝ １
２πｉ∫γ

Ｑ
－ ０ｄσ
σ － η

． （２５）

如果式（２４）中 Ｑ０ 的 Ｃａｕｃｈｙ 积分已知，则可求得 Φ０（η）， 再由式（２５）即可求得 Ψ０（η）， 其中 Ψ０（∞ ）
不影响应力，故可以略去．

由式（５） ～ （７）可得应力分量的矩阵形式：

　 　 σ ｘ ＋ σ ｙ ＝ ２ ｃ１１ ＋ ｃ１２ － ２
ｃ２１３
ｃ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
κ １ － １

－ ４ ｚ ＋
κ ２

κ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

Ｔ

Ｒｅ Φ′（ζ）， （２６）

　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝

　 　 　 　
４ｃ６６

８ｃ６６ ｚ ＋
κ ２

κ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

Ｔ

ζ
－
Φ″（ζ） ＋

－ １６ｃ６６
κ １ － １

Ｒ１

－ ３２ｃ６６ Ｒ２ －
κ ２

κ １
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

Ｔ

Φ‴（ζ） ＋
４ｃ６６
８ｃ６６ｚ{ }

Ｔ

Ψ′（ζ）， （２７）

　 　 σ ｘｚ － ｉσ ｙｚ ＝

４ｃ４４
κ １ － １

Ｒ′１ ＋ Ｔ１( )

８ｃ４４ Ｔ２ ＋ Ｒ′２ －
κ ２

κ １
Ｔ１ ＋ Ｒ′１( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

Ｔ

Φ″（ζ） ． （２８）
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４　 受无穷远处荷载作用时裂纹尖端应力场

当三维 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹受无穷远处荷载 Ｎ１，Ｎ２，Ｎ１２，Ｍ１，Ｍ２，Ｍ１２ 作用时，假设 Θ 为荷载 Ｎ１ 与 ｘ 轴的夹角，且
Ｎ２ 与 Ｎ１ 垂直，此时 Φ（η） 和 Ψ（η） 的表达式为

　 　 Φ（η） ＝ Ｒ
ϕ·

１

β·
１

{ } η ＋ Ｒγ０ １
η
， （２９）

　 　 Ψ（η） ＝ Ｒ
ψ １

２α２
{ } η ＋ ＲＨ －１Ｆγ０ １ ＋ η ２

η η ２ － １( )
－ ２

Ｒ
Ｈ －１Ｇγ０ η ３

（η ２ － １） ３
－

　 　 　 　 ＲＨ －１Ｅ １
η

＋ ２ＲＨ －１Ｆ η
η ２ － １

－ ２
Ｒ

Ｈ －１Ｇ η ３

（η ２ － １） ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ϕ·
１

β·
１

{ } ， （３０）

式中

　 　
γ０ ＝ － Ｅ －１Ｆ

ϕ·
１

β·
１

{ } － Ｅ －１Ｈ
ψ
－

１

２α－ ２
{ } ，

ϕ·
１

β·
１

{ } ＝ １
２

Ｄ －１
Ｎ１ ＋ Ｎ２

Ｍ１ ＋ Ｍ２
{ } ，

ψ １

２α２
{ } ＝ Ｈ －１

Ｎ２ － Ｎ１ ＋ ２ｉＮ１２

Ｍ２ － Ｍ１ ＋ ２ｉＭ１２
{ } ｅ －２ｉΘ， Ｄ ＝

ａ１ ４ａ２

－ ｂ１ ４ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３１）

对式（１９）反变换，可得

　 　 η ＝ ω －１（ζ） ＝ １
ａ
（ζ ＋ ζ ２ － ａ２ ） ． （３２）

现考虑一个三维张开型裂纹，即 Ｎ１ ＝ Ｎ１２ ＝ ０，Ｍ１ ＝ Ｍ２ ＝ Ｍ１２ ＝ ０，Ｎ２ 作用方向垂直于 ｘ 轴（即Θ ＝ ０） ．将
式（３１）和式（３２）代入式（２９），可得

　 　 Φ（ζ） ＝
Ｎ２

４Ｊ

ｂ２

ｂ１

４

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
ζ ＋ ζ ２ － ａ２( ) －

Ｎ２

２

２Ｗ１

Ｑ１

－
ｂ２

２Ｊ
２Ｗ２

Ｑ１

－
ｂ１

８Ｊ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（ζ － ζ ２ － ａ２ ）， （３３）

式中

　 　
Ｊ ＝ ａ１ｂ２ ＋ ａ２ｂ１， Ｗ１ ＝ ８ｂ２ － ｂ６，
Ｗ２ ＝ ａ６ ＋ ２ｂ１， Ｑ１ ＝ ａ１Ｗ１ ＋ ４ａ２Ｗ２ ．

{ （３４）

将式（１０）、（３１）和式（３２）代入式（３０）可得

　 　 Ψ（ζ） ＝
Ｎ２

２Ｑ２

ｂ７

－ ａ６
{ } ζ ＋ ζ ２ － ａ２( ) －

Ｎ２

２Ｑ２

Ｑ２Ｑ４ ＋ ２Ｑ５Ｑ６

Ｑ３Ｑ５
{ }

ζ ２

ζ ２ － ａ２
－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　
ａ２Ｎ２

２Ｑ２

Ｑ４Ｑ７ ＋ Ｑ５Ｑ８

Ｑ４Ｑ９ ＋ Ｑ５Ｑ１０
{ } １

（ζ ２ － ａ２） ３
－

　 　 　 　
Ｎ２

４ＪＱ２

ｂ２（ａ１ｂ７ ＋ ２ａ６Ｗ２） ＋
ｂ１

２
（２ａ２ｂ７ － ａ６Ｗ１）

－ ｂ２（ａ１ａ６ ＋ ａ１Ｗ２） ＋
ｂ１

４
（ａ１Ｗ１ － ４ａ２ａ６）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

ζ － ζ ２ － ａ２( ) －

　 　 　 　
ａ２Ｎ２

４ＪＱ２

ｂ２Ｑ２ ＋ １
２

ｂ１Ｑ６

１
４

ｂ１Ｑ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

１

ζ ２ － ａ２
－
ａ２Ｎ２

４ＪＱ２

ｂ２Ｑ７ ＋ １
４

ｂ１Ｑ８

ｂ２Ｑ９ ＋ １
４

ｂ１Ｑ１０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

１

（ζ ２ － ａ２） ３
， （３５）

式中
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Ｑ２ ＝ ａ１ｂ７ － ２ａ２

６， Ｑ３ ＝ ａ１ｂ６ － ４ａ２ｂ６， Ｑ４ ＝
２Ｗ１

Ｑ１

－
ｂ２

２Ｊ
， Ｑ５ ＝

２Ｗ２

Ｑ１

－
ｂ１

８Ｊ
，

Ｑ６ ＝ ２ａ２ｂ７ － ａ６ｂ６， Ｑ７ ＝ ａ５ｂ７ － ２ａ６ｂ５， Ｑ８ ＝ ａ７ｂ７ － ２ａ６ｂ８，
Ｑ９ ＝ ａ１ｂ５ － ａ５ａ６， Ｑ１０ ＝ ａ１ｂ８ － ａ６ａ７ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３６）

裂纹尖端附近的点可用极坐标表示为 ζ ＝ ａ ＋ ｒ１ｅｉθ１，ｒ１ 表示裂纹尖端（最右端）附近的圆周半径，有 ｒ１ ／ ａ
≪ １， 如图 ３ 所示．

图 ３　 极坐标示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

将裂纹尖端附近的 ｒ１ ／ ａ 进行幂次展开，只保留其中随着 ｒ１ 的减小而增大的主项； 为了便于与已有二维

解析解比较，这里特别取板中面进行分析，即令 ｚ ＝ ０， 此时有

　 　 Ｒ０ ＝ Ｒ１ ＝ Ｒ２ ＝ Ｔ１ ＝ Ｔ２ ＝ ０． （３７）
若材料由横观各向同性功能梯度材料退化为各向同性均匀材料，则有

　 　

ａ２ ＝ ａ６ ＝ ａ７ ＝ ｂ１ ＝ ｂ５ ＝ κ ２ ＝ ０， ａ１ ＝ ２Ｅｈ
１ ＋ ν

， ｂ２ ＝ － Ｅｈ３

１２（１ － ν）
， ａ５ ＝ Ｅνｈ３

３（１ ＋ ν） ２，

ｂ６ ＝ ｂ７ ＝ Ｅｈ３

３（１ ＋ ν）
， ｂ８ ＝ － （８ ＋ ν）Ｅｈ５

３０（１ ＋ ν）（１ － ν）
，

ｃ１３
ｃ３３

＝ ν
１ － ν

， ｃ６６ ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

， κ １ ＝ ２
１ － ν

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３８）

式中 Ｅ 为弹性模量，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．可得

　 　 σ ｘ ＋ σ ｙ ＝
Ｎ２

ｈ
２ａ
ｒ１

ｃｏｓ
θ １

２
， （３９）

　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝
Ｎ２

ｈ
ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｓｉｎ
３θ １

２
＋

　 　 　 　
νｈＮ２

８ａ２（１ ＋ ν） ４ ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

ｃｏｓ
５θ １

２
－ １

２
ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｃｏｓ
３θ １

２
－ ５
３２

ａ
２ｒ１

ｃｏｓ
θ １

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ｉ
Ｎ２

ｈ
ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｃｏｓ
３θ １

２
－

νｈＮ２

８ａ２（１ ＋ ν） ４ ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

ｓｉｎ
５θ １

２
－

é

ë

ê
ê{

　 　 　 　 １
２

ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｓｉｎ
３θ １

２
－ ５
３２

ａ
２ｒ１

ｓｉｎ
θ １

２
ù

û

ú
ú } ， （４０）

式中 Ｎ２ ／ ｈ 表示荷载集度．
该问题的二维弹性力学解为［１７］

　 　
σ ｘ ＋ σ ｙ ＝ ｑ ２ａ

ｒ１
ｃｏｓ

θ １

２
，

σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝ ｑ ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｓｉｎ
３θ １

２
＋ ｉｑ ａ

２ｒ１
ｓｉｎ θ １ｃｏｓ

３θ １

２
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４１）

式中 ｑ 表示荷载集度．
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可以发现，式（３９）与式（４１） １完全一致； 式（４０）与式（４１） ２相比，式（４０）多了与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 有关的项以

及 ｒ －１ ／ ２１ 的高阶项．

５　 受均匀内压作用时裂纹尖端应力场

当三维 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹在裂纹面内受均匀荷载 Ｎｂ
ｎ，Ｎｂ

ｎｔ，Ｍｂ
ｎ 和 Ｍｂ

ｎｔ 作用时， Φ（η） 和 Ψ（η） 的表达式为

　 　 Φ（η） ＝ Ｒγ１ １
η
， （４２）

　 　 Ψ（η） ＝ ２ Ｒ
η

Ｈ －１
Ｎｂ

ｎ － ｉＮｂ
ｎｔ

Ｍｂ
ｎ － ｉＭｂ

ｎｔ
{ } ＋ ＲＨ －１Ｆγ１ １ ＋ η ２

η η ２ － １( )
－

　 　 　 　 ２
Ｒ

Ｈ －１Ｇγ１ η
（η ２ － １） ３

－ ２
Ｒ

Ｈ －１Ｇγ１ η
（η ２ － １） ２， （４３）

式中

　 　 γ１ ＝ ２Ｅ －１ Ｎｂ
ｎ ＋ ｉＮｂ

ｎｔ，Ｍｂ
ｎ ＋ ｉＭｂ

ｎｔ{ } Ｔ ． （４４）
现考虑一个三维张开型裂纹，有 Ｎｂ

ｎｔ ＝ ０，Ｍｂ
ｎ ＝ Ｍｂ

ｎｔ ＝ ０．将式（３２）和式（４４）代入式（４２）可得

　 　 Φ（ζ） ＝
Ｎｂ

ｎ

Ｑ１

Ｗ１

Ｗ２
{ } （ζ － ζ ２ － ａ２ ） ． （４５）

将式（４５）代入式（２６），并将裂纹尖端附近的 ｒ１ ／ ａ 项幂次展开，只保留其中随着 ｒ１ 的减小而增大的主

项； 令 ｚ ＝ ０， 并退化至各向同性均匀材料，可得

　 　 σ ｘ ＋ σ ｙ ＝ －
Ｎｂ

ｎ

ｈ
２ａ
ｒ１

ｃｏｓ
θ １

２
． （４６）

该式与二维弹性力学解［１７］完全一致．
将式（１０）、（３２）、（４４）代入式（４３）可得

　 　 Ψ（ζ） ＝
Ｎｂ

ｎ

Ｑ２

ｂ７

－ ａ６
{ } （ζ － ζ ２ － ａ２ ） ＋

Ｎｂ
ｎ

Ｑ１Ｑ２

Ｗ１Ｑ２ ＋ ２Ｗ２Ｑ６

Ｗ２Ｑ３
{ }

ζ ２

ζ ２ － ａ２
－ ζæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
ａ２Ｎｂ

ｎ

Ｑ１Ｑ２

Ｗ１Ｑ７ ＋ Ｗ２Ｑ８

Ｗ１Ｑ９ ＋ Ｗ２Ｑ１０
{ } １

（ζ ２ － ａ２） ３
． （４７）

将式（４５）和式（４７）及 ζ ＝ ａ ＋ ｒ１ｅｉθ１ 代入式（２７），退化后可得各向同性均匀材料板中面处的应力分量表

达式为

　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝

　 　 　 　 －
Ｎｂ

ｎ

ｈ
ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｓｉｎ
３θ １

２
－

νｈＮｂ
ｎ

８ａ２（１ ＋ ν） ４ ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

ｃｏｓ
５θ １

２
－

é

ë

ê
ê

　 　 　 　 １
２

ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｃｏｓ
３θ １

２
－ ５
３２

ａ
２ｒ１

ｃｏｓ
θ １

２
ù

û

ú
ú
－ ｉ

Ｎｂ
ｎ

ｈ
ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｃｏｓ
３θ １

２
－{

　 　 　 　
νｈＮｂ

ｎ

８ａ２（１ ＋ ν） ４ ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

ｓｉｎ
５θ １

２
－ １

２
ａ
２ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｓｉｎ
３θ １

２
－ ５
３２

ａ
２ｒ１

ｓｉｎ
θ １

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ． （４８）

对应的二维弹性力学解为［１７］

　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉσ ｘｙ ＝ － ｑ ａ
２ｒ１

ｓｉｎ θ １ｓｉｎ
３θ １

２
－ ｉｑ ａ

２ｒ１
ｓｉｎ θ １ｃｏｓ

３θ １

２
， （４９）

可以发现式（４８）同样多了与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 有关的项以及 ｒ －１ ／ ２１ 的高阶项．

６　 数 值 算 例

现考虑一个含 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹的无限大 ＦＧＭ 板，假设无限大板的材料参数形式为［１５］
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　 　 ｃｉｊ ＝ ｃ０ｉｊｅ（ ｚ＋ｈ ／ ２）λ ／ ｈ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６， （５０）
式中 ｃ０ｉｊ 为板底面处的材料参数，如表 １ 所示．参数 λ 为梯度指数，反映材料的不均匀程度．显然，当 λ ＝ ０ 时，
对应均匀材料．

表 １　 Ａｌ２Ｏ３的弹性常数（单位：ＧＰａ）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ Ａｌ２Ｏ３（ｕｎｉｔ： ＧＰａ）

ｃ０１１ ｃ０１２ ｃ０１３ ｃ０３３ ｃ０５５
４６０．２ １７４．７ １２７．４ ５０９．５ １２６．９

　 　 除非另行说明，一般取裂纹长度 ａ ＝ １ ｍ，板厚 ｈ ＝ ０．２ ｍ， Ｎ２ ＝ １ Ｎ， Ｎｂ
ｎ ＝ － １ Ｎ， ｚ ＝ ０，θ １ ＝ ０，ｒ１ ＝ ０．１ａ ．

６．１　 算例验证

为了进一步验证本文解答的有效性，现将本文三维解析解与已有二维解析解进行数值比较，假设仅在裂

纹面受均匀内压 Ｎｂ
ｎ 作用．

表 ２ 给出了均匀材料时，裂纹右尖端附近的无量纲应力 σ ｙ ／ σ， 其中 σ ＝ Ｎｂ
ｎ ／ ｈ，θ １ ＝ ０，ｚ ＝ ０．可以发现，距

裂纹尖端越远，本文解答与二维解吻合较好； 当距裂纹越近时，差异会逐渐增大，这是由于本文解答中含有

ｒ －１ ／ ２１ 的高阶项的原因．
表 ２　 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹内受均匀内压作用时的无量纲应力 σ ｙ ／ σ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ Ｇｒｉｆｆｉｔｈ ｃｒａｃｋ

ｒ１ ／ ａ １０－２ １０－１ １ １０１ １０２ １０３

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ －２８．１６２ ６ －１．４６８ ４ －０．１５４ ９ －０．００４ ２ －４．９０１ ８×１０－５ －４．９９０ ０×１０－７

２Ｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１７］ －６．１２４ ０ －１．４００ ４ －０．１５４ ７ －０．００４ ２ －４．９０１ ８×１０－５ －４．９９０ ０×１０－７

６．２　 参数分析

６．２．１　 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹在无穷远处受单向拉伸作用

图 ４ 与图 ５ 分别给出了 Ｎ２ 作用下，无量纲应力 σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布情况， θ １ ＝ ０，λ ＝ ５．可以

看到，图 ４ 与图 ５ 中三条曲线均在 ｒ１ ／ ａ ＝ ０．５ 附近有一个明显的拐点．当 ｒ１ →０ 时，板底面 （ ｚ ＝ － ｈ ／ ２）、 板中

面 （ ｚ ＝ ０） 和板顶面 （ ｚ ＝ ｈ ／ ２） 的应力值均急剧增大，且板顶面处应力值最大，此时，板的三个面在 ｘ 方向受

压应力作用，在 ｙ 方向受拉应力作用．
图 ６ 和图 ７ 分别给出了 Ｎ２ 作用下，无量纲应力σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 随Θ的变化．可以发现，图 ６ 与图 ７ 中的三

条曲线均关于 Θ ＝ ０ 对称，应力最大值均发在 Θ ＝ －π，０，π 时，且均匀材料的应力最大值要高于功能梯度材

料的应力最大值．
图 ８ 和图 ９ 分别给出了 Ｎ２ 作用下，无量纲应力 σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 随 θ １ 的变化， Θ ＝ ０．可以看到，图中三条

曲线均关于 θ １ ＝ ０ 对称，且均匀材料的应力峰值最大．

图 ４　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布 图 ５　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｘ ／ σ Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ

ｉｎ ｔｈｅ ｒ１ ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｒ１ ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
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图 ６　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 随 Θ 的变化 图 ７　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 随 Θ 的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｘ ／ σ Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ

ｗｉｔｈ Θ ｗｉｔｈ Θ

图 ８　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 随 θ１ 的变化 图 ９　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 随 θ１ 的变化

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｘ ／ σ Ｆｉｇ． ９　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ

ｗｉｔｈ θ１ ｗｉｔｈ θ１

图 １０　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 沿 ｚ 方向的分布 图 １１　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 沿 ｚ 方向的分布

Ｆｉｇ． １０　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｘ ／ σ Ｆｉｇ． １１　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ

ｉｎ ｔｈｅ ｚ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｚ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

６．２．２　 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹仅在裂纹面受均匀内压作用

图 １０ 与图 １１ 分别给出了 Ｎｂ
ｎ 作用下，无量纲应力 σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 沿 ｚ 方向的分布情况．当 λ ＝ ０ 时，由于

问题的对称性，该曲线关于 ｚ ／ ｈ ＝ ０ 对称．当 λ ＝ ５ 和 λ ＝－ ５ 时，无量纲应力的分布呈现镜面对称关系： 当 λ
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＝ － ５ 时，在板下表面处 （ ｚ ＝ － ｈ ／ ２） 有无量纲最大压应力 （ｘ 方向）和无量纲最大拉应力 （ｙ 方向）； 当 λ ＝ ５
时，在板上表面处 （ ｚ ＝ ｈ ／ ２） 有无量纲最大压应力 （ｘ 方向）和无量纲最大拉应力 （ｙ 方向）．这一现象与沿厚

度方向弹性常数的变化有关．由式（５０）可得，当 λ ＝－ ５ 时，材料的弹性常数在板底面处最大，从板底至板顶

逐渐减至最小； 当 λ ＝ ５ 时，材料的弹性常数在板顶面处最大，从板顶至板底逐渐减至最小．从而说明，沿着

ＦＧＭ 板的厚度方向，弹性常数越大处承受的应力就越大．
图 １２ 与图 １３ 分别给出了 Ｎｂ

ｎ 作用下，无量纲应力 σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布情况．可以发现，随着 ｒ１
的增大，即距裂纹右尖端越远，本文所得三维解析解与二维弹性力学解吻合程度越好； 距裂纹右尖端越近，
如 ｒ１ ＝ ０．０１ａ 时，二者差别较明显，这是因为本文解答中含有 ｒ －１ ／ ２１ 的高阶项的原因．随着梯度因子 λ 逐渐增

大，无量纲应力最大值均逐渐减小．另外，与预期的一致，无量纲应力均在无穷远处趋向于零．
图 １４ 与图 １５ 分别给出了 Ｎｂ

ｎ 作用下，无量纲应力 σ ｘ ／ σ 与 σ ｙ ／ σ 随 θ １ 的变化．可以看出，均匀材料时，ｘ
方向的无量纲应力峰值最大； 与受单向拉伸时不同，λ ＝ ５ 时，ｙ 方向的无量纲应力峰值最大．

图 １２　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布 图 １３　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 沿 ｒ１ 方向的分布

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｘ ／ σ Ｆｉｇ． １３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ σ ｙ ／ σ

ｉｎ ｔｈｅ ｒ１ ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｒ１ ⁃ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 １４　 无量纲应力 σ ｘ ／ σ 随 θ１ 的变化 图 １５　 无量纲应力 σ ｙ ／ σ 随 θ１ 的变化
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７　 结　 　 论

本文利用 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论研究了横观各向同性 ＦＧＭ 板中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端的三维应力场．假定

材料参数沿板厚方向可以任意连续变化，利用复变函数解法和保角变换技术，分别获得了受无穷远处荷载作

用和受均匀内压时裂纹尖端应力的三维解析解．当材料退化为各向同性均匀材料时，通过与已有二维解答比

６４ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



较，发现本文解答还包含了二维解答没有包含的与材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 有关的项以及 ｒ －１ ／ ２１ 的高阶项．通过数值

算例进一步讨论了材料梯度因子、荷载作用位置及加载方向等因素对 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端三维应力场的影响．
结果表明，这些因素对 ＦＧＭ 板中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端应力场分布有重要的影响．因此，在工程应用中，可通过适

当调整这些参数来缓解 ＦＧＭ 板中裂纹尖端的应力集中现象，从而优化其宏观力学性能．
本文获得的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端三维应力场解析解完全满足弹性理论中的平衡方程及板上下表面的边界

条件，只在板柱面边界处采用 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ 原理对应力条件进行了放松．根据已有分析表明［１６］，在裂纹附近

大约一个板厚范围内，本文解答会存在一定误差； 当远离该区域后本文获得的解析解便具有足够高的精度，
可以作为基准解用于评价基于各种简化板理论或数值方法对于本文问题解答的有效性．
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附　 　 录

　 　 ａ１ ＝ ４ｇ６（ｈ ／ ２）， ａ２ ＝ ２
κ１

κ２ｇ６（ｈ ／ ２） ＋ κ１ｇ７（ｈ ／ ２）[ ] ， ａ５ ＝ １６
κ１ － １

Ｒ１
１， ａ３ ＝ ２ Ｒ１

２ －
κ２

κ１
Ｒ１

１ －
κ３

κ１
ｇ６（ｈ ／ ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 ａ４ ＝ ２ Ｒ１
３ －

κ３

κ１
Ｒ１

１ －
κ４

κ１
ｇ６（ｈ ／ ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ， ａ６ ＝ ４ｇ７（ｈ ／ ２）， ａ７ ＝ ３２ Ｒ１

２ －
κ２

κ１
Ｒ１

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ａ８ ＝ ２ Ｒ１
４ －

κ４

κ１
Ｒ１

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ９ ＝ ８ Ｒ２

４ －
κ４

κ１
Ｒ２

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｂ０ ＝ ８ Ｒ２

３ －
κ３

κ１
Ｒ２

１ －
κ４

κ１
ｇ７（ｈ ／ ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ， ｂ７ ＝ ８ｇ８（ｈ ／ ２），

　 　 ｂ１ ＝ ４
κ１ － １

［κ２ｇ６（ｈ ／ ２） ＋ ｇ７（ｈ ／ ２）］， ｂ６ ＝ ８
κ１

［κ１ｇ８（ｈ ／ ２） ＋ κ２ｇ７（ｈ ／ ２）］，

　 　 ｂ２ ＝ ２
κ２

２

κ１
ｇ６（ｈ ／ ２） ＋

κ２

κ１
ｇ７（ｈ ／ ２） － ｈ０

２（ｈ ／ ２） ＋ ｇ８（ｈ ／ ２）
é

ë
êê

ù

û
úú ， ｂ５ ＝ １６

κ１ － １
Ｒ２

１，

　 　 ｂ３ ＝ ２ Ｍ２ ＋
κ３

κ１
κ２ｇ６（ｈ ／ ２） ＋ ｇ７（ｈ ／ ２）[ ]{ } ， ｂ８ ＝ ３２ Ｒ２

２ －
κ２

κ１
Ｒ２

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｂ４ ＝ ２ Ｍ３ ＋
κ４

κ１
κ２ｇ６（ｈ ／ ２） ＋ ｇ７（ｈ ／ ２）[ ]{ } ， ｂ９ ＝ ８ Ｒ２

２ －
κ２

κ１
Ｒ２

１ －
κ３

κ１
ｇ７（ｈ ／ ２）

é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 ２ａ２ ＝ ａ６ ＋
κ２

κ１
ａ１， ａ７ ＝ １６ａ３ ＋ ８

κ３

κ１
ａ１， ｂ６ ＝ ｂ７ ＋ ２

κ２

κ１
ａ６， ｂ８ ＝ ４ｂ９ ＋ ８

κ３

κ１
ａ６，

　 　 Ｑｚ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ４４（ ｚ）（Ｒ′１ ＋ Ｔ１）ｄｚ， Ｑｚ２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ４４（ ｚ） Ｔ２ ＋ Ｒ′２ －
κ２

κ１
（Ｔ１ ＋ Ｒ′１）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ，

　 　 Ｑｚ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｃ４４（ ｚ） Ｔ３ ＋ Ｒ′３ －
κ３

κ１
（Ｔ１ ＋ Ｒ′１）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ， Ｑｚ４ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｃ４４（ ｚ） Ｔ４ ＋ Ｒ′４ －

κ４

κ１
（Ｔ１ ＋ Ｒ′１）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ，

其中

　 　 ｇ６（ ｚ） ＝ ∫ｚ
－ｈ ／ ２

ｃ６６（ξ）ｄξ， ｇ７（ ｚ） ＝ ∫ｚ
－ｈ ／ ２

ｃ６６（ξ）ξｄξ， ｇ８（ ｚ） ＝ ∫ｚ
－ｈ ／ ２

ｃ６６（ξ）ξ２ｄξ，

　 　 Ｒ１
ｋ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｃ６６（ ｚ）Ｒｋ（ ｚ）ｄｚ， Ｒ２

ｋ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｚｃ６６（ ｚ）Ｒｋ（ ｚ）ｄｚ，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，３，４，

　 　 Ｔ１
ｋ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ｃ６６（ ｚ）Ｔｋ（ ｚ）ｄｚ， Ｔ２

ｋ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｚｃ６６（ ｚ）Ｔｋ（ ｚ）ｄｚ，　 　 ｋ ＝ １，２，３，４，

　 　 Ｍ２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

１
２
（ｃ１１ ＋ ｃ１２） Ｒ２ －

κ２

κ１
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｃ１３Ｔ′３

é

ë
êê

ù

û
úú ｚｄｚ，

　 　 Ｍ３ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

１
２
（ｃ１１ ＋ ｃ１２） Ｒ３ －

κ３

κ１
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｃ１３Ｔ′４

é

ë
êê

ù

û
úú ｚｄｚ ．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 仲政， 吴林志， 陈伟球． 功能梯度材料与结构的若干力学问题研究进展［Ｊ］ ． 力学进展， ２０１０， ４０（５）： ５２８⁃５４１．
（ＺＨＯＮＧ Ｚｈｅｎｇ， ＷＵ Ｌｉｎｚｈｉ， ＣＨＥＮ Ｗｅｉｑｉｕ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｎ ｓｏｍｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ

７４第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 孙烨丽，等： 功能梯度板中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹尖端应力场的三维解析研究



ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ４０（５）： ５２８⁃５４１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［２］　 柯燎亮， 汪越胜． 功能梯度材料接触力学若干基本问题的研究进展［ Ｊ］ ． 科学通报， ２０１５， ６０（１７）： １５６５⁃１５７３．

（ＫＥ Ｌｉａｏｌｉａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｙｕｅｓｈｅｎｇ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｎ ｓｏｍｅ ｂａｓｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｂｕｌｌｅｔｉｎ， ２０１５， ６０（１７）： １５６５⁃１５７３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 张冠军， 李文栋， 刘哲， 等． 介电功能梯度材料在电气绝缘领域的研究进展［Ｊ］ ． 中国电机工程学报， ２０１７， ３７
（１４）： ４２３２⁃４２４５．（ＺＨＡＮＧ Ｇｕａｎｊｕｎ， ＬＩ Ｗｅｎｄｏｎｇ， ＬＩＵ Ｚｈｅ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｆ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ
ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｉｎｓｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＳＥＥ， ２０１７， ３７（１４）： ４２３２⁃４２４５．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 ＥＳＫＡＮＤＡＲＩ Ｈ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｉｎ ａ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ＦＧＭ ｃｙｌ⁃
ｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ｊｏｒｄａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｎｄ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１６， １０（２）： １０５⁃１１３．

［５］　 ＮＯＪＵＭＩ Ｍ Ｍ， ＷＡＮＧ Ｘ Ｄ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｓｉｎｇ ａ ｎｅｗ
ｇｒａｄｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ９３： １８３⁃１９４．

［６］　 ＣＨＥＮＧ Ｊ Ｘ， ＳＵＮ Ｂ， ＷＡＮＧ Ｍ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ⅲ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃ⁃
ｔｒｉｃ ／ ｐｉｅｚｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｓｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ８９
（２）： ２３１⁃２４３．

［７］　 ＢＯＵＣＨＩＫＨＩ Ａ Ｓ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｉｎ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｅｄｇｅ ｎｏｔｃｈｅｄ ＦＧＭ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ｌｏａｄ
［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｉｎｔｅｇｒｉｔｙ， ２０１９， １０（６）： ８３８⁃８４９．

［８］　 ＣＨＥＮＧ Ｚ Ｑ， ＺＨＯＮＧ Ｚ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｔｒｉｐ ｕｎｄｅｒ ｐｌａｎｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００６， １９（２）： １１４⁃１２１．

［９］　 薛雁， 聂辉， 冯文杰． 磁电弹性功能梯度板共线 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹断裂行为［ Ｊ］ ． 工程力学， ２００８， ２５（４）： ７０⁃７４．
（ＸＵＥ Ｙａｎ， ＮＩＥ Ｈｕｉ， ＦＥＮＧ Ｗｅｎｊｉｅ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ Ｇｒｉｆｆｉｔｈ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｉｐ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００８， ２５（４）： ７０⁃７４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 程站起， 高丹盈， 仲政． 任意梯度分布功能梯度涂层平面裂纹分析［Ｊ］ ． 固体力学学报， ２０１１， ３２（４）： ４２６⁃４３２．
（ＣＨＥＮＧ Ｚｈａｎｑｉ， ＧＡＯ Ｄａｎｙｉｎｇ， ＺＨＯＮＧ Ｚｈｅｎｇ． Ｐｌａｎｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａｒｂｉ⁃
ｔｒａｒｉｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１， ３２（４）： ４２６⁃４３２．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１１］　 刘俊俏， 苗福生， 李星． 带功能梯度材料的压电底层中周期裂纹对 ＳＨ 波的散射［ Ｊ］ ． 固体力学学报， ２０１４， ３５
（１）： １５⁃２０．（ＬＩＵ Ｊｕｎｑｉａｏ， ＭＩＡＯ Ｆｕｓｈｅｎｇ， ＬＩ Ｘｉｎｇ． Ｔｈｅ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ＳＨ ｗａｖｅ ｏｎ ｔｈｅ ａｒｒａｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｒａｃｋｓ
ｉｎ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｂｏｎｄｅｄ ａ ｈａｌｆ⁃ｐｌａｎｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（１）： １５⁃２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 蒋正文， 沈孔健， 万水． 基于分层线性离散模型的 ＦＧＭ 板断裂力学分析［Ｊ］ ． 华南理工大学学报（自然科学版），
２０１４， ４２（４）： ７７⁃８４． （ ＪＩＡＮＧ Ｚｈｅｎｇｗｅｎ， ＳＨＥＮ Ｋｏｎｇｊｉａｎ， ＷＡＮ Ｓｈｕｉ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ＦＧＭ
ｐｌａｔｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌａｙｅｒｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１４， ４２（４）： ７７⁃８４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 杨博． 横观各向同性功能梯度板弯曲问题的弹性力学解［Ｄ］ ． 博士学位论文． 杭州： 浙江大学， ２０１１．（ＹＡＮＧ Ｂｏ．
Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｉｓｏｔｒｏｐｙ［Ｄ］ ． ＰｈＤ Ｔｈｅ⁃
ｓｉｓ． Ｈａｎｇｚｈｏｕ： Ｚｈｅｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＹＡＮＧ Ｂ， ＣＨＥＮ Ｗ Ｑ， ＤＩＮＧ Ｈ Ｊ． ３Ｄ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ＦＧＭ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｈｏｌｅｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２０１５， ２２６（５）： １５７１⁃１５９０．

［１５］　 ＹＡＮＧ Ｂ， ＤＩＮＧ Ｈ Ｊ， ＣＨＥＮ Ｗ Ｑ． Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｏｐｐｏ⁃
ｓｉｔｅ ｅｄｇｅｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１２， ３６（１）： ４８８⁃５０３．

［１６］　 ＹＡＮＧ Ｂ， ＣＨＥＮ Ｗ Ｑ， ＤＩＮＧ Ｈ Ｊ． Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ＦＧＭ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ： ３Ｄ
ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ８６（８）： １３９１⁃１４１４．

［１７］　 范天佑． 固体与软物质缺陷与断裂理论基础（上册）［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２０１４．（ＦＡＮ Ｔｉａｎｙｏｕ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
Ｂａｓｉｓ ｆｏｒ Ｄｅｆｅｃｔｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ ａｎｄ Ｓｏｆｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ（Ｖｏｌ １）［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１４．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

８４ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


