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摘要：　 采用应力强度因子的裂纹线求解方法，对裂纹面局部均布荷载作用下的Ⅰ型裂纹有限宽

板应力强度因子进行了解析求解．其思路是：直接利用无限宽板裂纹问题应力场的解析解，求得应

力分量在裂纹线上的形式，通过合理的修正，提出修正后的应力场在裂纹线应满足的条件；进而求

解应力强度因子，得出了有限宽板对相应无限宽板的应力强度因子修正系数．当板宽趋于无限大

时，得到的应力强度因子与相应的无限宽裂纹板的解答一致．
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引　 　 言

从 １９５７ 年 Ｉｒｗｉｎ ［１］提出应力强度因子概念算起，断裂力学发展至今不过几十年时间．然而

其发展异常迅速，是目前固体力学中最活跃的一个分支，并已被广泛地用来解决各种工程实际

问题．其中，裂纹尖端应力强度因子是判断裂纹扩展和结构失效的重要标准．
对于某些受载情况下的无限宽板裂纹问题，目前已求得了裂纹前缘应力⁃应变场的解析

解，最经典的方法是复变函数 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 应力函数方法［２］，但是对于裂纹长度与板宽相比并

不是很小的有限宽板，目前还很难得到理论上的精确解，只能通过一些近似简化、数值计算、实
验测定得出近似解答．

对于有限宽板Ⅰ型裂纹，只有少数情况可以进行解析分析得出近似解［３］，较早的研究成

果可见文献［４⁃６］，而用得比较多的近似方法之一是采用边界配置法，但是此方法是一种数值

分析方法，不适于裂纹表面存在面力分布的情况．需要指出的是，所有这些近似解法都具有数

学上的复杂性或较大的求解工作量．并且，这些解法都不能利用现有的无限大板裂纹体的解析

结果，使之通过适当简化来求解工程上更为常见的有限宽板裂纹问题．
裂纹线场分析方法是断裂力学中裂纹弹塑性分析一种十分有效的方法，最早由 Ａｃｈｅｎ⁃

ｂａｃｈ 等［７］和 Ｇｕｏ 等［８］提出，本文作者 Ｙｉ（易志坚）对该方法进行了进一步研究［９⁃１１］，提出了一
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种全新意义下的线场分析方法，使其从根本上放弃了小范围屈服条件［１２⁃１８］ ．这一方法的基本思

路是：求出塑性场在裂纹线附近的幂级数形式的通解，并将裂纹体弹性场的精确解在裂纹线附

近按幂级数形式展开；将塑性场的通解与弹性场的精确解在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配，
从而完全放弃小范围屈服条件，求出裂纹线附近足够精确的不受屈服范围大小限制的弹塑性

场．目前采用这一方法，已经解决了大量问题［１９⁃２５］ ．这一方法还可用于裂纹面附近的裂纹弹塑

性分析［２６⁃２８］ ．
利用线场分析方法，还可以求解应力强度因子［２９⁃３０］，这一方法简洁、有效且力学概念清

晰，其思路如下：直接选用无限宽板裂纹问题应力场的解析解， 然后求得应力分量在裂纹线上

的形式； 通过合理的修正， 提出修正后的应力场在裂纹线应满足的条件， 进而求得应力强度

因子．
本文即采用应力强度因子线场分析求解方法，对裂纹面局部均布荷载下Ⅰ型裂纹有限宽

板的应力强度因子进行解析求解．

１　 裂纹面局部均布荷载下Ⅰ型裂纹有限宽板的应力强度因子求解

如图 １ 所示宽度为 ２ｗ、具有２ａ长度中心穿透Ⅰ型裂纹的有限宽板，其在裂纹面上 ｃ ＜ ｜ ｘ ｜ ＜
ａ 范围内局部受均布荷载 σ 作用，要求其裂纹尖端应力强度因子，根据应力强度因子线场分析

求解方法，首先需要明确相应无限宽板（图 ２）在其裂纹线上的应力分量和应力强度因子．

图 １　 裂纹面局部均布荷载下Ⅰ型裂纹有限宽板 图 ２　 裂纹面局部均布荷载下Ⅰ型裂纹无限宽板

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ｃｅｎｔｅｒ ｃｒａｃｋ Ｆｉｇ． ２　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ｃｒａｃｋ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

为了求解如图 ２ 所示无限宽板的应力强度因子，本文首先需要利用裂纹面上作用一对劈

开力的穿透Ⅰ型裂纹（如图 ３ 所示）无限宽板的应力强度因子，然后通过叠加原理获得．
按照线弹性材料裂纹问题应力场的复变函数求解方法，对于Ⅰ型裂纹，若取任一复变解析

函数 ＺＩ（ ｚ） 为 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 应力函数，则应力表达式为［３１⁃３２］

　 　
σｘ ＝ Ｒｅ ＺＩ（ ｚ） － ｙＩｍ Ｚ′Ｉ（ ｚ） ＋ Ｅ，
σｙ ＝ Ｒｅ ＺＩ（ ｚ） ＋ ｙＩｍ Ｚ′Ｉ（ ｚ） ＋ Ｆ，
σｘｙ ＝ － ｙＲｅ Ｚ′Ｉ（ ｚ），
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（１）
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其中， Ｒｅ 表示取函数实部， Ｉｍ 表示取函数虚部， Ｅ 和 Ｆ 为应力分量的常数项．

图 ３　 裂纹面上作用一对劈开力的穿透Ⅰ型裂纹无限宽板

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｅ⁃Ｉ ｃｒａｃｋ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ
ａ ｐａｉｒ ｏｆ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ

此时，如果式（１）满足弹性理论的基本方程，即满足平衡微分方程和相容方程，并同时满

足裂纹问题边界条件（包括裂纹面）时，则其为裂纹问题的精确解．但是，传统的断裂力学往往

仅求解裂纹尖端附近的解，即著名的裂纹尖端应力强度因子场，它具有奇异性，其中的应力强

度因子反映应力场奇异性的强弱程度．
通常，当知道一个特定问题的 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 应力函数 ＺＩ（ ｚ） 后，应力强度因子为［３１⁃３２］

　 　 ＫＩ ＝ ｌｉｍ
ｚ→ａ

２π（ ｚ － ａ）·ＺＩ（ ｚ） ． （２）

针对如图 ３ 所示具有穿透Ⅰ型裂纹的无限板，其在裂纹面上作用一对劈开力 Ｐ 时，其
Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 应力函数为［３１⁃３２］

　 　 ＺＩ（ ｚ） ＝ Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ ｚ － ｂ） ｚ２ － ａ２
． （３）

可以验证，上述解能满足问题的全部边界条件．
根据应力分量表达式（１），将 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ 代入上式，并令 ｙ ＝ ０，ｘ ＞ ａ 即可得在裂纹线上的应

力分量：

　 　

σｘ ＝
Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
，

σｙ ＝
Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
，

σｘｙ ＝ ０ ．
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ï
ï
ï
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ï
ï
ïï

（４）

根据上述应力函数可得裂纹右端 Ａ 和左端 Ｂ 的应力强度因子分别为

　 　
Ｋ（１）

ＩＡ ＝ Ｐ
πａ

ａ ＋ ｂ
ａ － ｂ

，

Ｋ（１）
ＩＢ ＝ Ｐ

πａ
ａ － ｂ
ａ ＋ ｂ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（５）
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当裂纹面上对称于裂纹中心再作用一对劈开力 Ｐ时，如图４所示，即具有穿透Ⅰ型裂纹的

无限板，其左、右裂纹面上各作用一对劈开力 Ｐ 时，其裂纹线上的应力分量，即 ｙ ＝ ０，ｘ ＞ ａ 时，
可由式（４）根据叠加原理表示为

　 　

σｘ ＝
Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
＋ Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ ＋ ｂ） ｘ２ － ａ２
，

σｙ ＝
Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
＋ Ｐ ａ２ － ｂ２

π（ｘ ＋ ｂ） ｘ２ － ａ２
，

σｘｙ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（６）

而此时其应力强度因子可由式（５）叠加得

　 　 Ｋ（２）
Ｉ ＝ Ｐ

πａ
ａ ＋ ｂ
ａ － ｂ

＋ ａ － ｂ
ａ ＋ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

π
２Ｐ ａ

ａ２ － ｂ２
． （７）

图 ４　 裂纹左、右裂纹面上各作用一对相互对称劈开力的穿透Ⅰ型裂纹无限宽板

Ｆｉｇ． ４　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｅ⁃Ｉ ｃｒａｃｋ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｐａｉｒ
ｏｆ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ

进一步地，根据叠加原理，通过对式（６）进行积分即可得如图 ２ 具有穿透Ⅰ型裂纹的无限

宽板在裂纹线上的应力分量，即 ｙ ＝ ０，ｘ ＞ ａ 时，应力分量为

　 　

σｘ ＝ ∫ａ
ｃ

σ ａ２ － ｂ２

π ｘ － ｂ( ) ｘ２ － ａ２
＋ σ ａ２ － ｂ２

π ｘ ＋ ｂ( ) ｘ２ － ａ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄｂ，

σｙ ＝ ∫ａ
ｃ

σ ａ２ － ｂ２

π ｘ － ｂ( ) ｘ２ － ａ２
＋ σ ａ２ － ｂ２

π ｘ ＋ ｂ( ) ｘ２ － ａ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄｂ，

σｘｙ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（８）

而此时其应力强度因子可由式（７）积分得

　 　 Ｋ（３）
Ｉ ＝ ∫ａ

ｃ

１
π

２σ ａ

ａ２ － ｂ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｄｂ ＝ ２σ ａ

π
ａｒｃｃｏｓ ｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）

至此，式（８）即为相应无限宽板（图 ２）在其裂纹线上的应力分量，而式（９）为其裂纹尖端

应力强度因子．
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下一步需要用式（８）来构造相应的有限宽板（图 １）在其裂纹线上的应力分量，构造方法

如下．
如前文所述，基于 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 函数表达的式（１）满足弹性理论的基本方程，即平衡微分方

程和相容方程，且针对某一具体无限宽板问题，选取特定的 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ 应力函数后，既能满足

远场边界条件，又能满足裂纹面边界条件．故此时，式（１）即为这一具体问题的精确解．
而针对与该无限宽板问题相应的有限宽板问题，尽管该问题的应力场不清楚，但在有裂纹

线附近却应与式（１）有类似的形式，可以通过常数 Ｇ 和 Ｈ 对式（１）进行修正的方式，得到其在

裂纹线附近足够精确的解：

　 　
σｘ ＝ Ｇ［Ｒｅ ＺＩ（ ｚ） － ｙＩｍ Ｚ′Ｉ（ ｚ）］ ＋ ＨＥ，
σｙ ＝ Ｇ［Ｒｅ ＺＩ（ ｚ） ＋ ｙＩｍ Ｚ′Ｉ（ ｚ）］ ＋ ＨＦ，
σｘｙ ＝ Ｇ［ － ｙＲｅ Ｚ′Ｉ（ ｚ）］ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

显然，式（１０）依旧满足弹性理论的基本方程和裂纹面边界条件．原因如下：由于式（１）满
足平衡微分方程和相容方程，而通过常数 Ｇ 和 Ｈ 对式（１）进行上述修正后，所得式（１０）依旧满

足平衡微分方程和相容方程；同时，由于式（１）满足裂纹面上边界条件， 即除力作用点外， 裂

纹表面自由， 而式（１０）是通过将式（１）乘以系数 Ｇ 和 Ｈ 得到， 故其同样满足裂纹面上的边界

条件．因此，式（１０）即为相应有限宽板在裂纹线附近的足够精确的应力分量．
针对如图 ２ 所示无限宽板，已得到其在裂纹线上的应力分量如式（８）所示．而针对与其相

应的、如图 １ 所示宽度为 ２ｗ 的有限宽板，有一长 ２ａ 的中心裂纹，在裂纹面上局部受到均匀拉

伸压力 σ， 由于该问题的复杂性，目前还没有得到既满足裂纹面边界条件，又满足板的自由边

界的解．但是，可以通过对式（８）进行修正的方式，在裂纹线附近 （ｙ ＝ ０，ｘ ＞ ａ） 近似有

　 　 σｘ ＝ Ｇ∫ａ
ｃ

σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
＋ σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ ＋ ｂ） ｘ２ － ａ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄｂ， （１１ａ）

　 　 σｙ ＝ Ｇ∫ａ
ｃ

σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
＋ σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ ＋ ｂ） ｘ２ － ａ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄｂ， （１１ｂ）

　 　 σｘｙ ＝ ０， （１１ｃ）
式中 Ｇ 为与板宽 ２ｗ 及裂纹长度 ２ａ 及荷载分布范围 ２ｃ 有关的系数．

显然式（１１）仍满足裂纹面边界条件，那么只要在裂纹线上提出一个合理边界条件，则式

（１１）可被认为在裂纹线上近似成立．
裂纹线上条件可以这样提：假想裂纹线 ＡＮ， ＢＭ 将板截开分为上、下两部分，考虑上半部

分，则 ＡＮ， ＢＭ 上的应力与外载平衡，由问题的对称性可得

　 　 ２∫ｗ
ａ
σｙｄｘ ＝ ２∫ａ

ｃ
σｄｘ， （１２）

即

　 　 Ｇ∫ｗ
ａ
∫ａ
ｃ

σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ － ｂ） ｘ２ － ａ２
＋ σ ａ２ － ｂ２

π（ｘ ＋ ｂ） ｘ２ － ａ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄｂ{ } ｄｘ ＝ σ（ａ － ｃ） ． （１３）

求解可得

　 　 Ｇ ＝ π １ － ｃ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ π － ２ ｃ

ａ
ａｒｃｔａｎ （Ｗ ／ ａ） ２ － １

１ － （ｃ ／ ａ） ２
－ π ｗ

ａ
＋

é

ë

ê
êê
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　 　 　 　 ２ ｗ
ａ

ａｒｃｔａｎ １ － （ａ ／ ｗ） ２

（ａ ／ ｃ） ２ － １
＋ π － ２ａｒｃｓｉｎ ｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｗ ／ ａ） ２ － １

ù

û

ú
úú
， （１４）

其与 ｃ ／ ａ 和 ａ ／ ｗ 有关．将上式代入式（１１ｂ）即可得裂纹线上的 σｙ ，此解既满足裂纹面边界条

件，又满足裂纹线边界条件，因而可以认为此解在裂纹线上足够精确．由所得 σｙ 即可得该问题

的应力强度因子

　 　 Ｋ″Ｉ ＝ Ｇ Ｋ（３）
Ｉ ＝ ２Ｇ·σａｒｃｃｏｓ ｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１５）

此时， Ｇ 为有限宽板应力强度因子对无限大板情形的修正系数，与 ｃ ／ ａ 和 ａ ／ ｗ 有关．式（１５）即
为本文得出的裂纹面局部均布荷载作用下的宽度为 ２ｗ、具有 ２ａ 长度的中心穿透Ⅰ型裂纹有

限宽板应力强度因子．

２　 求解结果分析

图 ５ 即为有限宽板应力强度因子对无限大板情形的修正系数 Ｇ 在不同裂纹相对长度 ａ ／ ｗ
情况下与荷载分布相对长度 ｃ ／ ａ 的关系曲线．

图 ５　 有限宽板应力强度因子修正系数 Ｇ 与荷载分布相对长度 ｃ ／ ａ 关系曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｇ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ａｎｄ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｒａｎｇｅ ｃ ／ ａ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ

当 ｗ →＋ ∞ 时，即板宽趋近于无穷大时，裂纹面局部均布荷载作用下的具有 ２ａ 长度的中

心穿透Ⅰ型裂纹有限宽板问题即变为如图 ２ 所示对应无限宽板问题．令 ｗ →＋ ∞， 则

　 　 Ｇ ＝ π（ａ － ｃ）

πａ － πｃ － πｗ ＋ ２ｗａｒｃｔａｎ ｃ

ａ２ － ｃ２
＋ π － ２ａｒｃｓｉｎ ｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ

＝ １， （１６）

则有

　 　 Ｋ″Ｉ ＝ Ｋ（３）
Ｉ ． （１７）

与对应无限宽板应力强度因子完全一致．此时，应力强度因子修正系数 Ｇ 在坐标系中是一

条纵坐标为 １ 的水平线．

３　 结　 　 论

本文采用应力强度因子的裂纹线求解方法，通过对相应无限宽裂纹板裂纹线上应力分量
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进行合理的修正，得出了裂纹面局部均布荷载作用下的Ⅰ型裂纹有限宽板在其裂纹线上的应

力分量．并进一步根据其应力场在裂纹线上应满足的条件，得出了上述有限宽板对相应无限宽

板的应力强度因子修正系数，进而求得了其应力强度因子．最后给出了所得修正系数在不同裂

纹相对长度情况下与荷载分布相对长度的关系曲线．本文所得有限宽板应力强度因子求解结

果，在当板宽趋于无限大时，与相应的无限宽裂纹板的解答一致．
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ； ｆｉｎｉｔｅ⁃ｗｉｄｔｈ ｐｌａｔｅ； ｃｒａｃｋ； ｃｒａｃｋ ｌｉｎｅ ｆｉｅｌｄ ａｎａｌｙｓｉｓ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｕｎｄ ｆｏｒ Ｙｏｕｎｇ Ｓｃｈｏｌａｒｓ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（５１４０８０９１）

１９０１裂纹面局部均布荷载下Ⅰ型裂纹有限宽板应力强度因子


