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摘要：　 基于 Ｓｈｅｒｉｅｆ 等提出的分数阶广义热弹性耦合理论，研究了在热冲击作用下二维纤维增强弹性体的热弹性

问题．考虑了重力对二维纤维增强线性热弹性各向同性介质的影响，建立了控制方程．运用正则模态法，经过数值计

算，对控制方程进行求解，得到了不同分数阶参数和不同重力场下无量纲温度、位移和应力分量的表达式，以图形

的方式展示了变量的分布规律并对结果展开了讨论．研究结果为：重力场和分数阶参数对纤维增强介质的位移及应

力有着重要的影响，但对温度的影响有限．
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引　 　 言

由经典 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论可知，热的传播速度是无限大的，热流矢量与温度梯度成正比．但对于一些比

较极端的条件，如超高温传热、超低温传热及微尺度条件传热等，经典热传导理论就不再适用．为克服经典

Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论的局限性，便衍生出了非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论．在非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论的发展过程中，相继

出现了一些理论，这些理论认为存在以有限速度传播的热波，随后这些理论被统称为广义热弹性理论．其主

要有 Ｌｏｒｄ 和 Ｓｈｕｌｍａｎ［１］提出的 Ｌ⁃Ｓ 理论；Ｇｒｅｅｎ 和 Ｌｉｎｄｓａｙ［２］提出的 Ｇ⁃Ｌ 理论；Ｇｒｅｅｎ 和 Ｎａｇｈｄｉ［３］ 提出的 Ｇ⁃Ｎ
理论．

由于分数阶微积分在热弹性力学中的成功应用，关于分数阶微积分的研究也越来越多．Ｐｏｖｓｔｅｎｋｏ［４］基于

准静态非耦合热弹性理论，以时间分数阶导数 ０ ＜ α ≤ ２ 的热传导方程为基础，研究了具有球形空腔的无限

大介质中的温度分布和热应力．随后，Ｐｏｖｓｔｅｎｋｏ［５］又运用分数阶热传导方程研究了中心对称的 Ｃａｕｃｈｙ 问题．
Ｓｈｅｒｉｅｆ 等［６］通过引入 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数，建立起一种新的分数阶广义热弹性耦合理论．Ｓｈｅｒｉｅｆ 等［７］ 基于

分数阶热弹性理论，研究了不同的热导率对半无限大体的影响．Ｅｚｚａｔ 和 Ｅｌ⁃Ｋａｒａｍａｎｙ［８］ 运用状态空间法，基
于分数阶热传导理论研究了双温磁热弹性数学模型．Ｅｚｚａｔ 和 Ｆａｙｉｋ［９］ 基于分数阶热弹性扩散理论，研究了具

有一个松弛因子的广义热弹扩散问题．Ｙｏｕｓｓｅｆ［１０］运用拉氏变换和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，研究了基于分数阶广义热弹

理论的二维热冲击问题．Ｙｏｕｓｓｅｆ 等［１１］基于分数阶广义热弹性理论，得到了斜坡加热作用的半空间问题所涉

及物理量的分布规律．Ｍａ 等［１２⁃１６］基于分数阶热弹理论，研究了二维热弹性模型问题以及在热冲击作用下含

球形空腔无限大介质的动态响应问题，同时研究了具有可变材料特性的有限长热压电杆的动态响应问题．
纤维增强复合材料是由增强纤维材料，如玻璃纤维、碳纤维、芳纶纤维等，与基体材料经过缠绕、模压或

拉挤等成型工艺形成的复合材料．纤维增强复合材料由于其重量轻、强度高，被广泛应用到各个领域．
Ｓｉｎｇｈ［１７］研究了纤维增强各向异性热弹性介质中平面波的传播问题．Ｏｔｈｍａｎ 和 Ｓａｉｄ 等［１８］ 研究了分数阶、静
水初始应力和重力场对线性纤维增强各向同性热弹性介质中平面波的影响．对于经典弹性理论，重力场的影

响常常被忽略．Ｂｒｏｍｗｉｃｈ［１９］首次考虑了重力对弹性固体介质中波传播的影响．Ａｉｌａｗａｌｉａ 和 Ｎａｒａｈ［２０］ 研究了在

重力作用下广义热弹性固体的旋转变形问题．Ｏｔｈｍａｎ 等［２１］建立了一个新的纤维增强模型，在不同理论下讨

论了重力场对弹性介质变形的影响．
我们在大量查阅有关分数阶热弹性理论的文献后可以发现，学者就分数阶广义热弹性耦合问题做了很

多研究，并取得了一定的成果，但基于 Ｓｈｅｒｉｅｆ 型分数阶广义热弹性耦合理论，对二维纤维增强材料的研究相

对较少．
综上所述，本文将基于 Ｓｈｅｒｉｅｆ 型分数阶广义热弹性耦合理论，研究在热冲击作用下二维纤维增强弹性

体的热弹性问题．在考虑重力对二维纤维增强线性热弹性各向同性介质的影响下，建立了控制方程．运用正

则模态法，经过数值计算，对控制方程进行求解，得到了不同分数阶参数和不同重力场下无量纲温度、位移和

应力分量的表达式，以图形的方式展示了变量的分布规律并对结果展开了讨论．

１　 基本方程及问题描述

１９８３ 年，Ｂｅｌｆｉｅｄ 等［２２］提出的纤维增强线性热弹性各向异性介质相对于增强方向 ａ 的本构方程为

　 　 σ ｉｊ ＝ λｅｋｋδ ｉｊ ＋ ２μ Ｔｅｉｊ ＋ ξ（ａｋａｍｅｋｍδ ｉｊ ＋ ａｉａ ｊｅｋｋ） ＋
　 　 　 　 ２（μ Ｌ － μ Ｔ）（ａｉａｋｅｋｊ ＋ ａ ｊａｋｅｋｉ） ＋ ζａｋａｍｅｋｍａｉａ ｊ － γ（Ｔ － Ｔ０）δ ｉｊ， （１）

式中， σ ｉｊ 为应力分量； ｅｉｊ 为应变分量； λ，μ Ｔ 为弹性常数； ξ，ζ，μ Ｌ － μ Ｔ 为增强参数； γ ＝ （３λ ＋ ２μ）α ｔ，α ｔ 为

热膨胀系数； δ ｉｊ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 函数； Ｔ 为温度， Ｔ０ 为参考温度； ａ ≡ （ａ１，ａ２，ａ３），ａ２
１ ＋ ａ２

２ ＋ ａ２
３ ＝ １．我们选择的

增强方向 ａ ≡ （１， ０， ０） ．
几何方程为

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ） ． （２）

位移分量 ｕ，ｖ，ｗ 在二维问题中假设为 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ，ｔ），ｗ ＝ ０， 代入方程（２）可得
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　 　 ｅｘｘ ＝
∂ｕ
∂ｘ

， ｅｙｙ ＝
∂ｖ
∂ｙ

， ｅｘｙ ＝
１
２

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｅｘｚ ＝ ｅｙｚ ＝ ｅｚｚ ＝ ０． （３）

将方程（３）代入方程（１）得

　 　 σ ｘｘ ＝ Ａ１１
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ａ１２
∂ｖ
∂ｙ

－ γ（Ｔ － Ｔ０）， （４）

　 　 σ ｙｙ ＝ Ａ１２
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ａ２２
∂ｖ
∂ｙ

－ γ（Ｔ － Ｔ０）， （５）

　 　 σ ｚｚ ＝ Ａ１２
∂ｕ
∂ｘ

＋ λ ∂ｖ
∂ｙ

－ γ（Ｔ － Ｔ０）， （６）

　 　 σ ｘｙ ＝ μ Ｌ
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σ ｚｘ ＝ σ ｚｙ ＝ ０， （７）

式中　 　 Ａ１１ ＝ λ ＋ ２（ξ ＋ μ Ｔ） ＋ ４（μ Ｌ － μ Ｔ） ＋ ζ， Ａ１２ ＝ λ ＋ ξ， Ａ２２ ＝ λ ＋ ２μ Ｔ ．
纤维增强热弹性介质在重力场影响下的运动方程为［２１］

　 　 ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

＝ Ａ１１
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Ｂ２
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ１
∂２ｕ
∂ｙ２

－ γ ∂Ｔ
∂ｘ

＋ ρｇ ∂ｖ
∂ｘ

， （８）

　 　 ρ ∂２ｖ
∂ｔ２

＝ Ａ２２
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ｂ２
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ１
∂２ｖ
∂ｘ２

－ γ ∂Ｔ
∂ｙ

－ ρｇ ∂ｕ
∂ｘ

， （９）

式中　 　 Ｂ１ ＝ μ Ｌ， Ｂ２ ＝ ξ ＋ λ ＋ μ Ｌ ．
Ｓｈｅｒｉｅｆ 等［６］在 ２０１０ 年提出的分数阶广义热弹性理论中的热传导方程为

　 　 κＴ，ｉｉ ＝ １ ＋ τ ０
∂α

∂ｔα
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ρＣＥＴ ＋ γＴ０ｕｉ，ｉ）， （１０）

式中， κ 是导热张量； ρ 是密度； τ ０ 是热松弛时间； α是分数阶参数，０ ＜ α≤１；ＣＥ 是恒定应变下的比热．在上

面的方程中，参数上方的一个点表示对时间的导数，参数右下标的逗号后表示对相应坐标的部分偏导．
使用以下无量纲变量，将上述方程转换为无量纲形式：

　 　
ｘ′ ＝ ｃ１ηｘ， ｙ′ ＝ ｃ１ηｙ， ｕ′ ＝ ｃ１ηｕ， ｖ′ ＝ ｃ１ηｖ， ｔ′ ＝ ｃ２１ηｔ，

τ′０ ＝ ｃ２１ητ ０， ｇ′ ＝ ｇ
ｃ３１η

， θ ＝
γ（Ｔ － Ｔ０）
λ ＋ ２μ Ｔ

， σ′ｉｊ ＝
σ ｉｊ

μ Ｔ
，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）

式中　 　 η ＝
ρＣＥ

κ
， ｃ２１ ＝

λ ＋ ２μ Ｔ

ρ
．

应用上述无量纲变量，对方程（８） ～ （１０）进行无量纲化，得（为方便起见，去掉右上角的撇号）

　 　 ∂２ｕ
∂ｔ２

＝ ｈ１１
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ｈ２
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ ｈ１
∂２ｕ
∂ｙ２

－ ∂θ
∂ｘ

＋ ｇ ∂ｖ
∂ｘ

， （１２）

　 　 ∂２ｖ
∂ｔ２

＝ ｈ２２
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ ｈ２
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ｈ１
∂２ｖ
∂ｘ２

－ ∂θ
∂ｙ

－ ｇ ∂ｕ
∂ｘ

， （１３）

　 　 ∂２θ
∂ｘ２

＋ ∂２θ
∂ｙ２

＝ １ ＋ （ｃ２１η） α－１τ ０
∂α

∂ｔα
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂θ
∂ｔ

＋ ε ∂ｅ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （１４）

式中　 　 （ｈ１ ，ｈ２ ，ｈ１１ ，ｈ２２） ＝
（Ｂ１，Ｂ２，Ａ１１，Ａ２２）

ρｃ２１
， ε ＝

γ ２Ｔ０

ρＣＥ（λ ＋ ２μ Ｔ）
．

２　 正则模态分析

正则模态分析应用于不同的领域，给出了不受位移、温度、应力等假定变量限制的解．本文所考虑变量的

解可以按正则模态法以如下形式给出：
　 　 ［ｕ，ｖ，θ，σ ｉｊ］（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ［ｕ∗（ｘ），ｖ∗（ｘ），θ∗（ｘ），σ∗

ｉｊ （ｘ）］ｅｘｐ（ωｔ ＋ ｉｂｙ）， （１５）
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式中， ω 为时间常数；ｉ ＝ －１ ； ｂ 为 ｙ 方向上的波数；ｕ∗（ｘ），ｖ∗（ｘ），θ∗（ｘ） 和 σ∗
ｉｊ 为场量的振幅．

用 Ｔａｙｌｏｒ 级数将 ｅωｔ 展开，得

　 　 ｅωｔ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １

（ωｔ） ｎ

ｎ！
． （１６）

运用以下公式：

　 　 ｄα ｔｎ

ｄｔα
＝ Γ（ｎ ＋ １）
Γ（ｎ ＋ １ － α）

ｔｎ－α，　 　 ｎ ≥ １， （１７）

可得

　 　 ｄαｅωｔ

ｄｔα
＝ ｔ －α∑

∞

ｎ ＝ １

（ωｔ） ｎ

Γ（ｎ ＋ １ － α）
． （１８）

将方程（１５）和方程（１８）代入方程（１２） ～ （１４），得到

　 　 （ｈ１１Ｄ２ － Ａ１）ｕ∗ ＋ （ｉｂｈ２ ＋ ｇ）Ｄｖ∗ ＝ Ｄθ∗， （１９）
　 　 （ｈ１Ｄ２ － Ａ２）ｖ∗ ＋ （ｉｂｈ２ － ｇ）Ｄｕ∗ ＝ ｉｂθ∗， （２０）
　 　 Ａ４Ｄｕ∗ ＋ ｉｂＡ４ｖ∗ ＝ （Ｄ２ － Ａ３）θ∗， （２１）

式中

　 　 Ａ１ ＝ ω ２ ＋ ｈ１ｂ２， Ａ２ ＝ ω ２ ＋ ｈ２２ｂ２， Ａ３ ＝ ｂ２ ＋ ω［１ ＋ （ｃ２１η） α－１τ ０Ｌ∗］，

　 　 Ａ４ ＝ ωε［１ ＋ （ｃ２１η） α－１τ ０Ｌ∗］， Ｄ ＝ ｄ
ｄｘ

， Ｌ∗ ＝ ｔ －α∑
∞

ｎ ＝ １

（ωｔ） ｎ

Γ（ｎ ＋ １ － α）
．

将方程（１９） ～ （２１）中的 θ∗（ｘ） 和 ｖ∗（ｘ） 消除，得到了如下满足 ｕ∗（ｘ） 的偏微分方程：
　 　 （Ｄ６ － ＡＤ４ ＋ ＢＤ２ － Ｃ）ｕ∗（ｘ） ＝ ０， （２２）

式中

　 　 Ａ ＝ １
ｈ１ｈ１１

（ｈ１Ａ４ ＋ ｈ１１Ａ２ ＋ ｈ１Ａ１ － ｈ２
２ｂ２ － ｇ２ ＋ ｈ１ｈ１１Ａ３）， （２３）

　 　 Ｂ ＝ １
ｈ１ｈ１１

（Ａ２Ａ４ ＋ ｂ２ｈ１１Ａ４ ＋ ｈ１１Ａ２Ａ３ ＋ Ａ１Ａ２ ＋ ｈ１Ａ１Ａ３ － ２ｈ２ｂ２Ａ４ － ｈ２
２ｂ２Ａ３ － Ａ３ｇ２）， （２４）

　 　 Ｃ ＝ １
ｈ１ｈ１１

（Ａ１Ａ２Ａ３ ＋ ｂ２Ａ１Ａ４） ． （２５）

方程（２２）可被分解为如下形式：
　 　 （Ｄ２ － ｋ２

１）（Ｄ２ － ｋ２
２）（Ｄ２ － ｋ２

３）ｕ∗（ｘ） ＝ ０， （２６）
式中， ｋ２

ｎ（ｎ ＝ １， ２， ３） 是方程（２７）的特征根，
　 　 ｋ６ － Ａｋ４ ＋ Ｂｋ２ － Ｃ ＝ ０． （２７）
当 ｘ → ∞ 时，方程（２２）的解为

　 　 ｕ∗（ｘ） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｍｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）； （２８）

同理，可得到

　 　 ｖ∗（ｘ） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｍ′ｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （２９）

　 　 θ∗（ｘ） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｍ″ｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （３０）

式中， Ｍｎ，Ｍ′ｎ 和 Ｍ″ｎ是依赖于 ｂ 和 ω 的函数．
将方程（２８） ～ （３０）代入方程（１９） ～ （２１），得到

　 　 Ｍ′ｎ ＝ Ｒ１ｎＭｎ， （３１）
　 　 Ｍ″ｎ ＝ Ｒ２ｎＭｎ， （３２）

式中
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Ｒ１ｎ ＝

ｉｂＡ１ ＋ ｉｂｈ２ｋ２
ｎ － ｉｂｈ１１ｋ２

ｎ － ｇｋ２
ｎ

ｈ１ｋ３
ｎ ＋ ｂ２ｈ２ｋｎ － Ａ２ｋｎ － ｉｂｇｋｎ

，

Ｒ２ｎ ＝
（ｈ１１ｋ２

ｎ － Ａ１） － （ｉｂｈ２ ＋ ｇ）ｋｎＲ１ｎ

ｋｎ
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 ｎ ＝ １，２，３．

因此，可得

　 　 ｖ∗（ｘ） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｒ１ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （３３）

　 　 θ∗（ｘ） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｒ２ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ） ． （３４）

将方程（１５）代入方程（４） ～ （７），可得

　 　 μ Ｔσ∗
ｘｘ ＝ Ａ１１Ｄｕ∗ ＋ ｉｂＡ１２ｖ∗ － Ａ２２θ∗， （３５）

　 　 μ Ｔσ∗
ｙｙ ＝ Ａ１２Ｄｕ∗ ＋ ｉｂＡ２２ｖ∗ － Ａ２２θ∗， （３６）

　 　 μ Ｔσ∗
ｚｚ ＝ Ａ１２Ｄｕ∗ ＋ ｉｂλｖ∗ － Ａ２２θ∗， （３７）

　 　 μ Ｔσ∗
ｘｙ ＝ μ Ｌ（ｉｂｕ∗ ＋ Ｄｖ∗）， σ∗

ｚｘ ＝ σ∗
ｚｙ ． （３８）

将方程（２８）、（３３）和（３４）代入方程（３５） ～ （３８），得到

　 　 σ∗
ｘｘ ＝ ∑

３

ｎ ＝ １
Ｒ３ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （３９）

　 　 σ∗
ｙｙ ＝ ∑

３

ｎ ＝ １
Ｒ４ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （４０）

　 　 σ∗
ｚｚ ＝ ∑

３

ｎ ＝ １
Ｒ５ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （４１）

　 　 σ∗
ｘｙ ＝ ∑

３

ｎ ＝ １
Ｒ６ｎＭｎｅｘｐ（ － ｋｎｘ）， （４２）

式中

　 　

Ｒ３ｎ ＝ １
μ Ｔ

（ － Ａ１１ｋｎ ＋ ｉｂＡ１２Ｒ１ｎ － Ａ２２Ｒ２ｎ），

Ｒ４ｎ ＝ １
μ Ｔ

（ － Ａ１２ｋｎ ＋ ｉｂＡ２２Ｒ１ｎ － Ａ２２Ｒ２ｎ），

Ｒ５ｎ ＝ １
μ Ｔ

（ － Ａ１２ｋｎ ＋ ｉｂλＲ１ｎ － Ａ２２Ｒ２ｎ），

Ｒ６ｎ ＝
μ Ｌ

μ Ｔ
（ｉｂ － ｋｎＲ１ｎ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

　 　 ｎ ＝ １，２，３．

该问题的边界条件为

　 　
σ ｘｘ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，
σ ｘｙ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，
θ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ θ ０Ｈ（ ｔ）Ｈ（Ｌ －｜ ｙ ｜ ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４３）

式中， Ｈ（·）代表 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 单位阶跃函数， θ ０ 代表一个常数．
将方程（３４）、（３９）和（４２）代入上述边界条件中，可得到如下方程：

　 　

∑
３

ｎ ＝ １
Ｒ３ｎＭｎ ＝ ０，

∑
３

ｎ ＝ １
Ｒ６ｎＭｎ ＝ ０，

∑
３

ｎ ＝ １
Ｒ２ｎＭｎ ＝ θ ０Ｈ（ ｔ）Ｈ（Ｌ －｜ ｙ ｜ ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４４）
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方程（４４）结合边界条件（４３）在 ｘ ＝ ０ 时，可得到以下方程：

　 　
Ｒ３１Ｍ１ ＋ Ｒ３２Ｍ２ ＋ Ｒ３３Ｍ３ ＝ ０，
Ｒ６１Ｍ１ ＋ Ｒ６２Ｍ２ ＋ Ｒ６３Ｍ３ ＝ ０，
Ｒ２１Ｍ１ ＋ Ｒ２２Ｍ２ ＋ Ｒ２３Ｍ３ ＝ θ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４５）

通过对方程（４５）求解，得到 Ｍｎ（ｎ ＝ １，２，３） 的值为

　 　

Ｍ１

Ｍ２

Ｍ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

Ｒ３１ 　 Ｒ３２ 　 Ｒ３３

Ｒ６１ 　 Ｒ６２ 　 Ｒ６３

Ｒ２１ 　 Ｒ２２ 　 Ｒ２３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

－１ ０
０
θ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （４６）

３　 数值结果及讨论

为了研究分数阶参数和重力场对纤维增强材料的影响，采用以下物理常数的数值结果：
　 　 λ ＝ ７．５９ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， μ Ｔ ＝ １．８９ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， μ Ｌ ＝ ２．４５ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， ｂ ＝ １，
　 　 Ｔ０ ＝ ２９３ Ｋ， ｇ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２， ξ ＝ － １．２８ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， ζ ＝ ３．２ × １０８ Ｎ ／ ｍ２，
　 　 ρ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３， ＣＥ ＝ ３８３．１ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）， α ｔ ＝ １．７８ × １０ －５ Ｋ－１， τ ０ ＝ ０．０２，
　 　 μ ＝ ３．８６ × １０１０ ｋｇ ／ （ｍ·ｓ２）， κ ＝ ３８６ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）， ω ＝ ω ０ ＋ ｉξ ０， ω ０ ＝ ２， ξ ０ ＝ １， θ ０ ＝ １．

图 １　 存在和不存在重力场时 图 ２　 存在和不存在重力场时

水平位移的分布 垂直位移的分布

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｆｉｅｌｄ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｆｉｅｌｄ

图 ３　 存在和不存在重力场时温度的分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｆｉｅｌｄ

基于分数阶广义热弹性理论，讨论重力场和分数阶参数

对所考虑的物理变量的影响，这里取 ｔ ＝ ０．１ 时，分数阶参数

α ＝ ０．５，０．７５，１．０，重力值 ｇ ＝ ０，９．８．图 １～５ 显示了在不同分

数阶参数下，有重力场和无重力场时，位移、温度和应力数值

变化间的一些比较．无量纲位移的分布规律如图 １、２ 所示，
无量纲温度的分布如图 ３ 所示， 无量纲应力的分布规律如

图 ４、５ 所示．
图 １ 描绘了无量纲水平位移 ｕ 的分布规律．从图中可以

看出，当重力场存在时，水平位移 ｕ 的峰值随着分数阶参数

值的增加而减小；当重力场不存在时，水平位移 ｕ 的峰值随

分数阶参数值的增加而增加．当分数阶参数值相等时，重力

场的存在使水平位移 ｕ 的值增大．
图 ２ 描绘了无量纲垂直位移 ｖ 的分布规律．从图中可以

看出，当重力场存在时，垂直位移 ｖ 的峰值随着分数阶参数值的增加而减小；当重力场不存在时，垂直位移 ｖ
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的值整体随分数阶参数值的增加而减小．当分数阶参数值相等时，重力场对垂直位移 ｖ 的影响较明显．
图 ３ 描绘了无量纲温度 θ 的分布规律．从图中可以看出，当重力场存在时，分数阶参数值的增加会导致

无量纲温度 θ 值的增大；当重力场不存在时，温度 θ 的分布趋势与重力场存在时的分布趋势相同．当分数阶

参数值相等时，重力场的存在使温度 θ 的值增大．
图 ４、５ 描绘了无量纲应力分量 σ ｘｘ 和 σ ｘｙ 的分布规律．从图 ４ 中可以看出，当重力场存在时，应力分量

σ ｘｘ 的峰值随着分数阶参数值的增加而增大；当重力场不存在时，应力分量 σ ｘｘ 的峰值随着分数阶参数值的

增加而减小．当分数阶参数值相等时，重力场的存在会增大应力分量 σ ｘｘ 的振幅．从图 ５ 中可以看出，应力分

量 σ ｘｙ 的分布趋势与图 ４ 中应力分量 σ ｘｘ 的分布趋势相同．

图 ４　 存在和不存在重力场时 图 ５　 存在和不存在重力场时

应力 σ ｘｘ 的分布 应力 σ ｘｙ 的分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ ｘｘ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ σ ｘｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｆｉｅｌｄ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｆｉｅｌｄ

４　 结　 　 论

本文在分数阶广义热弹性理论的框架下，利用正则模态分析方法，分析了无量纲位移、温度和应力的分

布情况，考虑了不同参数如重力场、分数阶参数对它们的影响．根据以上结果，我们得到了一些结论：
１） 分数阶参数对无量纲位移、温度和应力有一定的影响．所考虑的物理量的值随分数阶参数值的增大

而增大，如温度、应力分量等．
２） 所有函数都是连续的，所考虑的物理量的值都随距离 ｘ 的增大而最终趋于零．
３） 重力场的存在对所考虑的物理量有很大的影响，如位移、应力分量等．当重力场存在时，应力分量的

振幅增大．但是，研究结果也表明重力场对温度的影响很小．
４） 无量纲位移、温度和应力不仅取决于 ｘ，ｙ 和 ｔ， 还取决于分数阶参数．
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