
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

二维瞬态热传导问题的无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法分析
∗

王　 红，　 李小林

（重庆师范大学 数学科学学院， 重庆 ４０１３３１）

摘要：　 采用无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ，ＥＦＧ）法求解具有混合边界条件的二维瞬态热传导问题．首先采

用二阶向后微分公式离散热传导方程的时间变量，将该问题转化为与时间无关的混合边值问题；然后采用罚函数

法处理 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，建立了二维瞬态热传导问题的无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法；最后基于移动最小二乘近似的误差结

果，详细推导了无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求解二维瞬态热传导问题的误差估计公式．给出的数值算例表明计算结果与解析

解或已有数值解吻合较好，该方法具有较高的计算精度和较好的收敛性．
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引　 　 言

瞬态热传导问题是科学和工程中的重要问题之一［１⁃２］，研究新兴材料随时间演变的热传导性能对航天
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工程材料的研发有着重要的意义．近年来，有限差分法［３⁃４］、有限元法［５⁃６］、边界元法［７⁃９］、无网格法［１０⁃１１］等数值

方法是解决此类问题的常用方法．
无网格方法是一种基于离散节点的计算方法，其中形函数的构造是建立在一系列离散的节点上，它可以

解决一些传统计算方法难以处理的科学工程问题［１２⁃１３］，并显示出一定的优越性．无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＥＦＧ）
法［１４⁃１７］是应用最为广泛的无网格方法之一．

本文应用 ＥＦＧ 法分析具有混合边界条件的二维瞬态热传导问题．首先借鉴文献［１８］，用二阶向后微分

公式（ｂａｃｋｗａｒｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒｍｕｌａ，ＢＤＦ）离散问题中的时间变量；其次采用罚函数法处理 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，
建立二维瞬态热传导问题的 ＥＦＧ 法， 并给出了计算公式； 然后受文献［１９⁃２０］的启发， 在 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间中推

导了求解二维瞬态热传导混合边值问题的 ＥＦＧ 法的误差估计； 最后给出了一些数值算例来验证理论误差

结果．

１　 问 题 描 述

在直角坐标系下，二维瞬态温度场由如下微分方程控制［１６］：

　 　 ｃρ ∂Ｔ
∂ｔ

＝ ∂
∂ｘ

ｋ１
∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ２

∂Ｔ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｑ，　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω， （１）

其中 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） 表示 ｔ 时刻的温度， ρ（ｘ） 表示材料密度， ｃ（ｘ） 表示比热容， Ｑ（ｘ，ｔ） 表示发热率，
ｋ１，ｋ２ 分别表示沿 ｘ，ｙ 方向的热传导系数．

方程（１）的初始温度为

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ，０） ＝ Ｔ０，　 　 ｉｎ　 Ω， （２）
混合边界条件

　 　 Ｔ ＝ Ｔ
－
，　 　 ｏｎ　 Γ１， （３）

　 　 ｋ１
∂Ｔ
∂ｘ

ｎｘ ＋ ｋ２
∂Ｔ
∂ｙ

ｎｙ ＝ ｑ－，　 　 ｏｎ　 Γ２， （４）

　 　 ｋ１
∂Ｔ
∂ｘ

ｎｘ ＋ ｋ２
∂Ｔ
∂ｙ

ｎｙ ＝ ｍ（Ｔａ － Ｔ），　 　 ｏｎ　 Γ３ （５）

分别为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ、Ｎｅｕｍａｎｎ 和 Ｒｏｂｉｎ 边界条件，其中 ｎ ＝ （ｎｘ，ｎｙ） Ｔ 为垂直于边界 Γ ＝ Γ１ ∪ Γ２ ∪ Γ３ 向外的单

位向量， Ｔ
－
和 ｑ－ 分别为相应边界上的规定温度和给定热流， ｍ 为对流换热系数， Ｔａ 为环境温度．

２　 二维瞬态热传导问题的 ＥＦＧ 法

２．１　 时间离散

在时间方向上，借鉴文献［１８］，用二阶 ＢＤＦ 格式来离散方程（１）的时间变量，可得

　 　 ｃρ ∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｔ
＝ ∂
∂ｘ

ｋ１
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｑ（ｋ＋２） ＋ Ｒ（ｋ＋２）， （６）

其中

　 　 ∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｔ
＝ ３

２
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｔ
－ １

２
∂Ｔ（ｋ＋１）

∂ｔ
，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，…， （７）

　 　 ∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｔ
＝ １

τ
（Ｔ（ｋ＋２） － Ｔ（ｋ＋１））， ∂Ｔ（２）

∂ｔ
＝ ∂Ｔ（１）

∂ｔ
， （８）

Ｒ（ｋ＋２） 为该方程进行时间离散前后的误差， Ｑ（ｋ＋２） 表示 ｔ ＝ （ｋ ＋ ２）τ 时所产生的热量， τ 为时间变量 ｔ 的步长且

　 　 Ｔ（ｋ）（ｘ，ｙ） ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｋτ）， Ｒ（ｋ＋２） ≤ Ｃτ ２ ． （９）
令

　 　 λ ＝ ｃρ
２τ

， ｆ（ｋ） ＝ ４λＴ（ｋ＋１） － λＴ（ｋ） ＋ Ｑ（ｋ＋２） ＋ Ｒ（ｋ＋２），　 　 ｋ ＝ ０，１，２，… ．
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将式（７）和（８）代入式（６），则问题（１） ～ （５）转化为与时间无关的混合边值问题：

　 　

３λＴ（ｋ＋２） － ∂
∂ｘ

ｋ１
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｆ（ｋ）， ｘ ∈ Ω，

Ｔ（ｋ＋２） ＝ Ｔ
－ （ｋ＋２）， ｘ ∈ Γ１，

ｋ１
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
ｎｘ ＋ ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
ｎｙ ＝ ｑ－ （ｋ＋２）， ｘ ∈ Γ２，

ｋ１
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
ｎｘ ＋ ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
ｎｙ ＝ ｍ（Ｔ（ｋ＋２）

ａ － Ｔ（ｋ＋２））， ｘ ∈ Γ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１０）

２．２　 二维瞬态热传导问题的 ＥＦＧ 公式

混合边值问题（１０）可用 ＥＦＧ 法迭代求解，接下来将给出详细的 ＥＦＧ 公式．
由于移动最小二乘近似的形函数不满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ δ 函数特性，求解该问题时 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件不易施

加．Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法和罚函数法是处理 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的两种基本方法，但 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法会使得系数矩

阵不正定，导致计算量增大，故本文采用罚函数法［２１］ ．
以 ｖ（ｘ） ∈ Ｈ１（Ω） 乘微分方程（１０）的两端，并在 Ω 上积分得

　 　 ∫
Ω
３λＴ（ｋ＋２）

α ｖｄΩ － ∫
Ω

∂
∂ｘ ｋ１

∂Ｔ（ｋ＋２）
α

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｄΩ ＋ ∫

Ω

∂
∂ｙ ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）
α

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｄΩé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 　 　 ∫
Ω
４λＴ（ｋ＋１） ｖｄΩ － ∫

Ω
λＴ（ｋ） ｖｄΩ ＋ ∫

Ω
Ｑ（ｋ＋２） ｖｄΩ ＋ ∫

Ω
Ｒ（ｋ＋２） ｖｄΩ ． （１１）

接下来，根据 Ｇａｕｓｓ 公式化简式（１１），于是得与混合边值问题（１０）等价的变分问题：求 Ｔ（ｋ＋２）
α （ｘ） ∈

Ｈ１（Ω），使得 ∀ｖ（ｘ） ∈ Ｈ１（Ω）， 有

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２）
α ，ｖ） ＝ ∫

Ω
４λＴ（ｋ＋１） ｖｄΩ － ∫

Ω
λＴ（ｋ） ｖｄΩ ＋ ∫

Ω
ｖＱ（ｋ＋２）ｄΩ ＋ ∫

Ω
Ｒ（ｋ＋２） ｖｄΩ ＋

　 　 　 　 α∫
Γ１
ｖＴ
－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ∫

Γ２
ｖｑ－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍｖＴ（ｋ＋２）

ａ ｄΓ， （１２）

其中双线性形式 ａα（·，·） 被定义为

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２）
α ，ｖ） ≜ ∫

Ω
３λｖＴ（ｋ＋２）

α ｄΩ ＋ ∫
Ω
ｋ１

∂Ｔ（ｋ＋２）
α

∂ｘ
∂ｖ
∂ｘ

ｄΩ ＋ ∫
Ω
ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）
α

∂ｙ
∂ｖ
∂ｙ

ｄΩ ＋

　 　 　 　 α∫
Γ１
ｖＴ（ｋ＋２）

α ｄΓ ＋ ∫
Γ３
ｍｖＴ（ｋ＋２）

α ｄΓ， （１３）

式（１２）和（１３）中， α 是罚函数法中的罚因子．
２．３　 数值离散

为了得到二维瞬态热传导问题的 ＥＦＧ 法的数值解，设 { ｘｉ } Ｎ
ｉ ＝ １ 为域 Ω ∪ Γ 中的一组节点， ｈ 为节点间

距， φ ｉ 为基于节点 { ｘｉ } Ｎ
ｉ ＝ １ 构造的移动最小二乘（ｍｏｖｉｎｇ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ，ＭＬＳ）近似形函数［１９］ ．在无网格近似解

空间 Ｖｈ（Ω） ＝ ｓｐａｎ { φ ｉ，１ ≤ ｉ ≤ Ｎ } 中，变分问题式（１４）可近似为：求 Ｔ（ｋ＋２）
ｈ （ｘ） ∈ Ｖｈ（Ω）， 使得 ∀ｖ（ｘ） ∈

Ｖｈ（Ω）， 有

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ，ｖ） ＝ ∫

Ω
４λｖＴ（ｋ＋１）ｄΩ － ∫

Ω
λｖＴ（ｋ）ｄΩ ＋ ∫

Ω
ｖＱ（ｋ＋２）ｄΩ ＋

　 　 　 　 α∫
Γ１
ｖＴ
－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ∫

Γ２
ｖｑ－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍｖＴ（ｋ＋２）

ａ ｄΓ， （１４）

其中 Ｔ（ｋ＋２）
ｈ （ｘ） ≈ ＭＴ（ｋ＋２）（ｘ） ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
φ ｉＴ（ｋ＋２）

ｉ ，Ｍ 为逼近算子．由 ｖ（ｘ） 的任意性，将 ｖ（ｘ） 依次取为 φ１，φ２，…，

φＮ， 则式（１４）可以离散为如下方程组：
　 　 （Ｋα ＋ ３λＧ）Ｔ（ｋ＋２） ＝ ４λＧＴ（ｋ＋１） － λＧＴ（ｋ） ＋ ｂ（ｋ＋１），　 　 ｋ ＝ １，２，…， （１５）

其中
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　 　 （Ｋα） ｉｊ ＝ ∫
Ω
ｋ１

∂φ ｉ

∂ｘ
∂φ ｊ

∂ｘ
ｄΩ ＋ ∫

Ω
ｋ２

∂φ ｉ

∂ｙ
∂φ ｊ

∂ｙ
ｄΩ ＋ α∫

Γ１
φ ｉφ ｊｄΓ ＋ ｍ∫

Γ３
φ ｉφ ｊｄΓ，

　 　 （Ｇ） ｉｊ ＝ ∫
Ω
φ ｉφ ｊｄΩ，

　 　 （ｂ（ｋ＋１）） ｉ ＝ ∫
Ω
Ｑ（ｋ＋２）φ ｉｄΩ ＋ α∫

Γ１
φ ｉＴ

－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ｍ∫
Γ３
φ ｉＴ（ｋ＋２）

ａ ｄΓ ＋ ∫
Γ２
φ ｉｑ

－ （ｋ＋２）ｄΓ ．

同理可得，当方程（６）中 ｋ ＝ ０ 时，该问题可以离散为方程组

　 　 （Ｋα ＋ λＧ）Ｔ（２） ＝ ｂ（１）， （１６）
式中

　 　 （ｂ（１）） ｉ ＝ ∫
Ω
λφ ｉＴ０ｄΩ ＋ ∫

Ω
Ｑ（２）φ ｉｄΩ ＋ α∫

Γ１
Ｔ
－ （２）φ ｉｄΓ ＋ ∫

Γ２
ｑ－ （２）φ ｉｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍＴ（２）

ａ φ ｉｄΓ ．

３　 误 差 估 计

定理 １　 设 Ｔ（ｋ＋２） ∈ Ｈ（ ｒ＋１）（Ω） 为混合边值问题（１０）的解析解， Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ∈ Ｖｈ（Ω） 为近似变分问题（１４）的

数值解，则二维瞬态热传导问题的 ＥＦＧ 法有如下误差：

　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２） － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖Ｈ１（Ω） ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ ｐ～ －１）， 　 　 Γ１ ＝ ⌀， （１７）

　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２） － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖Ｈ１（Ω） ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ ｐ～ －１ ＋ α －１ ＋ α１ ／ ２ｈ ｐ～ ），　 　 Γ１ ≠ ⌀， （１８）

其中 ｐ～ ＝ ｍｉｎ（ ｒ，ｍ） ＋ １，ｍ 为 ＭＬＳ 近似中基函数的最大次数， Ｃ 是一个与 ｈ 无关的常数．
证明　 根据式（１３）定义的双线性形式，令

　 　 ‖ｖα‖ ａα（ｖ，ｖ） ＝

　 　 　 　 ∫
Ω

ｋ１
∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｋ２
∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ３λｖ２é

ë
êê

ù

û
úú ｄΩ ＋ α∫

Γ１
ｖ２ｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍｖ２ｄΓ ≤

　 　 　 　 Ｃ１（‖ｖ‖２
Ｈ１（Ω） ＋ α‖ｖ‖２

Ｌ２（Γ）） ，　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ１（Ω），
因此

　 　 Ｃ∗‖ｖ‖Ｈ１（Ω） ≤ ‖ｖ‖α ≤ Ｃ＃（‖ｖ‖Ｈ１（Ω） ＋ α１ ／ ２‖ｖ‖Ｌ２（Γ）） ． （１９）
令 ＭＴ（ｋ＋２）

α 是 Ｔ（ｋ＋２）
α 的移动最小二乘近似，由 ＭＴ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ∈ Ｖｈ（Ω） 得

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ，ＭＴ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ） ＝ ∫
Ω
Ｒ（ｋ＋２）（ＭＴ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ）ｄΩ ≤

　 　 　 　 Ｃτ ２（‖ＭＴ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

α ‖Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ‖Ｌ２（Ω）），
再应用双线性形式 ａα（·，·） 的定义可得

　 　 ‖（Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ） α‖２ ≤
　 　 　 　 Ｃ１（‖Ｔ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖ Ñ（Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ）‖２
Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　 α‖Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ‖２
Ｌ２（Γ）），

所以

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ，Ｔ（ｋ＋２）
α － ＭＴ（ｋ＋２）

α ） ≤
　 　 　 　 Ｃ２‖Ｔ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖Ｌ２（Ω）‖Ｔ（ｋ＋２）

α － ＭＴ（ｋ＋２）
α ‖Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　 Ｃ２‖ Ñ（Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ）‖Ｌ２（Ω）‖ Ñ（Ｔ（ｋ＋２）
α － ＭＴ（ｋ＋２）

α ）‖Ｌ２（Ω） ＋
　 　 　 　 Ｃ２α‖Ｔ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖Ｌ２（Γ）‖Ｔ（ｋ＋２）

α － ＭＴ（ｋ＋２）
α ‖Ｌ２（Γ） ．

联立上面三个式子，并由文献［１５， １９］可得

　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ‖２
α ≤ Ｃ４（τ ２ ＋ ｈ ｐ～ －１ ＋ α１ ／ ２ｈ ｐ～ ）‖Ｔ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖α ＋ Ｃ５τ ２ｈ ｐ～ ．

根据式（１９）得

　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ‖Ｈ１（Ω） ≤ Ｃ －１
∗ ‖Ｔ（ｋ＋２）

α － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖α ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ ｐ～ －１ ＋ α１ ／ ２ｈ ｐ～ ） ． （２０）

当二维瞬态热传导问题不存在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件时，即 Ｔ（ｋ＋２）
α ≡ Ｔ（ｋ＋２）， 则存在一个与 ｈ 无关的常数 Ｃ 使式
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（１７）成立．
当 Γ１ ≠ ⌀ 时，令 ω ∈ Ｈ１（Ω） 是下列问题的解：

　 　

３λω － ∂
∂ｘ

ｋ１
∂ω
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ２

∂ω
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， ｘ ∈ Ω，

ω ＝ ｋ１
∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
ｎｘ ＋ ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
ｎｙ ＝ ｑ－ （ｋ＋２）， ｘ ∈ Γ１，

ω ＝ ０， ｘ ∈ Γ２ ∪ Γ３，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

且

　 　 ξ ≜ Ｔ（ｋ＋２） － Ｔ（ｋ＋２）
α － α －１ω，

则

　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２） － Ｔ（ｋ＋２）
ｈ ‖Ｈ１（Ω） ≤

　 　 　 　 ‖Ｔ（ｋ＋２）
α － Ｔ（ｋ＋２）

ｈ ‖Ｈ１（Ω） ＋ ∂－１‖ω‖Ｈ１（Ω） ＋ ‖ξ‖Ｈ１（Ω） ． （２１）
根据双线性形式 ａα（·，·） 的定义，则 ξ 函数满足

　 　 ａα（ξ，ｖ） ＝ ａα（Ｔ（ｋ＋２），ｖ） － ａα（Ｔ（ｋ＋２）
α ，ｖ） － α －１ａα（ω，ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ Ｈ１（Ω） ．

接下来，应用 Ｇａｕｓｓ 公式并调用式（１３）得

　 　 ａα（Ｔ（ｋ＋２），ｖ） ＝ ∫
Ω
ｆ（ｋ） ｖｄΩ ＋ ∫

Γ１
ｋ１

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｘ
ｎｘ ＋ ｋ２

∂Ｔ（ｋ＋２）

∂ｙ
ｎｙ ＋ αＴ（ｋ＋２）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
Γ２
ｖｑ－ （ｋ＋２）ｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍＴ（ｋ＋２）

α ｖｄΓ，

且

　 　 ａα（ω，ｖ） ＝ ∫
Ω
ｋ１

∂ｖ
∂ｘ

∂ω
∂ｘ

＋ ｋ２
∂ｖ
∂ｙ

∂ω
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ ＋ ∫

Ω
３λωｖｄΩ ＋ α∫

Γ１
ｖωｄΓ ＋ ∫

Γ３
ｍｖωｄΓ ．

令 ｖ ＝ ξ， 则

　 　 ‖ξ‖Ｈ１（Ω） ≤ Ｃ －１
∗ ‖ξ‖α ≤ Ｃα －１‖ω‖Ｈ１（Ω）， （２２）

最后，将式（２０）、（２２）代入式（２１），通过整理可得到式（１８）．
罚函数法是一种非常容易实现的方法，但需要选择适当的罚因子．从定理 １ 看出二维瞬态热传导问题的

ＥＦＧ 法的误差与罚因子 α 有关，罚因子过大或过小都会导致误差增加，故取 α ＝ Ｃαｈ（ －２ｍｉｎ（ ｒ，ｍ） ＋１） ／ ３，其中 Ｃα 为

常数．显然，当 ｍ ＝ ２ 且 ｒ≥２ 时，有 α ＝ Ｃαｈ
－２， 此时 ＥＦＧ 法的解以最优阶 ｈ２ ＋ τ ２ 在 Ｈ１（Ω） 空间中收敛于解

析解．在下面的算例中，移动最小二乘近似的基函数选择 ｍ ＝ ２， 则 α ＝ Ｃαｈ
－２ ．

４　 数 值 算 例

４．１　 算例 １
考虑具有热量产生的二维瞬态热传导方程［２２］：

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＝ ∂
∂ｘ

ｋ１
∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ２

∂Ｔ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｑ，　 　 １ ≤ ｘ，ｙ ≤ ２，

其中导热系数 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｘ ＋ ｙ， Ｗ ／ （ｍ·℃），该问题的初始温度、Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件满足解析解

　 　 Ｔ（ｘ， ｔ） ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｓｉｎ（１０ｔ） ．
给定时间步长、节点间距分别为 τ ＝ ０．０１ ｓ， ｈ ＝ ０．０２ ｍ，采用 ＥＦＧ 法计算 ｔ ＝ ５ ｓ 时刻的温度分布，得到的

误差结果如图 １ 所示，数据显示最大误差小于 ６×１０－４ ℃，说明求解的温度场与解析解吻合较好，该方法具有

较高的计算精度．图 ２ 展示了 ｔ ＝ １ ｓ 和 ｔ ＝ ３ ｓ 时罚因子 α 与误差之间的关系，定理 １ 表明罚因子 α 过小或过

大都会增加数值误差，这些数值结果与理论结果吻合．
为了研究参数 Ｃα 对 ＥＦＧ 解的精度的影响，分别在 ｔ ＝ ３ ｓ，５ ｓ 时采用不同的 Ｃα 计算误差，结果如图 ３ 所

示．显然，解的精度随 Ｃα 的增加而增加，误差都随着 ｈ 的减小而减小，并且对于所有罚因子，实验的收敛速度

都达到了理论的收敛速度．考虑到计算结果的有效性和收敛性，接下来的计算均选择罚因子 α ＝ １０２ｈ －２ ．
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图 １　 算例 １ 在 ｔ ＝ ５ ｓ 时的误差 图 ２　 罚因子 α 的影响

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔ ＝ ５ ｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐｅｎａｌｔｙ ｆａｃｔｏｒ α

分别给定 τ ＝ ０．００１ ｓ， ｈ ＝ ０．０２５ ｍ，采用 ＥＦＧ 法计算 ｔ ＝ １ ｓ，３ ｓ，５ ｓ，７ ｓ 时关于 ｈ 和 τ 的误差，计算结果

如图 ４ 所示．显然，误差随着 ｈ 和 τ 的减小而减小，且数值解分别以 Ｏ（ｈ２），Ｏ（τ ２） 的收敛速度在 Ｈ１（Ω） 空间

中收敛于解析解，这与理论结果一致．图 ５ 呈现了节点间距 ｈ 为 ０．０５ ｍ，时间步长 τ 为 ０．０１ ｓ 时，时间 ｔ ＝ ０～９０
ｓ 时，误差随时间 ｔ 的变化情况，说明误差受时间 ｔ 的影响不大，该方法的数值结果较好，这证实了该方法的

有效性．

图 ３　 ｔ ＝ ３ ｓ 和 ｔ ＝ ５ ｓ 时，变化的罚因子对收敛性的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ａｔ ｔ ＝ ３ ｓ ａｎｄ ｔ ＝ ５ ｓ

图 ４　 关于时间步长 τ 和节点间距 ｈ 的误差和收敛性

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ τ ａｎｄ ｎｏｄａｌ ｓｐａｃｉｎｇ ｈ

４．２　 算例 ２
在平方域 Ω ＝ ［０，１］ ２ 中考虑热源参数 ｐ（ ｔ） ＝ １ ＋ ｔ２ 的二维热传导反问题［２３］：

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＝ ∂２Ｔ
∂ｘ２

＋ ∂２Ｔ
∂ｙ２

＋ ｐ（ ｔ）Ｔ ＋ φ（ｘ，ｙ，ｔ），　 　 ０ ≤ ｘ，ｙ ≤ １， ０ ≤ ｔ ≤ ｔ１，

其中材料密度 ρ ＝ １０３ ｋｇ ／ ｍ３，比热容 ｃ ＝ １０３ Ｊ ／ （ ｋｇ·℃），热传导系数 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １０３ Ｗ／ （ｍ·℃）．初始温度、

５６４第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王红，等： 二维瞬态热传导问题的无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法分析



Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件和函数 φ（ｘ，ｙ，ｔ） 均满足解析解 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － ｔ）ｓｉｎ（πｘ）ｃｏｓ（πｙ） ．

图 ５　 误差随时间 ｔ 的变化情况

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｔ

图 ６　 算例 ２ 在 ｔ ＝ ０．７ ｓ 时的温度和误差

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔ ＝ ０．７ ｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

表 １　 三种数值方法所得相对误差的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ３ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｔ ／ ｓ ｐｏｉｎｔ
ｅｘａｃｔ
Ｔ ／ ℃

ＣＶＭＭ
ＴＭ ／ ℃

（｜ Ｔ － ＴＭ ｜ ／ Ｔ） ／ ％
ＣＶＲＫＰ
ＴＫ ／ ℃

（｜ Ｔ － ＴＫ ｜ ／ Ｔ） ／ ％
ＥＦＧ
Ｔｈ ／ ℃

（｜ Ｔ － Ｔｈ ｜ ／ Ｔ） ／ ％

０．１

Ａ ０．９０４ ８ ０．９０７ ２ ０．２６５ ０．９２４ ２ ２．１４４ ０．９０４ ８ ０．０００

Ｂ ０．２７９ ６ ０．２８０ ５ ０．３２２ ０．２８５ ６ ２．１４６ ０．２７９ ８ ０．０７２

Ｃ －０．８６０ ６ －０．８５９ ０ ０．１８６ －０．８４１ ５ ２．２１９ －０．８６０ ９ ０．０３５

０．３

Ａ ０．７４０ ８ ０．７４２ ５ ０．２２９ ０．７５７ ３ ２．２２７ ０．７４０ ８ ０．０００

Ｂ ０．２２８ ９ ０．２２９ ３ ０．１７５ ０．２３３ ９ ２．１８４ ０．２２９ １ ０．０８７

Ｃ －０．７０４ ６ －０．７０２ ８ ０．２５５ －０．６８９ ４ ２．１５７ －０．７０４ ９ ０．０４３

０．５

Ａ ０．６０６ ５ ０．６０７ ６ ０．１８２ ０．６２１ ０ ２．３９１ ０．６０６ ５ ０．０００

Ｂ ０．１８７ ４ ０．１８７ ９ ０．２６７ ０．１９１ ５ ２．１８８ ０．１８７ ６ ０．１０７

Ｃ －０．５７６ ８ －０．５７５ ７ ０．１９１ －０．５６５ ８ １．９０７ －０．５７７ ２ ０．０６９

０．７

Ａ ０．４９６ ６ ０．４９８ １ ０．３０２ ０．５１３ １ ３．３２３ ０．４９６ ５ ０．０２０

Ｂ ０．１５３ ５ ０．１５４ ０ ０．３２６ ０．１５９ ９ ４．１６９ ０．１５３ ７ ０．１３０

Ｃ －０．４７２ ３ －０．４７０ １ ０．４６６ －０．４５５ ９ ３．４７２ －０．４７２ ６ ０．０６４

　 　 给定时间步长 τ ＝ ０．００１ ｓ，节点间距 ｈ ＝ ０．０２ ｍ，采用 ＥＦＧ 法求解该问题在 ｔ ＝ ０．７ ｓ 时的温度及误差，计
算结果如图 ６ 所示，数据显示解析解与数值解具有很好的一致性．在平方域 Ω 中，均匀设置 １１×１１ 个节点，给
定时间步长 τ ＝ ０．０１ ｓ，将点 Ａ （０．５ ｍ，０ ｍ），点 Ｂ （０．５ ｍ，０．４ ｍ）和点 Ｃ （０．５ ｍ，０．９ ｍ）在 ｔ ＝ ０．１ ｓ，０．３ ｓ，０．５ ｓ，
０．７ ｓ 时的数值解和相对误差列在表 １，同时将采用复变量无网格流形（ＣＶＭＭ）法［２３］ 和复变量重构核粒子

（ＣＶＲＫＰ）法［２４］的结果一同列入其中，我们可以发现 ＥＦＧ 法具有更高的计算精度，明显优于另外两种方法．
４．３　 算例 ３

考虑尺寸为 Ｌ 的方形梯度材料板中的瞬态热传导问题［２５］ ．该问题的初始温度为零，导热系数 ｋ（ｘ） ＝ ５（１

６６４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷



＋ ２ｘ） ２， 比热容 ｃ（ｘ） ＝ （１ ＋ ２ｘ） ２ 均沿 ｘ 方向呈二次梯度分布，密度 ρ ０ 为常数，材料板左侧的温度保持为零，
右侧的温度设置为 ＴｒＨ（ ｔ）， 其中 Ｈ（ ｔ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数，材料板另外两侧都绝缘．

图 ７　 算例 ３ 在 ｔ ＝ ０．７ ｓ 时的温度和误差

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔ ＝ ０．７ ｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３

图 ８　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 和 ｔ ＝ ０．０７ ｓ 时， Ａ 点基于 ＥＦＧ 法和 ＮＭＭ 的相对误差

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ａ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ ａｎｄ ０．０７ ｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＦＧ ａｎｄ ｔｈｅ ＮＭＭ

图 ９　 ｔ ＝ ０．０５ ｓ 和 ｔ ＝ ０．０７ ｓ 时， Ｂ 点基于 ＥＦＧ 法和 ＮＭＭ 的相对误差

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｂ ａｔ ｔ ＝ ０．０５ ｓ ａｎｄ ０．０７ ｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＦＧ ａｎｄ ｔｈｅ ＮＭＭ

该问题的解析解是

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝
Ｔ１ｘ

ｋ Ｌ
＋

２Ｔ１

ｋ
∑

¥

ｎ ＝ １

ｃｏｓ（ｎπ）
ｎπ

ｓｉｎ ｎπｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ － ｎ２π ２

Ｌ２ Ｋｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中

　 　 Ｋ ＝ ｋ（ｘ）
ρ（ｘ）ｃ（ｘ）

， Ｔ１ ＝ ５ （１ ＋ ２Ｌ）Ｔｒ ．

图 ７ 展示了采用 ＥＦＧ 法计算得到的数值解与误差，结果表明数值解与解析解吻合较好．
为了研究节点间距 ｈ 对误差的影响，给定 τ ＝ ０．００１ ｓ， Ｌ ＝ １．０ ｍ， ρ ０ ＝ １．０ ｋｇ ／ ｍ３， Ｔｒ ＝ １００℃，采用 ＥＦＧ
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法计算得到了不同时刻两个样本点 Ａ （０．３ ｍ，０．３ ｍ）和 Ｂ （０．６ ｍ，０．６ ｍ）的模拟温度，并与文献［２５］中的数

据进行对比，如图 ８、图 ９ 所示．显然，ＥＦＧ 法比文献中的数值流形法（ＮＭＭ）所产生的误差要小很多，并且，随
着节点间距 ｈ 的减小，误差也在减小，数值解更接近于精确解，这证实了本文方法的有效性和收敛性．

５　 结　 　 论

针对二维瞬态热传导混合边值问题，本文先用二阶 ＢＤＦ 格式离散时间变量，然后给出了采用无 ＥＦＧ 法

求解的数值计算公式，并在 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间中详细推导了该方法的误差估计公式．理论误差分析表明，数值解的

误差不仅与时间步长 τ 和节点间距 ｈ 成正比，还与罚因子 α 有关，且 ＥＦＧ 法在理论上得到了约 Ｏ（τ ２） 的时

间收敛率和 Ｏ（ｈ２） 的空间收敛率，三个数值算例验证了理论分析结果并证实了 ＥＦＧ 法的有效性和收敛性．
该方案的主要优点是数值解与解析解或已有的数值解有很好的一致性，具有较高的计算精度．
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９６４第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王红，等： 二维瞬态热传导问题的无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法分析


