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摘要：　 基于非局部弹性理论和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论，研究了旋转功能梯度纳米环板在热环境中的

振动频率．首先，通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，得到在温度变化和由旋转运动引起的面力作用下旋转功能梯

度纳米环板的径向和横向耦合运动微分方程，并以此为依据得到了热环境下旋转功能梯度纳米环

板的横向振动问题；接着，通过平面应力问题，得到在沿径向分布的离心惯性力和温度应力作用下

环板的轴对称中面内力；然后，通过微分求积法对变系数微分方程进行离散并求解；最后，通过数

值计算结果分析内外径比、功能梯度参数、旋转速度、非局部参数以及温度对环板无量纲固有频率

的影响关系．
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引　 　 言

近些年随着材料科学的快速发展，功能梯度材料（ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ， ＦＧＭ）和纳

米材料在航空航天、医疗器械等众多领域已经得到广泛应用，有了很多研究成果．周平和沈纪

苹等［１］基于 Ｌｅｖｉｎｓｏｎ 三阶剪切变形理论，研究了功能梯度轴对称圆板的自由振动及屈曲特征

值问题；李清禄和王文涛等［２］ 研究了变厚度功能梯度圆板在热环境中的自由振动问题；Ｍａ⁃
ｈｉｎｚａｒｅ 等［３⁃４］讨论了不同因素对旋转功能梯度圆板的影响程度；唐光泽和姚林泉等［５］ 根据非

局部理论和 Ｋｅｌｖｉｎ 黏弹性理论，针对黏弹性纳米杆自由振动和波传播的轴向动力学问题进行

了研究；徐晓建和邓子辰［６］通过非局部理论和表面效应模型，得到了非局部因子和表面能与

微纳米传感器振动特性的影响关系．
同时，环板作为一种常见而重要的基本结构，在现代工程和高科技领域处处可见，所以对

其力学行为的分析也成为一个重要的研究方向，国内外学者对此进行了大量的研究．王铁军和

马连生等［７］基于一阶剪切变形理论，研究了热⁃机载荷作用下功能梯度中厚圆 ／环板的轴对称
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弯曲；张莹和梅靖等［８］采用推广后的 Ｅｎｇｌａｎｄ⁃Ｓｐｅｎｃｅｒ 板理论，研究了功能梯度圆板和环板受

周边力作用的三维弹性场；彭旭龙和李显方［９］对材料参数沿径向任意变化的功能梯度圆环进

行了热弹性分析，得到了不同因素对圆环应力和位移变化的影响；Ｅｆｒａｉｍ 等［１０］ 利用一阶剪切

变形理论，讨论了功能梯度环板包括剪切变形效应在内的自由振动；Ｈｏｓｓｅｉｎｉ⁃Ｈａｓｈｅｍｉ 等［１１］ 采

用微分求积法分析了径向功能梯度环板和环形扇形薄板在均匀面内载荷作用下，在弹性地基

上的屈曲和自由振动行为．此外，也有大量文献针对环板的面内振动进行了研究［１２⁃１７］ ．
旋转类纳米环板在微纳米结构（如纳米马达轴上的圆盘）中具有实际应用，又由于使用环

境会受到温度的影响，本文对旋转功能梯度纳米环板在热环境中的振动频率进行研究．基于非

局部弹性理论和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理论，通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理得到在温度变化和做旋转运动引起的

面力作用下功能梯度纳米环板的径向和横向耦合运动微分方程；再通过平面应力问题，得到旋

转功能梯度纳米环板的轴对称中面内力；然后通过微分求积法对得到的变系数微分方程进行

离散并求解；最后，通过数值计算结果揭示各个因素对环板无量纲固有频率的影响程度．

１　 力学模型以及基本方程

考虑内径为 ｒ１，外径为 ｒ２，厚度为 ｈ，以速度 Ω 做旋转运动的功能梯度纳米环板，建立 （ ｒ，
θ，ｚ） 极坐标系， （ ｒ，θ） 坐标面与几何中面重合，如图 １ 所示．

图 １　 功能梯度纳米环板的物理模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｎａｎｏ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

１．１　 材料属性分布规律

假设功能梯度纳米环板的主要材料性质（如弹性模量 Ｅ、质量密度 ρ、热膨胀系数 α） 沿厚

度方向按幂函数规律连续变化，同时各个参数是依赖于温度 Ｔ 的，即可表示为［２］

　 　 Ｐ（ ｚ，Ｔ） ＝ ［Ｐｃ（Ｔ） － Ｐｍ（Ｔ）］
ｚ
ｈ

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ

＋ Ｐｍ（Ｔ），　 　 － ｈ
２

≤ ｚ ≤ ｈ
２
， （１）

其中， ｋ 为材料的功能梯度参数，下标 ｃ 表示上表面 （ ｚ ＝ ｈ ／ ２） 材料的属性，下标 ｍ 表示下表面

（ ｚ ＝ － ｈ ／ ２） 材料的属性．考虑材料物理属性随温度的变化，可将其表示为

　 　 Ｐ（Ｔ） ＝ Ｐ０（Ｐ －１Ｔ
－１ ＋ １ ＋ Ｐ１Ｔ ＋ Ｐ２Ｔ２ ＋ Ｐ３Ｔ３）， （２）

其中， Ｐ０，Ｐ －１，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３ 为与温度相关的系数，一般由实验直接给出．由于功能梯度环板的

Ｐｏｉｓｓｏｎ 比随板厚和温度的变化不大，因此 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ 被看作常数．
１．２　 非局部弹性理论

根据 Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部弹性理论，连续体内任意一点的应力取决于连续体内所有点处的
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应变．在不计体力的情况下，对于轴对称环板结构，线弹性非局部结构的本构方程为［１８⁃１９］

　 　 ［１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２］σ ＝ σ′， （３）

式中， Ñ２ ＝ ∂２

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂
∂ｒ

为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子， σ ＝ （σ ｒ 　 σ θ） 和 σ′ ＝ （σ′ｒ 　 σ′θ） 分别表示非局部应力

和经典应力， ｅ０ａ 代表反应小尺度效应的非局部参数， ｅ０ 为纳米材料常数， ａ 为纳米材料的内

特征长度（如晶格常数、碳碳单键键长等）．
１．３　 控制方程

基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 板理论，功能梯度纳米环板的径向位移 ｕ 和横向位移 ｗ 可分别表示为［２０］

　 　 ｕ（ ｒ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ０（ ｒ，ｔ） － ｚ
∂ｗ０（ ｒ，ｔ）

∂ｒ
， ｗ（ ｒ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ０（ ｒ，ｔ）， （４）

其中， ｕ０，ｗ０ 表示几何中面的径向和横向位移，ｔ 表示时间变量．
由式（４）可得功能梯度纳米环板的几何方程为

　 　 ε ｒ ＝
∂ｕ
∂ｒ

＝
∂ｕ０

∂ｒ
－ ｚ

∂２ｗ０

∂ｒ２
， ε θ ＝ ｕ

ｒ
＝
ｕ０

ｒ
－ ｚ

ｒ
∂ｗ０

∂ｒ
． （５）

根据物理方程及式（５），功能梯度纳米环板的经典径向应力和环向应力可分别表示为

　 　 σ′ｒ ＝
Ｅ（ ｚ，Ｔ）
１ － μ ２ （ε ｒ ＋ με θ） ＝ Ｅ（ ｚ，Ｔ）

１ － μ ２

∂ｕ０

∂ｒ
－ ｚ

∂２ｗ０

∂ｒ２
＋ μ

ｕ０

ｒ
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ｒ
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∂ｒ
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ø
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ú
， （６）

　 　 σ′θ ＝
Ｅ（ ｚ，Ｔ）
１ － μ ２ （με ｒ ＋ ε θ） ＝ Ｅ（ ｚ，Ｔ）

１ － μ ２ μ
∂ｕ０

∂ｒ
－ ｚ

∂２ｗ０

∂ｒ２
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ç
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÷ ＋

ｕ０

ｒ
－ ｚ

ｒ
∂ｗ０

∂ｒ
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ë

ê
ê

ù

û
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ú
． （７）

将式（６）和（７）沿板的厚度进行积分可分别得到薄膜力 （Ｎ′ｒ，Ｎ′θ） 和弯矩 （Ｍ′ｒ，Ｍ′θ）：

　 　 （Ｎ′ｒ 　 Ｍ′ｒ） Ｔ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σ′ｒ（１　 ｚ） Ｔｄｚ ＝

　 　 　 　
Ａ － Ｂ
Ｂ － Ｄ

é

ë
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ê

ù

û
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ú

∂ｕ０
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ｒ
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ｒ
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÷

Ｔ

， （８）

　 　 （Ｎ′θ 　 Ｍ′θ） Ｔ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σ′θ（１　 ｚ） Ｔｄｚ ＝

　 　 　 　
Ａ － Ｂ
Ｂ － Ｄ
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ë
ê
ê

ù

û
ú
ú μ
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∂ｒ
＋
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ｒ
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∂２ｗ０

∂ｒ２
＋ １

ｒ
∂ｗ０
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ç
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ø
÷

Ｔ

， （９）

式中各个参数表达式为

　 　 （Ａ　 Ｂ　 Ｄ） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｅ（ ｚ，Ｔ）
１ － μ ２ （１　 ｚ　 ｚ２）ｄｚ ＝ Ｄｍ（ａ１ 　 ａ２ 　 ａ３）， （１０）

其中

　 　
Ｄｍ ＝

Ｅｍｈ３

１２（１ － μ ２）
， ａ１ ＝

１２（ｋ ＋ Ｅｃ ／ Ｅｍ）
（１ ＋ ｋ）ｈ２ ，

ａ２ ＝
６ｋ（Ｅｃ ／ Ｅｍ － １）
（ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）ｈ

， ａ３ ＝ １ ＋
３（ｋ２ ＋ ｋ ＋ ２）（Ｅｃ ／ Ｅｍ － １）
（ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）（ｋ ＋ ３）

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

将式（８）和（９）代入非局部理论公式（３）中，可得

　 　 ［１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２］（Ｎｒ 　 Ｎθ 　 Ｍｒ 　 Ｍθ） ＝ （Ｎ′ｒ 　 Ｎ′θ 　 Ｍ′ｒ 　 Ｍ′θ）， （１２）
其中， Ｎｒ，Ｎθ，Ｍｒ，Ｍθ 为非局部理论下的薄膜力和弯矩．
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根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，有

　 　 δ∫ｔ １
ｔ０
（ － Ｕ ＋ Ｔ ＋ Ｗ）ｄｔ ＝ ０， （１３）

其中，内能的变分、动能的变分以及由温度变化和旋转运动引起的势能［３⁃４］变分分别为

　 　 δＵ ＝ ∫
Ｖ
（σ′ｒδε ｒ ＋ σ′θδε θ）ｄＶ ＝

　 　 　 　 ２π∫ｒ２
ｒ１

－
∂２（ ｒＭ′ｒ）

∂ｒ２
＋

∂Ｍ′θ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ０ ＋ Ｎ′θ －

∂（ ｒＮ′ｒ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｕ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｒ， （１４）

　 　 δＴ ＝ ２πρｍａ４ｈ∫ｒ２
ｒ１
ｒ
∂ｗ０

∂ｔ
∂δｗ０

∂ｔ
＋

∂ｕ０

∂ｔ
∂δｕ０

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｒ， （１５）

　 　 δＷ ＝ ２π∫ｒ２
ｒ１

∂
∂ｒ ｒＮＲＴ ∂ｗ０

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ０ｄｒ， （１６）

其中， ａ４ ＝ （ｋ ＋ ρ ｃ ／ ρｍ） ／ （１ ＋ ｋ），ＮＲＴ ＝ ＮＲ ＋ ＮＴ，ＮＲ 和 ＮＴ 分别为由旋转运动引起的径向拉压

力和由温度变化产生的热内力．
由于径向频率比横向频率要低得多，因此忽略径向振动的惯性力，将式（１４） ～ （１６）代入

式（１３）可得旋转功能梯度纳米环板在经典力学下的控制方程：

　 　 １
ｒ

∂（ ｒＮ′ｒ）
∂ｒ

－
Ｎ′θ
ｒ

＝ ０， （１７）

　 　 １
ｒ

∂２（ ｒＭ′ｒ）
∂ｒ２

－ １
ｒ

∂Ｍ′θ
∂ｒ

＋ １
ｒ

∂
∂ｒ ｒＮＲＴ ∂ｗ０

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ρｍａ４ｈ

∂２ｗ０

∂ｔ２
＝ ０． （１８）

将式（１２）代入方程（１７）、（１８）中并消去径向位移可得热环境中旋转功能梯度纳米环板非

局部理论下的控制方程为

　 　 Ｄ － Ｂ２

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ñ２Ñ２ｗ０ － ［１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２］ １

ｒ
∂
∂ｒ ｒＮＲＴ ∂ｗ０

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ［１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２］ρｍａ４ｈ
∂２ｗ０

∂ｔ２
＝ ０． （１９）

式（１６）中的热内力 ＮＴ 为［４］

　 　 ＮＴ ＝ － ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｅ（ ｚ，Ｔ）
１ － μ

α（ ｚ，Ｔ）ΔＴｄｚ， （２０）

其中， α（ ｚ，Ｔ） 为热膨胀系数， ΔＴ 为温度差．为了后面的无量纲化，在此设 ΔＴ ／ （１ Ｋ）为无量纲

温差， α × （１ Ｋ）为无量纲线膨胀系数．实质上， αΔＴ 为温差引起的线膨胀率不会改变．数值计

算中仍用 ΔＴ 和 α（ ｚ，Ｔ） 表示无量纲化的温差和热膨胀系数．
由旋转运动引起的径向拉压力 ＮＲ 可通过弹性力学的平面应力问题进行求解．对于环板，

考虑环板中某一层薄板平面的弹性模量为 Ｅ， 密度为 ρ， 径向位移为 ｕｒ， 根据平面应力问题，
由径向的平衡微分方程、物理方程、几何方程可得应力 σＲ

ｒ 和径向位移 ｕｒ 的表达式为［２１］

　 　 σＲ
ｒ ＝ Ａ ＋ Ｂ

ｒ２
－ ３ ＋ μ

８
ρΩ２ｒ２， （２１）

　 　 ｕｒ ＝
ｒ
Ｅ

（１ － μ）Ａ － （１ ＋ μ） Ｂ
ｒ２

＋ μ ２ － １
８

ρΩ２ｒ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２２）
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式中， Ａ，Ｂ 为积分常数，根据边界条件来确定．当环板内外边界为不可移简支或固支时，此时的

边界条件为 ｕｒ ｒ ＝ ｒ１，ｒ２
＝ ０， 则依据式（２１）和（２２）可得到

　 　 ＮＲ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σＲ
ｒ ｄｚ ＝ ρｍｈａ４

Ω２

８ （１ ＋ μ）（ ｒ２１ ＋ ｒ２２） ＋ （１ － μ）
ｒ２１ｒ２２
ｒ２

－ （３ ＋ μ） ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
； （２３）

当边界条件为内径固支、外径自由时，边界条件为 ｕｒ ｒ ＝ ｒ１
＝ ０，σ ｒ ｒ ＝ ｒ２

＝ ０， 此时有

　 　 ＮＲ ＝ ρｍｈａ４
Ω２

８ （３ ＋ μ） ＋
（１ － μ）［（３ ＋ μ） ｒ２２ － （１ ＋ μ） ｒ２１］

（１ － μ） ｒ２１ ＋ （１ ＋ μ） ｒ２２

ｒ２１
ｒ２{ } （ ｒ２２ － ｒ２） ． （２４）

１．４　 无量纲控制方程

引入以下无量纲量：

　 　

ｗ－ ＝
ｗ０

ｈ
， ｒ－ ＝ ｒ

ｒ２
， ｓ ＝

ｒ１
ｒ２
， δ ＝ ｈ

ｒ２
， τ ＝

ｅ０ａ
ｒ２

，

ｔ－ ＝ ｔ
ｒ２２

Ｄｍ

ρｍｈ
， Ω

－ ２ ＝
ρｍｈｒ４２
Ｄｍ

Ω２， Ｎ
－ ＲＴ ＝

ＮＲＴｒ２２
Ｄｍ

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２５）

则由方程（１９）可得到无量纲控制方程为

　 　 （ａ３ － ａ２
２ ／ ａ１） ２ ２ｗ－ － （１ － τ ２ ２） １

ｒ－
∂
∂ｒ－

ｒ－Ｎ
－ ＲＴ ∂ｗ－

∂ｒ－
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － τ ２ ２）ａ４

∂２ｗ－

∂ｔ－ ２
＝ ０， （２６）

其中， ２ ＝ ∂２

∂ｒ－ ２
＋ １

ｒ－
∂
∂ｒ－

为无量纲 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．

对于无量纲控制方程（２６），设
　 　 ｗ－ （ ｒ－，ｔ－） ＝ Ｗ（ ｒ－）ｅｊω ｔ－， （２７）

其中， Ｗ（ ｒ－） 为振动模态函数， ω 为无量纲振动频率．将式（２７）代入无量纲控制方程（２６）中，
可得

　 　 （ａ３ － ａ２
２ ／ ａ１） ２ ２Ｗ － （１ － τ ２ ２） １

ｒ－
ｄ
ｄｒ－

ｒ－Ｎ
－ ＲＴ ｄＷ

ｄｒ－
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ａ４ω ２（１ － τ ２ ２）Ｗ ＝ ０． （２８）

对于控制方程（２８），由于纳米非局部参数 τ 及旋转和温度变化引起的无量纲轴力 Ｎ
－ ＲＴ（ ｒ－

的函数）的存在，使得对该高阶变系数微分方程的求解变得更为困难．本文采用微分求积法

（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＱＭ）进行离散并求解．ＤＱＭ 是将函数在求解区域内的每个点

处的导数值用全部区域内若干个节点上的函数值的加权线性和来近似表示．利用 ＤＱＭ 可以将

微分方程及边界条件转变为用节点处函数值表示的一组代数方程．根据线性代数理论，系数行

列式等于零是方程组有非零解的充分必要条件，故可得广义特征方程，从而求出特征值．离散

方案可参考文献［２２］．

２　 数值计算与分析

首先，为了验证上述方法的有效性，计算无旋转均匀纳米环板自由振动问题．计算了取不

同非局部参数时，内外边固支（Ｃ⁃Ｃ）和内边固支、外边不可移简支（Ｃ⁃Ｓ）这两种边界条件下的

一阶无量纲固有频率，并与文献［２３］用辛方法得到的结果进行对比（如表 １ 所示），数值结果

十分接近，计算中取节点数 Ｎ ＝ １８．验证了本文的数值方法和计算结果在这种情况下是正确的．
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表 １　 两种边界条件下功能梯度纳米环板一阶固有频率与已有结果的比较 （ ｓ ＝ ０．２）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ＦＧＭ ｎａｎｏ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ ｓ ＝ ０．２）

ｂｏｕｎｄａｒｙ
τ

０ ０．０５ ０．１ ０．１５ ０．２

Ｃ⁃Ｃ
ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ３４．６０９ ２１ ３３．８３６ ９５ ３１．７８９ ９２ ２９．０５８ ７８ ２６．１８３ ９

ｒｅｆ． ［２３］ ３４．６０９ ２５ ３３．８３７ ００８ ３１．７８９ ９７ ２９．０５８ ８２ ２６．１８４

Ｃ⁃Ｓ
ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ２２．７１４ ０９ ２２．２３１ ８ ２０．９５０ ０３ １９．２２３ ６１ １７．３８７ ９０

ｒｅｆ． ［２３］ ２２．７１４ ４３ ２２．２３３ ０８ ２０．９５０ ３４ １９．２２３ ９３ １７．３８８ ２

　 　 下面分析不同参数对频率的影响．对于旋转功能梯度纳米环板的横向振动，讨论 Ｃ⁃Ｃ、Ｃ⁃
Ｓ、内外不可移简支（Ｓ⁃Ｓ）和内边固支、外边自由（Ｃ⁃Ｆ）这四种边界条件下功能梯度纳米环板的

频率特性，讨论内外径比、旋转速度、功能梯度参数、非局部参数和温度变化对无量纲固有频率

的影响．考虑厚度 ｈ 为 １ ｎｍ，外半径 ｒ２ 为 ５０ ｎｍ 的环板，上表面材料为陶瓷材料（Ｓｉ３Ｎ４），密度

ρ ｃ ＝ ２ ７０７ ｋｇ ／ ｍ３，下表面材料为金属（ＳＵＳ３０４），密度 ρｍ ＝ ３ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，设初始环境温度 Ｔ０ ＝
３００ Ｋ ．在此温度下环板无初始应力和变形，弹性模量和热膨胀系数随环境温度的变化而变化，
具体温度相关系数见表 ２．Ｐｏｉｓｓｏｎ 比由于变化不大，故设为 ０．３ 不变．

表 ２　 陶瓷和金属材料的温度相关系数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｃｅｒａｍｉｃ ａｎｄ ｍｅｔａｌ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ｍａｔｅｒｉａｌ Ｐ －１ Ｐ０ Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３

Ｅｃ ／ Ｐａ Ｓｉ３Ｎ４ ０ ３４８．４３×１０９ －３．０７０×１０－４ ２．１６０×１０－７ －８．９４６×１０－１１

Ｅｍ ／ Ｐａ ＳＵＳ３０４ ０ ２０１．０４×１０９ ３．０７９×１０－４ －６．５３４×１０－７ ０

α ｃ ／ Ｋ－１ Ｓｉ３Ｎ４ ０ ５．８７２ ３×１０－６ ９．０９５×１０－４ ０ ０

αｍ ／ Ｋ－１ ＳＵＳ３０４ ０ １２．３３０×１０－６ ８．０８６×１０－４ ０ ０

　 　 １） 内外径比对固有频率的影响

图 ２ 给出了功能梯度参数 ｋ 分别取 １ 和 １０，非局部参数为 τ ＝ ０．０５， 旋转速度 Ω
－
＝ ５， 温度

变化 ΔＴ ＝ １０ 时，在 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 四种边界条件下，内外径比对前三阶无量纲固有频率

的影响．由图 ２ 可以得到，无量纲固有频率随内外径比的增加而增加，且内外径比越大，对无量

纲固有频率的影响越大．

（ａ） Ｃ⁃Ｃ （ｂ） Ｓ⁃Ｓ
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（ｃ） Ｃ⁃Ｓ （ｄ） Ｃ⁃Ｆ

图 ２　 四种边界条件下内外径比与无量纲固有频率的关系

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ａｎｄ

ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｎｄｅｒ ４ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ） Ｃ⁃Ｃ （ｂ） Ｓ⁃Ｓ

（ｃ） Ｃ⁃Ｓ （ｄ） Ｃ⁃Ｆ

图 ３　 四种边界条件下旋转速度与无量纲固有频率的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｎｄｅｒ ４ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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２） 旋转速度对固有频率的影响

图 ３ 给出了在功能梯度参数 ｋ 分别取 ５ 和 １０，非局部参数为 τ ＝ ０．０５， 内外径比 ｓ ＝ ０．１，
温度变化 ΔＴ ＝ １０ 时，在 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 四种边界条件下，旋转速度对环板前三阶无量纲

固有频率的影响．由图 ３ 可得，当边界条件为 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｓ 时，一阶无量纲固有频率随旋转

速度的增大而减小，当达到了一阶临界速度时，一阶无量纲固有频率减小为 ０，环板的一阶模

态将会出现失稳现象［２４］；当旋转速度较小时，其对二、三阶无量纲固有频率的影响较小；当旋

转速度增大时，二、三阶无量纲固有频率随旋转速度的增大而减小；当达到二阶临界速度时，二
阶无量纲固有频率为 ０，环板的二阶模态将会出现失稳现象［２４］ ．当边界条件为 Ｃ⁃Ｆ 时，前三阶

无量纲固有频率随旋转速度的增大而增大，且影响较大．

（ａ） Ｃ⁃Ｃ （ｂ） Ｓ⁃Ｓ

（ｃ） Ｃ⁃Ｓ （ｄ） Ｃ⁃Ｆ

图 ４　 四种边界条件下功能梯度参数与无量纲固有频率的关系

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｎｄｅｒ ４ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

３） 功能梯度参数对固有频率的影响

图 ４ 给出了在内外径比 ｓ 分别取 ０．１ 和 ０．２，非局部参数为 τ ＝ ０．０５， 旋转速度 Ω
－
＝ ５， 温度

变化 ΔＴ ＝ １０ 时，在 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 四种边界条件下，功能梯度参数 ｋ 对环板前三阶无量

纲固有频率的影响．由图 ４ 可得，在这四种边界条件下，无量纲固有频率都随着功能梯度参数 ｋ
的增大先迅速减小，而后缓慢减小，最后收敛为定值，说明在功能梯度参数 ｋ 增大时，功能梯度
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纳米环板的刚度减小．
４） 非局部参数对固有频率的影响

图 ５ 给出了在功能梯度参数 ｋ 分别取 ０ 和 ０．５，旋转速度 Ω
－
＝ ５， 内外径比 ｓ ＝ ０．１， 温度变

化 ΔＴ ＝ １０ 时，在 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 四种边界条件下，非局部参数 τ 对环板前三阶无量纲固

有频率的影响．由图 ５ 可得， 当边界条件为 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｓ 时，功能梯度环板的无量纲固有频

率随着非局部参数的增加而减小；当边界条件为 Ｃ⁃Ｆ 时，环板的一阶无量纲固有频率随着非局

部参数的增加变化很小，而二、三阶无量纲固有频率随着非局部参数的增加而减小．

（ａ） 一阶无量纲固有频率

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

（ｂ） 二阶无量纲固有频率 （ｃ） 三阶无量纲固有频率

（ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图 ５　 四种边界条件下非局部参数与无量纲固有频率的关系

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ４ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

５） 温度变化对固有频率的影响

图 ６ 给出了在功能梯度参数 ｋ分别取 ５ 和 １０，旋转速度 Ω
－
＝ ５，内外径比 ｓ ＝ ０．１，非局部参

数 τ ＝ ０．１ 时，在 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ、Ｃ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｆ 四种边界条件下，温度变化 ΔＴ 对环板前三阶无量纲固有

频率的影响．由图 ６ 可得，当边界条件为 Ｃ⁃Ｃ、Ｓ⁃Ｓ 和 Ｃ⁃Ｓ 时，这三种边界条件下无量纲固有频
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率都随着温度的升高而减小；当边界条件为 Ｃ⁃Ｆ 时，环板的一阶无量纲固有频率随温度的升高

而增大，二、三阶无量纲固有频率随温度的升高而减小．

（ａ） 一阶无量纲固有频率

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

（ｂ） 二阶无量纲固有频率 （ｃ） 三阶无量纲固有频率

（ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图 ６　 四种边界条件下温度变化与无量纲固有频率的关系

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃｈａｎｇｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｎｄｅｒ ４ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

３　 结　 　 论

本文基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 板理论和非局部弹性理论，假设材料属性沿厚度方向按幂函数规律连

续变化，研究了热环境中做匀速旋转运动的功能梯度纳米环板的横向振动，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原

理导出控制方程，采用微分求积法对控制方程进行离散并求解得到四种边界条件下功能梯度

纳米环板的固有频率．研究结果表明，功能梯度纳米环板的频率不仅与边界条件和板的内外径

比有关，而且与功能梯度参数、非局部参数、转速和温度有关．特别地，当内边固支外边自由时，
频率随这些参数的变化关系与其他边界条件的频率显示出不同的变化趋势．例如，对于内外边

同时固支或简支边界时，环板前三阶无量纲固有频率随旋转速度的增大而减小，而对于内边固

支外边自由边界，环板前三阶无量纲固有频率随旋转速度的增大而增大，且旋转速度越大对固
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有频率的影响越明显；对于内外边同时固支或简支边界时，温度的升高会降低环板一阶无量纲

固有频率，而内边固支外边自由时，温度的升高反而会增加环板的一阶无量纲固有频率．这是

由于在边界自由与有约束条件下，由转速和温度变化引起的面内内力完全不同造成的．
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