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摘要：　 研究了具有转动惯量和结构阻尼的耦合梁方程组在非线性边界条件下的吸引子．首先通过 Ｆａｅｄｏ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法证明了整体解的存在唯一性，其次证明了系统存在有界吸收集和半群的渐近光滑性，最后得到了全局吸引子

的存在．
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引　 　 言

关于梁方程全局吸引子的存在性问题已有很多研究［１⁃９］，如 Ｍａ 等［９］研究了轴向力作用下弹性梁方程

　 　 ｕｔｔ ＋ ｕｘｘｘｘ － Ｍ（‖ｕｘ‖２
２）ｕｘｘ ＝ ｈ（ｘ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ （０，Ｌ） × ＲＲ ＋ （１）

在非线性边界条件

　 　
ｕ（０，ｔ） ＝ ｕｘ（０，ｔ） ＝ ｕｘｘ（Ｌ，ｔ） ＝ ０，
ｕｘｘｘ（Ｌ，ｔ） － Ｍ（‖ｕｘ‖２

２）ｕｘ（Ｌ，ｔ） ＝ ｆ（ｕ（Ｌ，ｔ）） ＋ ｇ（ｕｔ（Ｌ，ｔ））
{ （２）

下解的长时间动力学行为．
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Ｗａｎｇ 等［１０］研究了含有转动惯量与结构阻尼项的梁方程

　 　 ｕｔｔ － ｕｘｘｔｔ ＋ ｕｘｘｘｘ － σ ∫Ｌ
０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘ － ϕ ∫Ｌ

０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘｔ ＝ ｑ（ｘ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ （０，Ｌ） × ＲＲ ＋ （３）

在非线性边界条件

　 　
ｕ（０，ｔ） ＝ ｕｘ（０，ｔ） ＝ ｕｘｘ（Ｌ，ｔ） ＝ ０，
ｕｘｘｘ（Ｌ，ｔ） ＝ ｆ（ｕ（Ｌ，ｔ）） ＋ ｇ（ｕｔ（Ｌ，ｔ））{ （４）

下解的存在唯一性和整体吸引子的存在性．
对于力学中梁结构所确定的无穷维动力系统的研究，很多学者讨论的都是假设梁在对称平面内的弯曲

振动，如果不是这种情况，通常梁的弯曲振动将会与扭转振动结合起来［１１⁃１２］ ．因此本文在前人的基础上［１３⁃１４］，
探究如下含有结构阻尼的弯曲与扭转耦合的梁方程组：

　 　
ｕｔｔ ＋ ｃｖｔｔ ＋ αｕｘｘｘｘ － ｕｘｘｔｔ － Ｍ ∫ｌ

０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘ － Ｎ ∫ｌ

０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘｔ ＝ ｐ（ｘ），

ｃｕｔｔ ＋ γｖｔｔ ＋ η１ｖｔ ＋ δｖｘｘｘｘ － β０ｖｘｘ ＝ ｑ（ｘ），
{ （５）

其中 ｕｘｘｔｔ 表示转动惯量项， 非线性项 Ｍ ∫ｌ
０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘ 是梁受到轴向力作用的结果， 非线性项

Ｎ ∫ｌ
０
（ｕｘ） ２ｄｘ( ) ｕｘｘｔ 是表示结构阻尼的一个耗散项，ｐ（ｘ），ｑ（ｘ） 都是静载荷向量．方程中的系数 ｃ，η１，α，γ，δ，β０

为常数，且 ｃ２ ＜ γ，（ｘ，ｔ） ∈ （０，ｌ） × ＲＲ ＋ ．下面考虑在非线性边界条件

　 　

ｕ（０，ｔ） ＝ ｕｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｕｘｘ（０，ｔ） ＝ ０，
ｕｘｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ１（ｕ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ）），
ｖ（０，ｔ） ＝ ｖｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｖｘｘ（０，ｔ） ＝ ０，
ｖｘｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ２（ｖ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ））

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

和初始条件
　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｕｔ（ｘ，０） ＝ ｕ１（ｘ）， ｖ（ｘ，０） ＝ ｖ０（ｘ）， ｖｔ（ｘ，０） ＝ ｖ１（ｘ） （７）

下的全局吸引子．

１　 空间和函数假设

１．１　 空间假设

假设梁方程组定义在一维空间，设 Ω ＝ （０，ｌ）， 本文分析基于如下 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间：
　 　 Ｕ ＝ { ｕ ∈ Ｈ１（０，ｌ） ｜ ｕ（０） ＝ ０ } ，
　 　 Ｖ ＝ { ｕ ∈ Ｈ２（０，ｌ） ｜ ｕ（０） ＝ ｕｘ（ ｌ） ＝ ０ } ，
　 　 Ｗ ＝ { ｕ ∈ Ｖ ∩ Ｈ４（０，ｌ） ｜ ｕｘｘ（０） ＝ ０ } ．

设空间 Ｈ１ ＝ Ｗ × Ｗ × Ｗ × Ｗ， 由边界条件（６）可知初始条件满足下式：
　 　 ｕ０

ｘｘｘ（ ｌ） ＝ ｆ１（ｕ０（ ｌ）） ＋ ｇ１（ｕ１（ ｌ））， ｖ０ｘｘｘ（ ｌ） ＝ ｆ２（ｖ０（ ｌ）） ＋ ｇ２（ｖ１（ ｌ）） ． （８）

设空间 Ｈ０ ＝ Ｖ × Ｕ × Ｖ × Ｕ ＝ Ｈ
－

１，在 Ｈ０ 定义如下范数：
　 　 ‖（ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ）‖２

Ｈ０
＝ ‖ｕｘｘ‖２ ＋ ‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ｖｘｘ‖２ ＋ ‖ｖｔ‖２ ．

１．２　 函数假设

１） 函数 ｆｉ，ｇｉ：ＲＲ → ＲＲ ∈ Ｃ１（ＲＲ ），并且满足 ｆｉ（０） ＝ ｇｉ（０），存在常数 ｋｉ，ｐｉ，ｍｉ，ρ，ｒ ≥ ０（ ｉ ＝ １，２），对 ∀ｕ，ｖ
∈ ＲＲ ， 有

　 　 － Ｌ０ ≤ ｆ　 ｉ（ｕ） ≤ ｆｉ（ｕ）ｕ ＋ Ｌｉ， （９）
　 　 ｜ ｆｉ（ｕ） － ｆｉ（ｖ） ｜ ≤ ｋｉ（１ ＋｜ ｕ ｜ ρ ＋｜ ｖ ｜ ρ） ｜ ｕ － ｖ ｜ ， （１０）
　 　 （ｇｉ（ｕ） － ｇｉ（ｖ））（ｕ － ｖ） ≥ ｐｉ ｜ ｕ － ｖ ｜ ２， （１１）
　 　 ｜ ｇｉ（ｕ） － ｇｉ（ｖ） ｜ ≤ ｍｉ（１ ＋｜ ｕ ｜ ｒ ＋｜ ｖ ｜ ｒ） ｜ ｕ － ｖ ｜ ， （１２）

其中 ｆ　 ｉ（ ｚ） ＝ ∫ｚ
０
ｆ（ ｓ）ｄｓ，在本文中均取 ρ ＝ ｒ ＝ ０．
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２） 函数 Ｍ（·），Ｎ（·） ∈ Ｃ１（ＲＲ ），Ｍ（０） ＝ Ｎ（０） ＝ ０， 均为非减函数且满足
　 　 Ｍ（ ｚ） ｚ ≥ Ｍ（ ｚ） ≥ ０，　 　 ∀ｚ ≥ ０， （１３）
　 　 Ｍ（ ｓ） ≥ Ｎ（ ｓ） ≥ ａ ＋ ｂｓτ，　 　 ａ，ｂ ＞ ０， τ ≥ １， ∀ｓ ∈ ＲＲ ＋， （１４）

其中　 　 Ｍ（ ｚ） ＝ ∫ｚ
０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ ≥ ０．

３） 函数 ｐ（ｘ），ｑ（ｘ） ∈ Ｌ２（０，ｌ） ．

２　 整体解的存在唯一性

定理 １　 设空间 Ｈ１ 和函数 ｆｉ（·），ｇｉ（·），Ｍ（·），Ｎ（·） 的假设条件均成立，若对于任何初值（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１）
∈ Ｈ１， 系统（５） ～ （７）上有唯一的正则解 （ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）） 满足

　 　 ｕ ∈ Ｌ∞
ｌｏｃ（ＲＲ ＋，Ｗ） ∩ Ｃ０（［０，∞ ）；Ｖ） ∩ Ｃ１（［０，∞ ）；Ｕ），

　 　 ｖ ∈ Ｌ∞
ｌｏｃ（ＲＲ ＋，Ｗ） ∩ Ｃ０（［０，∞ ）；Ｖ） ∩ Ｃ１（［０，∞ ）；Ｕ），

　 　 ‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ｖｔ‖２ ＋ ‖ｕｘｘ‖２ ＋ ‖ｖｘｘ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２ ＋ ‖ｖｘ‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｘ‖２） ≤ Ｍ１，
其中 Ｍ１ ＞ ０ 仅依赖于初始值 ｐ，ｑ，不依赖 ｔ ＞ ０．

证明（近似解）　 设 ω ｊ 为 Ｗ 的基，对 ｍ ∈ ＮＮ ，令 Ｗｍ ＝ ｓｐａｎ {ω１，ω２，…，ωｍ } ， 则有函数：

　 　 ｕｍ（ ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｇｉｍ（ ｔ）ωｉ， ｖｍ（ ｔ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｈｉｍ（ ｔ）ωｉ ．

对 ∀ω ∈ Ｗｍ，此函数对（ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）） 是如下逼近系统的解：
　 　 （ｕｍ

ｔｔ（ ｔ），ω） ＋ ｃ（ｖｍｔｔ（ ｔ），ω） ＋ （ｕｍ
ｘｔｔ（ ｔ），ωｘ） ＋ α（ｕｍ

ｘｘ（ ｔ），ωｘｘ） ＋ Ｍ（‖ｕｍ
ｘ ‖２）（ｕｍ

ｘ （ ｔ），ωｘ） ＋
　 　 　 　 Ｎ（‖ｕｍ

ｘ ‖２）（ｕｍ
ｘｔ（ ｔ），ωｘ） ＋ α（ ｆ１（ｕｍ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ１（ｕｍ

ｔ （ ｌ，ｔ）））ω（ ｌ） ＝ （ｐ（ｘ），ω）， （１５）
　 　 ｃ（ｕｍ

ｔｔ（ ｔ），ω） ＋ γ（ｖｍｔｔ（ ｔ），ω） ＋ η１（ｖｍｔ （ ｔ），ω） ＋ δ（ｖｍｘｘ（ ｔ），ωｘｘ） ＋
　 　 　 　 β０（ｖｍｘ （ ｔ），ωｘ） ＋ δ（ ｆ２（ｖｍ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ２（ｖｍｔ （ ｌ，ｔ）））ω（ ｌ） ＝ （ｑ（ｘ），ω）， （１６）
　 　 ｕｍ（０） ＝ ｕｍ０（ｘ）， ｕｍ

ｔ （０） ＝ ｕｍ１（ｘ）； ｖｍ（０） ＝ ｖｍ０（ｘ）， ｖｍｔ （０） ＝ ｖｍ１（ｘ）， （１７）
且满足初始条件

　 　
ｕｍ（０） ＝ ｕｍ０ → ｕ０， ｕｍ

ｔ （０） ＝ ｕｍ１ → ｕ１，
ｖｍ（０） ＝ ｖｍ０ → ｖ０， ｖｍｔ （０） ＝ ｖｍ１ → ｖ１ ．{

事实上，上述方程组是关于时间 ｔ 的 ｍ × ｍ 常微分方程组．由 Ｐｅａｎｏ 定理知，在 ［０，ｔｍ］ 上存在一个解

（ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）），接下来对近似解估计，把区间［０，ｔｍ］ 延拓到［０，Ｔ］，∀Ｔ ＞ ０．
估计 １　 在式（１５）中取 ω ＝ ２ｕｍ

ｔ （ ｔ），在式（１６） 中取 ω ＝ ２ｖｍｔ （ ｔ），两式相加，再在区间（０，ｔ）（ ｔ≤ ｔｍ） 上积

分，得

　 　 ‖ｕｍ
ｔ （ ｔ）‖２ ＋ α‖ｕｍ

ｘｘ（ ｔ）‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｍ
ｘ （ ｔ）‖２） ＋ ∫ｔ

０
Ｎ（‖ｕｍ

ｘ （ ｓ）‖２）‖ｕｍ
ｘｔ（ ｓ）‖２ｄｓ ＋

　 　 　 　 γ‖ｖｍｔ （ ｔ）‖２ ＋ δ‖ｖｍｘｘ（ ｔ）‖２ ＋ β０‖ｖｍｘ （ ｔ）‖２ ＋ ２α ｆ　 １（ｕｍ（ ｌ，ｔ）） ＋ ２δ ｆ　 ２（ｖｍ（ ｌ，ｔ）） ＋

　 　 　 　 ２α∫ｔ
０
ｇ１（ｕｍ

ｔ （ ｌ，ｓ））ｕｍ
ｔ （ ｌ，ｓ）ｄｓ ＋ ２δ∫ｔ

０
ｇ２（ｖｍｔ （ ｌ，ｓ））ｖｍｓ （ ｌ，ｔ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ‖ｕｍ
ｔ （０）‖２ ＋ α‖ｕｍ

ｘｘ（０）‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｍ
ｘ （０）‖２） ＋

　 　 　 　 γ‖ｖｍｔ （０）‖２ ＋ δ‖ｖｍｘｘ（０）‖２ ＋ β０‖ｖｍｘ （０）‖２ ＋

　 　 　 　 ２α ｆ　 １（ｕｍ（ ｌ，０）） ＋ ２δ ｆ　 ２（ｖｍ（ ｌ，０）） － ２ｃ（ｕｍ
ｔ （ ｔ），ｖｍｔ （ ｔ）） － ２η１∫ｔ

０
‖ｖｍｔ （ ｓ）‖２ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
‖ｐ（ｘ）‖２ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
‖ｑ（ｘ）‖２ｄｓ ＋ ２∫ｔ

０
‖ｕｍ

ｔ （ ｓ）‖２ｄｓ ＋ ２∫ｔ
０
‖ｖｍｔ （ ｓ）‖２ｄｓ ． （１８）

１） 由函数假设条件（９）、（１１）知等式左端后四项都大于 ０．
２） 因为 ｃ２ ＜ γ，所以 ｃ ／ γ ＜ １， 利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式得

　 　 － ２ｃ‖ｕｍ
ｔ （ ｔ）‖·‖ｖｍｔ （ ｔ）‖ ≥－ ｃ

γ
‖ｕｍ

ｔ （ ｔ）‖２ － ｃ γ‖ｖｍｔ （ ｔ）‖２ ． （１９）
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则式（１８）变为下面的不等式：

　 　 １ － ｃ
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕｍ

ｔ （ ｔ）‖２ ＋ （γ － ｃ γ ）‖ｖｍｔ （ ｔ）‖２ ＋ α‖ｕｍ
ｘｘ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｕｍ

ｘｔ（ ｔ）‖２ ＋

　 　 　 　 δ‖ｖｍｘｘ（ ｔ）‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｍ
ｘ （ ｔ）‖２） ＋ β０‖ｖｍｘ （ ｔ）‖２ ≤

　 　 　 　 ２∫ｔ
０
‖ｕｍ

ｔ （ ｓ）‖２ｄｓ ＋ （２ － ２η１）∫ｔ
０
‖ｖｍｔ （ ｓ）‖２ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
‖ｐ（ｘ）‖２ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
‖ｑ（ｘ）‖２ｄｓ ．

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，可得

　 　 ‖ｕｍ
ｔ （ ｔ）‖２ ＋ ‖ｕｍ

ｘｘ（ ｔ）‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｍ
ｘ （ ｔ）‖２） ＋ ‖ｕｍ

ｘｔ（ ｔ）‖２ ＋
　 　 　 　 ‖ｖｍｘ （ ｔ）‖２ ＋ ‖ｖｍｔ （ ｔ）‖２ ＋ ‖ｖｍｘｘ（ ｔ）‖２ ≤ Ｍ１，　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

其中 Ｍ１ 是一个与 ｍ 无关的正常数．
估计 ２　 在式（１５）中取 ω ＝ ｕｍ

ｔｔ（０），在式（１６） 中取 ω ＝ ｖｍｔｔ（０），并取 ｔ ＝ ０， 将两式相加，应用边界条件和

Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式，可得存在常数 Ｍ２ ＞ ０，对 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 有

　 　 ‖ｕｍ
ｔｔ（０）‖２ ＋ ‖ｕｍ

ｘｔｔ（０）‖２ ＋ ‖ｖｍｔｔ（０）‖２ ≤ Ｍ２ ．
估计 ３　 在式（１５）中分别取 ｔ ＝ ｔ ＋ ξ，ｔ ＝ ｔ 得新的两式，然后将两式相减后再取 ω ＝ ｕｍ

ｔ （ ｔ ＋ ξ） － ｕｍ
ｔ （ ｔ），

同理，在式（１６） 中用类似方法，但此时取 ω ＝ ｖｍｔ （ ｔ ＋ ξ） － ｖｍｔ （ ｔ），最后两式相加可得，存在一个常数 Ｍ３ ＞ ０，
使得

　 　 ‖ｕｍ
ｔｔ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｕｍ

ｘｔｔ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｕｍ
ｘｘｔ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｖｍｔｔ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｖｍｘｔ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｖｍｘｘｔ（ ｔ）‖２ ≤ Ｍ３，

　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
唯一性　 假设 （ｕ，ｖ），（ｕ－，ｖ－） 是系统（５） ～ （７）的两个解，记 ｗ ＝ ｕ － ｕ－，ｗ－ ＝ ｖ － ｖ－，在式（５） 的第一个方程

中分别取 ｕ ＝ ｕ，ｕ ＝ ｕ－ 得新的两式，然后将两式相减后再与 ｗ ｔ 做内积，在第二个方程中分别取 ｖ ＝ ｖ，ｖ ＝ ｖ－ 得新

的两式，再将两式相减后与 ｗ－ ｔ 做内积，最后两式相加，应用中值定理、Ｙｏｕｎｇ 不等式及估计 １ 和 ３，可得存在

一个常数 Ｃ ＞ ０， 有

　 　 ｄ
ｄｔ

（‖ｗ ｔ‖２ ＋ α‖ｗｘｘ‖２ ＋ ‖ｗｘｔ‖２ ＋ γ‖ｗ－ ｔ‖２ ＋ δ‖ｗ－ ｘｘ‖２ ＋ β０‖ｗ－ ｘ‖２） ≤

　 　 　 　 Ｃ（‖ｗ ｔ‖２ ＋ ‖ｗｘｘ‖２ ＋ ‖ｗｘｔ‖２ ＋ ‖ｗ－ ｘ‖２），　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，得 ｗ ＝ ０，ｗ－ ＝ ０．所以 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ－（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ－（ｘ，ｔ） ．唯一性证毕．

因为 ｕｘｘ，ｕｘｘｔ，ｖｘｘ，ｖｘｘｔ ∈ Ｌ２（０，∞ ；Ｌ２（０，ｌ）），则 ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ０（［０，∞ ）；Ｖ），也可得 ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）
∈ Ｃ１（［０，∞ ）；Ｕ） ．定理 １ 证毕．

下面根据稠密性理论，证明系统（５）在初边值（６）、（７）下弱解的存在唯一性．
定理 ２　 设空间 Ｈ０ 与函数 ｆｉ（·），ｇｉ（·），Ｍ（·），Ｎ（·） 假设条件均成立，对于任何初值（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈

Ｈ０， 系统（５） ～ （７）在 Ｈ０ 中存在唯一只与初值有关的弱解．
证明　 设 （ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈ Ｈ０，因为 Ｈ１ 在 Ｈ０ 中稠，则存在（ｕ０

ｎ，ｕ１
ｎ，ｖ０ｎ，ｖ１ｎ） ∈ Ｈ１，使得 ｕ０

ｎ → ｕ０ 在 Ｖ 中，ｕ１
ｎ

→ ｕ１ 在 Ｕ 中，ｖ０ｎ → ｖ０ 在 Ｖ 中，ｖ１ｎ → ｖ１ 在 Ｕ 中．
对于任意一个 ｎ ∈ ＮＮ ，存在（ｕｎ，ｖｎ） 满足系统（５） ～ （７），有下列关系式成立：

　 　
ｕｔｔｎ ＋ ｃｖｔｔｎ ＋ αｕｘｘｘｘｎ － ｕｘｘｔｔｎ － Ｍ（‖ｕｘｎ‖２）ｕｘｘｎ － Ｎ（‖ｕｘｎ‖２）ｕｘｘｔｎ ＝ ｐ（ｘ），
ｃｕｔｔｎ ＋ γｖｔｔｎ ＋ η１ｖｔｎ ＋ δｖｘｘｘｘｎ － β０ｖｘｘｎ ＝ ｑ（ｘ），{ （２０）

　 　 ｕｎ（ｘ，０） ＝ ｕ０
ｎ（ｘ）， ｕｔｎ（ｘ，０） ＝ ｕ１

ｎ（ｘ）； ｖｎ（ｘ，０） ＝ ｖ０ｎ（ｘ）， ｖｔｎ（ｘ，０） ＝ ｖ１ｎ（ｘ）， （２１）

　 　

ｕｎ（０，ｔ） ＝ ｕｘｎ（ ｌ，ｔ） ＝ ｕｘｘｎ（０，ｔ） ＝ ０，
ｕｘｘｘｎ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ１（ｕｎ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ１（ｕｔｎ（ ｌ，ｔ）），
ｖｎ（０，ｔ） ＝ ｖｘｎ（ ｌ，ｔ） ＝ ｖｘｘｎ（０，ｔ） ＝ ０，
ｖｘｘｘｎ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ２（ｖｎ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ２（ｖｔｎ（ ｌ，ｔ）） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

对式（２０）中的第一个方程与 ｕｔｎ 做内积，第二个方程与 ｖｔｎ 做内积，两式相加，可得

　 　 ‖ｕｔｎ‖２ ＋ ‖ｖｔｎ‖２ ＋ ‖ｕｘｘｎ‖２ ＋ ‖ｖｘｘｎ‖２ ＋ ‖ｕｘｔｎ‖２ ＋ ‖ｖｘｎ‖２ ≤ Ｃ， （２３）
其中 Ｃ 是一个与 ｎ ∈ ＮＮ 无关的正常数．
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设 （ｕｎ，ｖｎ），（ｕｍ，ｖｍ） 是式（２０） 的两组解，令 Ｚｎ，ｍ ＝ ｕｎ － ｕｍ，Ｚｎ，ｍ ＝ ｖｎ － ｖｍ，ｎ，ｍ∈ＮＮ ，与正则解的唯一性

步骤相似，并且考虑到 ｕ０
ｎ，ｕ１

ｎ，ｖ０ｎ，ｖ１ｎ 的收敛性，则存在（ｕ，ｖ） 满足 ｕｎ → ｕ 在 Ｃ（［０，Ｔ）；Ｖ） 强收敛，ｕｔｎ → ｕｔ 在

Ｃ（［０，Ｔ）；Ｕ） 强收敛，ｖｎ → ｖ 在 Ｃ（［０，Ｔ）；Ｖ） 强收敛，ｖｔｎ → ｖｔ 在 Ｃ（［０，Ｔ）；Ｕ） 强收敛．
由上面的收敛性并取 ｎ → ∞， 则有

　 　
ｕｔｔ ＋ ｃｖｔｔ ＋ αｕｘｘｘｘ － ｕｘｘｔｔ － Ｍ（‖ｕｘ‖２）ｕｘｘ － Ｎ（‖ｕｘ‖２）ｕｘｘｔ ＝ ｐ（ｘ），
ｃｕｔｔ ＋ γｖｔｔ ＋ η１ｖｔ ＋ δｖｘｘｘｘ － β０ｖｘｘ ＝ ｑ（ｘ） ．{ （２４）

定理 ２ 证毕．

注 １　 由定理 ２ 可知系统（５） ～ （７）能在空间 Ｈ０ 上定义一个连续半群．如果（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈ Ｈ０，那么可以引入映射

Ｓ（ ｔ） ｔ≥０：（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） → （ｕ（ ｔ），ｕｔ（ ｔ），ｖ（ ｔ），ｖｔ（ ｔ）），它是Ｈ０ 到Ｈ０ 的一个映射并且满足半群性质，则 Ｓ（ ｔ） 是定义在Ｈ０ 上的连

续半群．

３　 全局吸引子

定义 １［１５］ 　 对任何一个有界集 Ｂ⊂ Ｈ，存在 ｔＢ ＝ ｔ（Ｂ） ≥０满足 Ｓ（ ｔ）Ｂ⊂ Ｂ，∀ｔ≥ ｔＢ，则有界集 Ｂ ⊂ Ｈ是

半群 Ｓ（ ｔ） 的一个吸收集，定义（Ｈ，Ｓ（ ｔ）） 是一个耗散的动力系统．
定理 ３　 在定理 ２ 的假设 （ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈Ｈ０ 下，系统（５） ～ （７）相对应的半群 Ｓ（ ｔ） 在空间Ｈ０ 上存在有

界吸收集．
证明　 任取一个有界集 Ｂ∈Ｈ０，使初值（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈Ｂ，满足（ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ）＝ Ｓ（ ｔ）（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ．首先，

我们给出能量等式：

　 　 Ｅ（ ｔ） ＝ １
２
（‖ｕｔ‖２ ＋ α‖ｕｘｘ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｘ‖２） ＋ γ‖ｖｔ‖２ ＋ δ‖ｖｘｘ‖２ ＋

　 　 　 　 β ０‖ｖｘ‖２） ＋ α ｆ　 １（ｕ（ ｌ，ｔ）） ＋ δ ｆ　 ２（ｖ（ ｌ，ｔ）） ＋ ｃ（ｕｔ，ｖｔ） － ∫ｌ
０
ｐｕｄｘ － ∫ｌ

０
ｑｖｄｘ ． （２５）

基于修正能量等式

　 　 Ｅ（ ｔ） ＝ Ｅ（ ｔ） ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２ ＋ ２Ｌ０，
定义辅助函数

　 　 φ（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｕｔｕ ＋ γｖｔｖ ＋ ｃｖｔｕ ＋ ｃｕｔｖ － ｕｘｘｔｕ ＋

η １

２
ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ． （２６）

因为 ｕ（０，ｔ） ＝ ｕｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｕｘｘ（０，ｔ） ＝ ０， 所以有

　 　 ‖ｕ‖ ≤ ｌ‖ｕｘ‖， ‖ｕｘ‖ ≤ ｌ‖ｕｘｘ‖， ‖ｕ‖ ≤ ｌ２‖ｕｘｘ‖ ． （２７）
系统（５）的第一个方程与 ｕｔ ＋ εｕ 做内积，第二个方程与 ｖｔ ＋ εｖ 做内积，然后将所得两式相加并整理有

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｅ（ ｔ） ＋ ε ｄ
ｄｔ

φ（ ｔ） ＋ εＥ（ ｔ） ＋ ε
２
‖ｕｔ‖２ ＋ ε

２
‖ｕｘｔ‖２ ＋ αε

４
‖ｕｘｘ‖２ ＋ εγ

４
‖ｖｔ‖２ ＋

　 　 　 　
β ０ε
４

‖ｖｘ‖２ ＋ δε
２
‖ｖｘｘ‖２ ＋ η １‖ｖｔ‖２ ＋ Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘｔ‖２ ＋ εＭ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ －

　 　 　 　 ε
２

Ｍ（‖ｕｘ‖２） ＋ αｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ））ｕｔ（ ｌ，ｔ） ＋ δｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ））ｖｔ（ ｌ，ｔ） ＝

　 　 　 　 ２ε（‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２） － εＮ（‖ｕｘ‖２）∫ｌ
０
ｕｘｕｘｔｄｘ ＋ ３εｃ（ｕｔ，ｖｔ） ＋

　 　 　 　 εα ｆ　 １（ｕ（ ｌ，ｔ）） － εαｆ１（ｕ（ ｌ，ｔ））ｕ（ ｌ，ｔ） ＋ εδ ｆ　 ２（ｖ（ ｌ，ｔ）） － εδｆ２（ｖ（ ｌ，ｔ））ｖ（ ｌ，ｔ） －
　 　 　 　 εαｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ））ｕ（ ｌ，ｔ） － εδｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ））ｖ（ ｌ，ｔ） ＋ ２γε‖ｖｔ‖２ ． （２８）
１） 根据条件（１１）得
　 　 ｜ αｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ））ｕｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ≥ αｐ１ ｜ ｕｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２， ｜ δｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ））ｖｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ≥ δｐ２ ｜ ｖｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ．
２） 根据条件（９）得
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｜ εα ｆ　 １（ｕ（ ｌ，ｔ）） － εαｆ１（ｕ（ ｌ，ｔ））ｕ（ ｌ，ｔ） ｜ ≤ εα
２

ｆ１（ｕ（ ｌ，ｔ）ｕ（ ｌ，ｔ） ＋ εＬ１ ≤

　 　 ε
２

３αｋ１‖ｕ‖２
∞ ＋ εＬ１ ≤ ε

２
３αｋ１ ｌ３‖ｕｘｘ‖２ ＋ εＬ１，

｜ εδ ｆ　 ２（ｖ（ ｌ，ｔ）） － εδｆ２（ｖ（ ｌ，ｔ））ｖ（ ｌ，ｔ） ｜ ≤ ε
２

３δｋ２ ｌ３‖ｖｘｘ‖２ ＋ εＬ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２９）

３） 根据条件（１２）、式（２７），结合 Ｙｏｕｎｇ 不等式有

　 　
εαｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ））ｕ（ ｌ，ｔ） ≤ ３ｍ１εαｕｔ（ ｌ）ｕ（ ｌ） ≤ ９ｍ２

１εαｌ３ ｜ ｕｔ（ ｌ） ｜ ２ ＋ εα
４

‖ｕｘｘ‖２，

εδｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ））ｖ（ ｌ，ｔ） ≤ ３ｍ２εδｖｔ（ ｌ）ｖ（ ｌ） ≤ ９ｍ２
２εδｌ３ ｜ ｖｔ（ ｌ） ｜ ２ ＋ εδ

４
‖ｖｘｘ‖２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

４） 根据均值不等式，得

　 　 － εＮ（‖ｕｘ‖２）∫ｌ
０
ｕｘｕｘｔｄｘ ≤ ε

２
Ｎ（‖ｕｘ‖２）（‖ｕｘ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２） ≤

　 　 　 　 ε
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ ＋ ε
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘｔ‖２ ． （３１）

把上述估计代入式（２８），得

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｅ（ ｔ） ＋ ε ｄ
ｄｔ

φ（ ｔ） ＋ εＥ（ ｔ） ＋ ε
２
‖ｕｔ‖２ ＋ ε

２
‖ｕｘｔ‖２ ＋ αε

４
‖ｕｘｘ‖２ ＋ εγ

４
‖ｖｔ‖２ ＋

　 　 　 　
β ０ε
４

‖ｖｘ‖２ ＋ δε
２
‖ｖｘｘ‖２ ＋ η １‖ｖｔ‖２ ＋ Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘｔ‖２ ＋ εＭ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ －

　 　 　 　 ε
２

Ｍ（‖ｕｘ‖２） ＋ αｐ１ ｜ ｕｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ＋ δｐ２ ｜ ｖｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ＝

　 　 　 　 ２ε（‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２） ＋ ε
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ ＋ ε
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘｔ‖２ ＋

　 　 　 　 ３εｃ（ｕｔ，ｖｔ） ＋ ε
２

３αｋ１ ｌ３‖ｕｘｘ‖２ ＋ εＬ１ ＋ ε
２

３δｋ２ ｌ３‖ｖｘｘ‖２ ＋ εＬ２ ＋

　 　 　 　 ９ｍ２
１εαｌ３ ｜ ｕｔ（ ｌ） ｜ ２ ＋ εα

４
‖ｕｘｘ‖２ ＋ ９ｍ２

２εδｌ３ ｜ ｖｔ（ ｌ） ｜ ２ ＋ εδ
４
‖ｖｘｘ‖２ ＋ ２γε‖ｖｔ‖２ ． （３２）

取 ０ ＜ ε ≤ ｍｉｎ { １， ｐ１ ／ ９ｍ２
１ ｌ３， ｐ２ ／ ９ｍ２

２ ｌ３ } ＝ ε ０，当 ε 足够小时，可得

　 　 αｐ１ ｜ ｕｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ≥ ９ｍ２
１εαｌ３ ｜ ｕｔ（ ｌ） ｜ ２， δｐ２ ｜ ｖｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ≥ ９ｍ２

２εδｌ３ ｜ ｖｔ（ ｌ） ｜ ２ ． （３３）
当 ｋ１ ＞ ０ 充分小时，有 α － ６αｋ１ ｌ３ ＞ ０， 可得

　 　 αε
４

‖ｕｘｘ‖２ ≥ ε
２

３αｋ１ ｌ３‖ｕｘｘ‖２ ＋ εα
４

‖ｕｘｘ‖２ ．

当 ｋ２ ＞ ０ 充分小时，有 δ － ６δｋ２ ｌ３ ＞ ０， 可得

　 　 δε
２
‖ｖｘｘ‖２ ≥ ε

２
３δｋ２ ｌ３‖ｖｘｘ‖２ ＋ εδ

４
‖ｖｘｘ‖２ ．

根据条件（１４）可得

　 　 １
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘｔ‖２ ≥ ａ
２
‖ｕｘｔ‖２ ＋ ｂ

２
‖ｕｘ‖２τ‖ｕｘｔ‖２ ≥

　 　 　 　 ａ
２
‖ｕｘｔ‖２ ≥ ａ

４ ｌ
‖ｕｘ‖２ ＋ ａ

４
‖ｕｘｔ‖２ ． （３４）

又因为

　 　 ３εｃ（ｕｔ，ｖｔ） ≤ ３εｃ
２

‖ｕｔ‖２ ＋ ３εｃ
２

‖ｖｔ‖２，
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所以取 ０ ＜ ε ≤ ｍｉｎ { ε ０，ａ ／ （２ ｌ （４ ＋ ３ｃ）） } ＝ ε １，当 ε 足够小时，

　 　 ａ
４ ｌ

‖ｕｘ‖２ ＋ ａ
４
‖ｕｘｔ‖２ ≥ ２ε ＋ ３εｃ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕｔ‖２ ＋ ２ε‖ｕｘｔ‖２ ． （３５）

取 ０ ＜ ε ≤ ｍｉｎ { ε １，２η １ ／ （３（ｃ ＋ γ）） } ，当 ε 足够小时，

　 　 η １ ＋ γε
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｖｔ‖２ ≥ ３εｃ

２
‖ｖｔ‖２ ＋ ２γε‖ｖｔ‖２ ．

由条件（１３）和（１４）可得

　 　 εＭ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ － ε
２

Ｍ（‖ｕｘ‖２） － ε
２

Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｕｘ‖２ ≥ ０． （３６）

把上述估计式（３３） ～ （３６）代入式（３２）可得

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｅ（ ｔ） ＋ ε ｄ
ｄｔ

φ（ ｔ） ＋ εＥ（ ｔ） ≤ εＬ１ ＋ εＬ２ ． （３７）

在不等式（３７）两边加 ２εＬ０ ＋ εｌ４‖ｐ‖２ ＋ εｌ４‖ｑ‖２，并且考虑到
ｄ
ｄｔ

Ｅ（ ｔ） ＝ ｄ
ｄｔ

Ｅ（ ｔ）， 可得

　 　 ｄ
ｄｔ

（Ｅ（ ｔ） ＋ εφ（ ｔ）） ＋ εＥ（ ｔ） ≤ ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２） ． （３８）

现在我们定义

　 　 Ｅε（ ｔ） ＝ Ｅ（ ｔ） ＋ εφ（ ｔ），
依据条件（２７）知

　 　 － ∫ｌ
０
ｐｕｄｘ ≥－ ｌ２‖ｐ‖·‖ｕｘｘ‖ ≥－ ｌ４‖ｐ‖２ － １ ／ ４‖ｕｘｘ‖２，

　 　 － ∫ｌ
０
ｑｕｄｘ ≥－ ｌ４‖ｑ‖２ － １ ／ ４‖ｖｘｘ‖２，

并由 ｆ　 ｉ（ｕ（ ｌ，ｔ）） ≥ ０（ ｉ ＝ １，２）， 可得

　 　 Ｅ（ ｔ） ≥ α
２
‖ｕｘｘ‖２ ＋ δ

２
‖ｖｘｘ‖２ ＋ （１ － ｃ

２
）‖ｕｔ‖２ ＋ （γ － ｃ

２
）‖ｖｔ‖２ ≥

　 　 　 　 ρ ０‖（ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ）‖２
Ｈ０
， （３９）

其中 ρ ０ 是与 α，δ，ｃ，γ 有关的正常数．
根据 φ（ ｔ） 的定义，并利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得
　 　 ｜ Ｅε（ ｔ） － Ｅ（ ｔ） ｜ ＝｜ εφ（ ｔ） ｜ ≤ εＣ０Ｅ（ ｔ）， （４０）

其中 Ｃ０ ＝ ｍａｘ { １ ＋ ｃ，（γ ＋ ｃ） ／ γ，（（１ ＋ ｃ） ｌ４ ＋ ｌ２） ／ α，（γ ＋ ｃ ＋ η １） ｌ４ ／ δ } ．不难推出，当 ε 足够小时，有
　 　 （１ － εＣ０）Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅε（ ｔ） ≤ （１ ＋ εＣ０）Ｅ（ ｔ） ． （４１）

结合 Ｅε（ ｔ） 的定义，同时把式（４１）代入式（３８），得

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｅε（ ｔ） ＋ １
１ ＋ εＣ０

Ｅε（ ｔ） ≤ ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２） ．

应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式有

　 　 Ｅε（ ｔ） ≤ Ｅε（０）ｅ
－ｔ ／ （１＋εＣ０） ＋

　 　 　 　 ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２）（１ ＋ εＣ０）（１ － ｅ －ｔ ／ （１＋εＣ０）） ． （４２）
因为正不变集 Ｂ 有界，Ｅε（０） 也有界，则存在 ｔＢ ＞ ０，当 ｔＢ 足够大时，有
　 　 （１ － εＣ０）Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅε（ ｔ） ≤ ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２）（１ ＋ εＣ０） ． （４３）

从式（３９）可得， ∀ｔ ＞ ｔＢ， 有

　 　 ρ ０‖（ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ‖２
Ｈ０

≤ Ｅ（ ｔ） ≤
ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２）（１ ＋ εＣ０）

１ － εＣ０
．

因此
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　 　 Ｂ ＝ { （ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ） ∈ Ｈ０：‖（ｕ，ｕｔ，ｖ，ｖｔ‖２
Ｈ０

≤

　 　 　 　
ρ ０ε（２Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ ｌ４‖ｐ‖２ ＋ ｌ４‖ｑ‖２）（１ ＋ εＣ０）

１ － εＣ０
}

是系统的一个有界吸收集．
引理 １［１５］ 　 设 Ｈ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间，对于任何正不变有界集 Ｂ ⊂ Ｈ，∀ε ＞ ０，∃Ｔ ＝ Ｔ（ε，Ｂ）， 满足

　 　 ‖Ｓ（Ｔ）ｘ － Ｓ（Ｔ）ｙ‖ ≤ ε ＋ ϕＴ（ｘ，ｙ），　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｂ，
这里 ϕＴ：Ｈ × Ｈ → ＲＲ 满足对于任意序列 { ｚｎ } ∈ Ｂ，

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

( ｌｉｍ ｉｎｆ
ｌ→∞

ϕＴ（ ｚｋ，ｚｌ） ) ＝ ０，

那么半群 Ｓ（ ｔ） 在 Ｈ 中渐近光滑．
引理 ２［１５］ 　 若 Ｓ（ ｔ） 是定义在度量空间 Ｈ上的耗散的连续半群，当且仅当它在 Ｈ中渐近光滑，则 Ｓ（ ｔ） 在

Ｈ 中有紧的全局吸引子．
定理 ４　 在定理 ２ 的假设 （ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈ Ｈ０ 下，系统（５） ～ （７）相对应的半群 Ｓ（ ｔ） 在 Ｈ０ 中渐近光滑．
证明　 任取一个有界集 Ｂ ∈ Ｈ０，给定初值（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１），（ｕ－ ０，ｕ－ １，ｖ－ ０，ｖ－ １） ∈ Ｂ， 设（ｕ，ｖ），（ｕ－，ｖ－） 是系统

（５） ～ （７）的弱解，那么 ｗ ＝ ｕ － ｕ－，ｗ－ ＝ ｖ － ｖ－ 是下面系统的弱解：

　 　
ｗ ｔｔ ＋ ｃｗ－ ｔｔ ＋ αｗｘｘｘｘ － ｗｘｘｔｔ － Ｍ（‖ｕｘ‖２）ｗｘｘ － ΛＭｕ－ ｘｘ － Ｎ（‖ｕｘ‖２）ｗｘｘｔ － ΛＮｕ－ ｘｘｔ ＝ ０，

ｃｗ ｔｔ ＋ γｗ－ ｔｔ ＋ η １ｗ
－
ｔ ＋ δｗ－ ｘｘｘｘ － β ０ｗ

－
ｘｘ ＝ ０，{ （４４）

其中

　 　 ΛＭ ＝ Ｍ（‖ｕｘ‖２） － Ｍ（‖ｕ－ ｘ‖２）， ΛＮ ＝ Ｎ（‖ｕｘ‖２） － Ｎ（‖ｕ－ ｘ‖２），
边界条件为

　 　

ｗ（０，ｔ） ＝ ｗｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｗｘｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｗ－ （０，ｔ） ＝ ｗ－ ｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｗ－ ｘｘ（０，ｔ） ＝ ０，

ｗｘｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ１（ｕ（ ｌ，ｔ）） － ｆ１（ｕ
－（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ１（ｕｔ（ ｌ，ｔ）） － ｇ１（ｕ

－
ｔ（ ｌ，ｔ）） ≜ Λｆ ＋ Λｇ，

ｗ－ ｘｘｘ（ ｌ，ｔ） ＝ ｆ２（ｖ（ ｌ，ｔ）） － ｆ２（ｖ
－（ ｌ，ｔ）） ＋ ｇ２（ｖｔ（ ｌ，ｔ）） － ｇ２（ｖ

－
ｔ（ ｌ，ｔ）） ≜ Λ ｆ　 ＋ Λｇ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４５）

设能量等式

　 　 Ｆ（ ｔ） ＝ １
２
（‖ｗ ｔ‖２ ＋ α‖ｗｘｘ‖２ ＋ ‖ｗｘｔ‖２ ＋ γ‖ｗ－ ｔ‖２ ＋ δ‖ｗ－ ｘｘ‖２ ＋

　 　 　 　 β ０‖ｗ－ ｘ‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｘ‖２）‖ｗｘ‖２） ＋ ｃ（ｗ ｔ，ｗ
－
ｔ） ．

定义辅助函数

　 　 ψ（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｗ ｔｗ ＋ γｗ－ ｔｗ

－ ＋ ｃｗ－ ｔｗ ＋ ｃｗ ｔｗ
－ － ｗｘｘｔｗ ＋

η １

２
ｗ－ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ．

式（４４）的第一个方程与 ｗ ｔ ＋ μｗ 做内积，第二个方程与 ｗ－ ｔ ＋ μｗ－ 做内积，将所得两式相加得

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｆ（ ｔ） ＋ μ ｄ
ｄｔ

ψ（ ｔ） ＋ ２μＦ（ ｔ） ＋ η １‖ｗ－ ｔ‖２ ＋ Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｗｘｔ‖２ ＋

　 　 　 　 αΛｇｗ ｔ（ ｌ，ｔ） ＋ δΛｇｗ－ ｔ（ ｌ，ｔ） ＝

　 　 　 　 Ｍ′（‖ｕｘ‖２）∫ｌ
０
ｕｘｕｘｔｄｘ‖ｗｘ‖２ － μＮ（‖ｕｘ‖２）∫ｌ

０
ｗｘｗｘｔｄｘ ＋ ΛＭ∫ｌ

０
ｕ－ ｘｘｗ ｔｄｘ ＋

　 　 　 　 ΛＮ∫ｌ
０
ｕ－ ｘｘｔｗ ｔｄｘ ＋ μΛＭ（‖ｕｘ‖２）∫ｌ

０
ｕ－ ｘｘｗｄｘ － μΛＮ∫ｌ

０
ｕ－ ｘｔｗｘｄｘ －

　 　 　 　 μα（Λｆ ＋ Λｇ）ｗ（ ｌ，ｔ） － μδ（Λ ｆ　 ＋ Λｇ）ｗ－ （ ｌ，ｔ） － αΛｆｗ ｔ（ ｌ，ｔ） －

　 　 　 　 δΛ ｆ　 ｗ－ ｔ（ ｌ，ｔ） ＋ ４μｃ（ｗ ｔ，ｗ
－
ｔ） ＋ ２μ‖ｗ ｔ‖２ ＋ ２γμ‖ｗ－ ｔ‖２ ＋ ２μ‖ｗｘｔ‖２ ． （４６）

根据条件（１１）得
　 　 αΛｇｗ ｔ（ ｌ，ｔ） ≥ αｐ１ ｜ ｗ ｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２， δΛｇｗ－ ｔ（ ｌ，ｔ） ≥ δｐ２ ｜ ｗ－ ｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ２ ． （４７）

因为 Ｎ（ ｓ） ≥ ａ ＋ ｂｓτ（ａ，ｂ ＞ ０，τ ≥ １）， 可得
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　 　 Ｎ（‖ｕｘ‖２）‖ｗｘｔ‖２ ≥ （ａ ＋ ｂ‖ｕｘ‖２τ）‖ｗｘｔ‖２ ．
接下来我们估计式（４６）的右边．由前面解的存在性可得 ｕ，ｕ－，ｖ，ｖ－，ｗ，ｗ－ 满足估计 ‖ｕｔ‖２ ＋ ‖ｖｔ‖２ ＋

‖ｕｘｘ‖２ ＋ ‖ｖｘｘ‖２ ＋ ‖ｕｘｔ‖２ ＋ ‖ｖｘ‖２ ＋ Ｍ（‖ｕｘ‖２） ≤Ｍ１，为了简化一些记号，定义 Ｃ 是一个仅依赖于集

合 Ｂ 的正的常数．
首先，因为 Ｍ（·），Ｎ（·） ∈ Ｃ１（ＲＲ ），Ｎ（０） ＝ ０，并且 ‖ｕｘ‖２ ≤ Ｃ，可得Ｍ′（‖ｕｘ‖２） ≤ Ｃ，Ｎ（‖ｕｘ‖２） ≤

Ｃ， 然后我们有

　 　
Ｍ′（‖ｕｘ‖２）∫ｌ

０
ｕｘｕｘｔｄｘ‖ｗｘ‖２ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖２，

－ μＮ（‖ｕｘ‖２）∫ｌ
０
ｗｘｗｘｔｄｘ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖·‖ｗｘｔ‖ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４８）

根据中值定理并注意到 Ｍ（ａ２） － Ｍ（ｂ２） ≤Ｍ′（ｓｕｐ { ａ２，ｂ２ } ） ｜ ａ ＋ ｂ ｜ ｜ ａ － ｂ ｜ ，Ｎ（ａ２） － Ｍ（ｂ２） ≤Ｎ′（ｓｕｐ { ａ２，
ｂ２ } ） ｜ ａ ＋ ｂ ｜ ｜ ａ － ｂ ｜ ， 我们有

　 　

ΛＭ∫ｌ
０
ｕ－ ｘｘｗ ｔｄｘ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖·‖ｗ ｔ‖，

ΛＮ∫ｌ
０
ｕ－ ｘｘｔｗ ｔｄｘ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖·‖ｗｘｔ‖，

μΛＭ∫ｌ
０
ｕ－ ｘｘｗｄｘ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖２，

－ μΛＮ∫ｌ
０
ｕ－ ｘｔｗｘｄｘ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（４９）

由条件（１０）得

　 　
｜ － μαΛｆｗ（ ｌ，ｔ） ｜ ≤ μα３ｋ１‖ｗ‖∞ ｜ ｗ（ ｌ） ｜ ≤ ３μαｋ１‖ｗ‖∞ ｌ‖ｗｘ‖ ≤ Ｃ ‖ｗｘ‖２，

｜ － μδΛ ｆ　 ｗ－ （ ｌ，ｔ） ｜ ≤ μδ３ｋ２‖ｗ－‖∞ ｜ ｗ－ （ ｌ） ｜ ≤ ３μδｋ２‖ｗ－‖∞ ｌ‖ｗ－ ｘ‖ ≤ Ｃ‖ｗ－ ｘ‖２，{ （５０）

　 　

｜ － αΛｆｗ ｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ≤ α３ｋ１‖ｗ‖∞ ｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ≤

　 　 Ｃ‖ｗｘ‖· ｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ≤ Ｃ‖ｗｘ‖２ ＋
αｐ１

２
｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ２，

｜ － δΛ ｆ　 ｗ－ ｔ（ ｌ，ｔ） ｜ ≤ δ３ｋ２‖ｗ－‖∞ ｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ≤ Ｃ‖ｗ－ ｘ‖· ｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ≤

　 　 Ｃ‖ｗ－ ｘ‖２ ＋
δｐ２

２
｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（５１）

由条件（１２）得

　 　

｜ － μαΛｇｗ（ ｌ） ｜ ≤ μα３ｍ１ ｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ｜ ｗ（ ｌ） ｜ ≤ ３ｍ１αμ ｌ‖ｗｘ‖· ｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ≤

　 　
９ｍ２

１αｌμ ２

２ｐ１
‖ｗｘ‖２ ＋

αｐ１

２
｜ ｗ ｔ（ ｌ） ｜ ２，

｜ － μδΛｇｗ－ （ ｌ） ｜ ≤ μδ３ｍ２ ｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ｜ ｗ－ （ ｌ） ｜ ≤ ３ｍ２δμ ｌ‖ｗ－ ｘ‖· ｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ≤

　 　
９ｍ２

２δｌμ ２

２ｐ２
‖ｗ－ ｘ‖２ ＋

δｐ２

２
｜ ｗ－ ｔ（ ｌ） ｜ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（５２）

将估计式（４７） ～ （５２）代入式（４６），整理得到

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｆ（ ｔ） ＋ μ ｄ
ｄｔ

ψ（ ｔ） ＋ ２μＦ（ ｔ） ＋ （η １ － ２μｃ － ２γμ）‖ｗ－ ｔ‖２ ＋ （ａ ＋ ｂ‖ｕｘ‖２τ）‖ｗｘｔ‖２ ≤

　 　 　 　 ５Ｃ ＋
９ｍ２

１αｌμ ２

２ｐ１

＋ ２Ｃ２

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗｘ‖２ ＋ ２Ｃ ＋

９ｍ２
２δｌμ ２

２ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ－ ｘ‖２ ＋ （３μ ＋ ３μｌ）‖ｗｘｔ‖２ ． （５３）

取 ０ ＜ μ ≤ ｍｉｎ { α ／ ３ｌ ＋ ３，η １ ／ ２ｃ ＋ ２γ } ，当 μ 充分小时，有
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　 　 ｄ
ｄｔ

Ｆ（ ｔ） ＋ μ ｄ
ｄｔ

ψ（ ｔ） ＋ ２μＦ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ５Ｃ ＋
９ｍ２

１αｌμ ２

２ｐ１

＋ ２Ｃ２

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗｘ‖２ ＋ ２Ｃ ＋

９ｍ２
２δｌμ ２

２ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ－ ｘ‖２ ． （５４）

定义 Ｆμ（ ｔ） ＝ Ｆ（ ｔ） ＋ μψ（ ｔ），通过类似证吸收集时的讨论，知 ｜ Ｆμ（ ｔ） － Ｆ（ ｔ） ｜ ＝｜ μψ（ ｔ） ｜ ≤ μＣ０Ｆ（ ｔ），进

一步推出

　 　 （１ － μＣ０）Ｆ（ ｔ） ≤ Ｆμ（ ｔ） ≤ （１ ＋ μＣ０）Ｆ（ ｔ） ． （５５）
把式（５５）代入式（５４），得

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｆμ（ ｔ） ＋ ２μ
１ ＋ μＣ０

Ｆμ（ ｔ） ≤ Ｃ１（‖ｗｘ‖２ ＋ ‖ｗ－ ｘ‖２），　 　 ｔ ≥ ０，

其中　 　 Ｃ１ ＝ ｍａｘ ５Ｃ ＋
９ｍ２

１αｌμ ２

２ｐ１

＋ ２Ｃ２

μ
， ２Ｃ ＋

９ｍ２
２δｌμ ２

２ｐ２
{ } ．

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，得

　 　 Ｆμ（ ｔ） ≤ Ｆμ（０）ｅ
－２μ ／ （１＋μＣ０） ＋ Ｃ１∫ｔ

０
ｅ －２μ（ ｔ －ｓ） ／ （１＋μＣ０）（‖ｗｘ（ ｓ）‖２ ＋ ‖ｗ－ ｘ（ ｓ）‖２）ｄｓ ．

另一方面有

　 　 Ｆμ（ ｔ） ≥ （１ － μＣ０）Ｆ（ ｔ） ≥
（１ － μＣ０）ρ １

２
（‖ｗｘｘ‖２ ＋ ‖ｗ ｔ‖２ ＋ ‖ｗｘｔ‖２ ＋ ‖ｗ－ ｘｘ‖２ ＋ ‖ｗ－ ｔ‖２），

其中 ρ １ 是一个只与系数 δ，γ，β ０，α，ｃ 有关的常数．
因此能找到一个只依赖于 Ｂ 的常数 ＣＢ ＞ ０， 使得

　 　 ‖ｗ（ ｔ），ｗ ｔ（ ｔ），ｗ
－ （ ｔ），ｗ－ ｔ（ ｔ）‖Ｈ０

≤

　 　 　 　 ２
（１ － μＣ０）ρ ０

ＣＢｅ
－μｔ ／ （１＋μＣ０） ＋

２Ｃ１

（１ － μＣ０）ρ ０
∫Ｔ

０
‖ｗｘ（ ｓ）‖２ ＋ ‖ｗ－ ｘ（ ｓ）‖２ｄｓ( )

１ ／ ２
． （５６）

对于任意给定的 ε ＞ ０，存在 Ｔ，当 Ｔ 足够大时，有

　 　 ２
（１ － μＣ０）ρ ０

ＣＢｅ
－μＴ ／ （１＋μＣ０） ＜ ε， （５７）

并且定义 ϕＴ：Ｈ０ × Ｈ０ → ＲＲ 为

　 　 ϕＴ（（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１），（ｕ－ ０，ｕ－ １，ｖ－ ０，ｖ－ １）） ＝

　 　 　 　
２Ｃ１

（１ － μＣ０）ρ ０
∫Ｔ

０
（‖ｕｘ（ ｔ） － ｖｘ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｕ－ ｘ（ ｔ） － ｖ－ｘ（ ｔ）‖２）ｄｔ( )

１ ／ ２
．

然后由式（５６）、（５７），可得对任意的 （ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１），（ｕ－ ０，ｕ－ １，ｖ－ ０，ｖ－ １） ∈ Ｂ， 有
　 　 ‖Ｓ（Ｔ）（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） － Ｓ（Ｔ）（ｕ－ ０，ｕ－ １，ｖ－ ０，ｖ－ １）‖Ｈ０

≤ ε ＋ ϕＴ（（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１），（ｕ－ ０，ｕ－ １，ｖ－ ０，ｖ－ １）） ．
令 （ｕ０

ｎ，ｕ１
ｎ，ｖ０ｎ，ｖ１ｎ） 是集合 Ｂ 中给定的序列， 因为 Ｂ 是有界的且是正不变的， 所以系统的解的对应序列

（ｕｎ（ ｔ），ｕｔｎ（ ｔ），ｖｎ（ ｔ），ｖｔｎ（ ｔ）） 在 Ｈ０ 中一致有界， 因此 { ｕｎ } ， { ｖｎ } 在 Ｃ（［０，∞ ），Ｖ） ∩ Ｃ１（［０，∞ ），Ｕ） 中有

界．根据嵌入定理 Ｖ Ｈ１
０ 是紧的，则存在子序列 { ｕｎｋ } ， { ｖｎｋ } 在 Ｃ（［０，Ｔ］，Ｈ１

０（Ω）） 中一致强收敛：

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｌｉｍ
ｌ→∞
∫Ｔ

０
（‖ｕｘｎｋ（ ｓ） － ｕｘｎｌ（ ｓ）‖２ ＋ ‖ｖｘｎｋ（ ｓ） － ｖｘｎｌ（ ｓ）‖２）ｄｓ ＝ ０，

则有

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｌｉｍ
ｌ→∞

ϕＴ（（ｕ０
ｎｋ，ｕ１

ｎｋ，ｖ０ｎｋ，ｖ１ｎｋ），（ｕ０
ｎｌ，ｕ１

ｎｌ，ｖ０ｎｌ，ｖ１ｎｌ）） ＝ ０．
因此，半群 Ｓ（ ｔ） 在空间 Ｈ０ 渐近光滑．

定理 ５　 根据引理 ２、定理 ３ 和定理 ４，得系统所确定的半群 Ｓ（ ｔ） 在空间 Ｈ０ 中有全局吸引子．

４　 总　 　 结

本文讨论具有非线性边界的耦合梁方程组的适定性和全局吸引子的存在性．首先用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法讨论
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解的适定性，然后利用压缩函数方法证明算子半群在相空间的渐近光滑，得到全局吸引子的存在性．具体有

以下结论：
１） 当初始值 （ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈ Ｖ × Ｕ × Ｖ × Ｕ 时，系统存在唯一的弱解；当初始值（ｕ０，ｕ１，ｖ０，ｖ１） ∈ Ｗ ×

Ｗ × Ｗ × Ｗ 时，系统存在唯一的正则解．
２） 在弱解的情况下，通过证明系统存在有界吸收集和半群的渐近光滑性得到全局吸引子．
３） 从数学角度来看，本文得到系统在一定的初边界条件下存在弱解和正则解，并且系统有有限维吸引

子，这与许多带有耗散结构的无穷维动力系统的有限维化结论相一致．即虽然所给系统是无穷维动力系统，
但随着时间的延续，这个无穷维的动力系统具有有限维动力系统的性质．

４） 从力学角度来看，无穷维动力系统的有限维化，使得我们的解可通过“有限模态”来刻划无穷维系

统，为合理的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断提供了理论依据．另一方面证明的系统解的存在性、系统的有限维吸引子的存在

性，为之后的数值计算分析也提供了理论保障，由于篇幅所限相关的数值计算结果另文讨论．
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Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （ＩＣＮＭ⁃ＩＶ） ． Ｓｈａｎｇｈａｉ， ２００２： １３１３⁃１３１６．
［１４］　 张建文． 复杂弹性结构的无穷维动力系统［Ｍ］ ． 上海： 上海交通大学出版社， ２０１８： １１５⁃１２１．（ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｎｗｅｎ．

Ｉｎｆｉｎｉｔｅ Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｍ］ ． Ｓｈａｎｇｈａｉ： Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｊｉａｏ Ｔｏｎｇ Ｕｎｉ⁃
ｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２０１８： １１５⁃１２１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＣＨＵＥＳＨＯＶ Ｉ， ＬＡＳＩＥＣＫＡ Ｉ． Ｌｏｎｇ⁃ｔｉｍｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ
［Ｊ］ ． Ｍｅｍｏｉｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， ２００８， １９５（９１２）： ６７⁃９９．

２１１ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２１ 年　 第 ４２ 卷


