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摘要：　 采用 ｎ 阶剪切变形理论分析了复合材料层合板的屈曲问题，根据虚功原理推导出了复合

材料层合板在面内载荷作用下临界屈曲的控制微分方程．将此方法所得结果与其他文献中的结果

进行了比较，结果表明，该理论具有较高的计算精度．
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引　 　 言

复合材料层合板具有较高的比强度，已经被广泛用于航空、航天、建筑、船舶等领域．随着

复合材料在民用飞机中的广泛应用，对其结构的力学分析已成为普遍关注的重要问题之一，如
复合材料结构屈曲与后屈曲问题是国内外复合材料界的研究热点［１］ ．

很多学者研究了复合材料层合板的屈曲问题：袁坚锋等［２］ 对弯剪复合载荷作用下，复合

材料层合板屈曲的强度校核方法进行了分析；彭林欣等［３］针对加肋板屈曲临界荷载的问题进

行了求解；顾元宪等［４］在有限元分析基础上，研究了以屈曲稳定性作为约束条件或优化目标

的复合材料层合板结构优化设计及其灵敏度分析方法；洪厚全等［５］采用模拟退火算法对复合

材料层合板屈曲问题进行了优化设计研究；龚良贵等［６］采用广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数法建立了具有弹

性约束的复合材料矩形层板在面内载荷作用下的非线性稳定性控制方程组，并分析了层合板

非线性屈曲问题；彭凡等［７］将瞬时弹性失稳荷载、持久临界荷载和后屈曲持久变形刚度作为

复合材料层合板蠕变屈曲与变形的优化指标，对纤维铺设角进行了优化分析．
由于复合材料层合板结构的复杂性，严格按三维理论分析复合材料层合板结构将是非常

困难的，故发展出了各种高阶剪切变形层合板理论．高阶剪切变形层合板理论是在一阶剪切变
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形层合板理论的基础上发展起来的，是一种分析复合材料层合板结构有效的近似方法，不但能

反映三维效应，而且计算精度较高，目前受到了广泛的重视．杨加明等［８］ 根据 Ｒｅｄｄｙ 的高阶剪

切变形理论，分析了复合材料层板的中等大挠度情况．
ｎ 阶剪切变形理论是对 Ｒｅｄｄｙ 的高阶剪切变形理论的概括，Ｒｅｄｄｙ 的高阶剪切变形理论是

ｎ 阶剪切变形理论在 ｎ ＝ ３ 时的特例．ｎ 阶剪切变形理论已经由项松等［９⁃１３］ 用于复合材料层合

板、功能梯度板和复合材料夹层板的自由振动及静力分析．
本文采用 ｎ 阶剪切变形理论分析了复合材料层合板的屈曲问题，采用虚功原理推导出了

复合材料层合板在面内载荷作用下临界屈曲的控制微分方程．最后将本文方法所得结果与其

他文献中的结果进行了比较．

１　 ｎ 阶剪切变形理论

ｎ 阶剪切变形理论满足剪切应力条件，则其公式如下：

　 　

Ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ） ＋ ｚϕｘ（ｘ，ｙ） － １
ｎ

２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

ｚｎ ϕｘ（ｘ，ｙ） ＋ ∂ｗ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ） ＋ ｚϕｙ（ｘ，ｙ） － １
ｎ

２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

ｚｎ ϕｙ（ｘ，ｙ） ＋ ∂ｗ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｙ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

式中， ｕ，ｖ，ｗ，ϕｘ 是位移函数， ｈ 是板的厚度， ｎ ＝ ３，５，７，９，… ．３ 阶理论是 ｎ 阶剪切变形理论的

特例．
应变如下式所示：

　 　

εｘ ＝
∂ｕ
∂ｘ

＋ ｚ
∂ϕｘ

∂ｘ
－ １

ｎ
２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

ｚｎ
∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

εｙ ＝
∂ｖ
∂ｙ

＋ ｚ
∂ϕｙ

∂ｙ
－ １

ｎ
２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

ｚｎ
∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

γｘｙ ＝
∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

＋ ｚ
∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｎ
２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

ｚｎ
∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

γｙｚ ＝ １ － ２ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， γｘｚ ＝ １ － ２ｚ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕｘ ＋ ∂ｗ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２）

基于虚功原理可以获得如下的方程：

　 　

∂Ｎｘ

∂ｘ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｙ
＝ ０，

∂Ｎｘｙ

∂ｘ
＋

∂Ｎｙ

∂ｙ
＝ ０，

∂Ｑｘ

∂ｘ
－ Ｃ２

∂Ｒｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑｙ

∂ｙ
－ Ｃ２

∂Ｒｙ

∂ｙ
＋ Ｃ１

∂２Ｐｘ

∂ｘ２
＋ ２

∂２Ｐｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２Ｐｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 Ｎ
－

ｘｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ２Ｎ
－

ｘｙ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｎ
－

ｙｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＝ ０，

∂Ｍｘ

∂ｘ
－ Ｃ１

∂Ｐｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ Ｃ１

∂Ｐｘｙ

∂ｙ
－ Ｑｘ ＋ Ｃ２Ｒｘ ＝ ０，

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ Ｃ１

∂Ｐｘｙ

∂ｘ
＋

∂Ｍｙ

∂ｙ
－ Ｃ１

∂Ｐｙ

∂ｙ
－ Ｑｙ ＋ Ｃ２Ｒｙ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３）
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式中 Ｃ１ ＝ １
ｎ

２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

， Ｃ２ ＝ ２
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

； Ｎ
－

ｘｘ，Ｎ
－

ｘｙ，Ｎ
－

ｙｙ 是临界屈曲载荷．

　 　

Ｎαβ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σαβｄｚ，

Ｍαβ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σαβｚｄｚ，

Ｐαβ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σαβｚｎｄｚ，

Ｑα ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σαｚｄｚ，

Ｒα ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σαｚｚｎ
－１ｄｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４）

应力⁃应变关系如下：

　 　

σｘｘ

σｙｙ

τｘｙ

τｙｚ

τｚｘ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝

Ｑ
－

１１ Ｑ
－

１２ Ｑ
－

１６ ０ ０

Ｑ
－

１２ Ｑ
－

２６ Ｑ
－

２６ ０ ０

Ｑ
－

１６ Ｑ
－

２６ Ｑ
－

６６ ０ ０

０ ０ ０ Ｑ
－

４４ Ｑ
－

４５

０ ０ ０ Ｑ
－

４５ Ｑ
－

５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

εｘ

εｙ

γｘｙ

γｙｚ

γｚｘ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

， （５）

式中

　 　

Ｑ
－

１１ ＝ Ｑ１１ｃｏｓ４θ ＋ ２（Ｑ１２ ＋ ２Ｑ６６）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ Ｑ２２ｓｉｎ４θ，

Ｑ
－

１２ ＝ （Ｑ１１ ＋ Ｑ２２ － ４Ｑ６６）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ Ｑ１２（ｓｉｎ４θ ＋ ｃｏｓ４θ），

Ｑ
－

１６ ＝ （Ｑ１１ － Ｑ１２ － ２Ｑ６６）ｓｉｎ θｃｏｓ３θ ＋ （Ｑ１２ － Ｑ２２ ＋ ２Ｑ６６）ｓｉｎ θ３ｃｏｓ θ，

Ｑ
－

２２ ＝ Ｑ１１ｓｉｎ４θ ＋ ２（Ｑ１２ ＋ ２Ｑ６６）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ Ｑ２２ｃｏｓ４θ，

Ｑ
－

２６ ＝ （Ｑ１１ － Ｑ１２ － ２Ｑ６６）ｓｉｎ θ３ｃｏｓ θ ＋ （Ｑ１２ － Ｑ２２ ＋ ２Ｑ６６）ｓｉｎ θｃｏｓ３θ，

Ｑ
－

６６ ＝ （Ｑ１１ ＋ Ｑ２２ － ２Ｑ１２ － ２Ｑ６６）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ Ｑ６６（ｓｉｎ４θ ＋ ｃｏｓ４θ），

Ｑ
－

４４ ＝ Ｑ４４ｃｏｓ２θ ＋ Ｑ５５ｓｉｎ２θ，

Ｑ
－

４５ ＝ （Ｑ５５ － Ｑ４４）ｃｏｓ θｓｉｎ θ，

Ｑ
－

５５ ＝ Ｑ５５ｃｏｓ２θ ＋ Ｑ４４ｓｉｎ２θ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（６）

θ 是纤维方向角，

　 　
Ｑ１１ ＝

Ｅ１

１ － ν１２ν２１
， Ｑ２２ ＝

Ｅ２

１ － ν１２ν２１
， Ｑ１２ ＝ ν２１Ｑ１１，

Ｑ６６ ＝ Ｇ１２， Ｑ４４ ＝ Ｇ２３， Ｑ５５ ＝ Ｇ１３， ν２１Ｅ１ ＝ ν１２Ｅ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（７）

将式（５）代入式（４），得到如下方程：

　 　 Ｎｘ ＝ Ａ１１
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｂ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｅ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ１２

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｂ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
－
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　 　 　 　 Ｃ１Ｅ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ１６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

　 　 Ｎｙ ＝ Ａ１２
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｂ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｅ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ２２

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｂ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ２６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

　 　 Ｎｘｙ ＝ Ａ１６
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｂ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｅ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ２６

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｂ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ６６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１０）

　 　 Ｍｘ ＝ Ｂ１１
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｄ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１ＥＥ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１２

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｄ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

　 　 Ｍｙ ＝ Ｂ１２
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｄ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１ＥＥ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ２２

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｄ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ２６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

　 　 Ｍｘｙ ＝ Ｂ１６
∂ｕ
∂ｘ

＋ Ｄ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１ＥＥ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ２６

∂ｖ
∂ｙ

＋ Ｄ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ６６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１３）

　 　 Ｐｘ ＝ Ｅ１１
∂ｕ
∂ｘ

＋ ＥＥ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｈ１１

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ１２

∂ｖ
∂ｙ

＋ ＥＥ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ１６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －
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　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

　 　 Ｐｙ ＝ Ｅ１２
∂ｕ
∂ｘ

＋ ＥＥ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｈ１２

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ２２

∂ｖ
∂ｙ

＋ ＥＥ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ２２

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ２６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ２６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１５）

　 　 Ｐｘｙ ＝ Ｅ１６
∂ｕ
∂ｘ

＋ ＥＥ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
－ Ｃ１Ｈ１６

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ２６

∂ｖ
∂ｙ

＋ ＥＥ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
－

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ２６

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ６６

∂ｕ
∂ｙ

＋ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ６６

∂ϕｘ

∂ｙ
＋

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ２ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６）

　 　

Ｑｘ ＝ （Ａ４５ － Ｃ２ＤＤ４５
） ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （Ａ５５ － Ｃ２ＤＤ５５

） ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｑｙ ＝ （Ａ４４ － Ｃ２ＤＤ４４
） ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （Ａ４５ － Ｃ２ＤＤ４５

） ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｒｘ ＝ （ＤＤ４５
－ Ｃ２Ｆ４５） ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （ＤＤ５５

－ Ｃ２Ｆ５５） ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｒｙ ＝ （ＤＤ４４
－ Ｃ２Ｆ４４） ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （ＤＤ４５

－ Ｃ２Ｆ４５） ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１７）

　 　

Ａｉｊ ＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ｄｚ， Ｂ ｉｊ ＝ ∑

ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚｄｚ，

Ｄｉｊ ＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚ２ｄｚ， ＤＤｉｊ

＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚｎ－１ｄｚ，

Ｅ ｉｊ ＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚｎｄｚ， ＥＥｉｊ

＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚｎ＋１ｄｚ，

Ｆ ｉｊ ＝ ∑
ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚ２ｎ－２ｄｚ， Ｈｉｊ ＝ ∑

ＮＬ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ （ｋ）
ｉｊ ∫ｚｋ＋１

ｚｋ
ｚ２ｎｄｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

将式（８） ～ （１７）代入式（３），得到用位移表示的控制微分方程如下：

　 　 Ａ１１
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Ａ１２
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ａ１６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ Ｂ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｂ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ａ１６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ａ２６
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ａ６６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｂ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ Ｂ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ －
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　 　 　 　 Ｃ１Ｅ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （１９）

　 　 Ａ１６
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Ａ２６
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ａ６６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ Ｂ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｂ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ１２

∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ａ２２
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ａ２６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｂ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｂ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ Ｂ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｅ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｅ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２０）

　 　 Ａ４５

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ５５

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２ＤＤ４５

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２ＤＤ５５

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ａ４４

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ａ４５

∂ϕｘ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２ＤＤ４４

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ２ＤＤ４５

∂ϕｘ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２ ＤＤ４５

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＤＤ５５

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë

ê
ê

　 　 　 　 Ｃ２Ｆ４５

∂ϕｙ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú
－ Ｃ２Ｆ５５

∂ϕｘ

∂ｘ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＤＤ４４

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ＤＤ４５

∂ϕｘ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２Ｆ４４

∂ϕｙ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２Ｆ４５

∂ϕｘ

∂ｙ
＋ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｃ１ Ｅ１１
∂３ｕ
∂ｘ３

é

ë
ê
ê ＋ Ｅ１２

∂３ｖ
∂ｘ２∂ｙ

＋ Ｅ１６
∂３ｕ

∂ｘ２∂ｙ
＋ ∂３ｖ

∂ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ１１

∂３ϕｘ

∂ｘ３
＋ ＥＥ１２

∂３ϕｙ

∂ｘ２∂ｙ
＋

　 　 　 　 ＥＥ１６

∂３ϕｘ

∂ｘ２∂ｙ
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１１

∂３ϕｘ

∂ｘ３
＋ ∂４ｗ

∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１２

∂３ϕｙ

∂ｘ２∂ｙ
＋ ∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１６

∂３ϕｘ

∂ｘ２∂ｙ
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ３
＋ ２ ∂４ｗ

∂ｘ３∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ１２

∂３ｕ
∂ｘ∂ｙ２

＋

　 　 　 　 Ｅ２２
∂３ｖ
∂ｙ３

＋ Ｅ２６
∂３ｕ
∂ｙ３

＋ ∂３ｖ
∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ１２

∂３ϕｘ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ＥＥ２２

∂３ϕｙ

∂ｙ３
＋ ＥＥ２６

∂３ϕｘ

∂ｙ３
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１２

∂３ϕｘ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ２２

∂３ϕｙ

∂ｙ３
＋ ∂４ｗ

∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ２６

∂３ϕｘ

∂ｙ３
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ２ ∂４ｗ

∂ｘ∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ２Ｅ１６
∂３ｕ

∂ｘ２∂ｙ
＋ ２Ｅ２６

∂３ｖ
∂ｘ∂ｙ２

＋ ２Ｅ６６
∂３ｕ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ∂３ｖ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ＥＥ１６

∂３ϕｘ

∂ｘ２∂ｙ
＋

　 　 　 　 ２ＥＥ２６

∂３ϕｙ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ２ＥＥ６６

∂３ϕｘ

∂ｘ∂ｙ２
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２Ｃ１Ｈ１６

∂３ϕｘ

∂ｘ２∂ｙ
＋ ∂４ｗ

∂ｘ３∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ２Ｃ１Ｈ２６

∂３ϕｙ

∂ｘ∂ｙ２
＋ ∂４ｗ

∂ｘ∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２Ｃ１Ｈ６６

∂３ϕｘ

∂ｘ∂ｙ２
＋

∂３ϕｙ

∂ｘ２∂ｙ
＋ ２ ∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
＋
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　 　 　 　 Ｎ
－

ｘｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ２Ｎ
－

ｘｙ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｎ
－

ｙｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＝ ０， （２１）

　 　 Ｂ１１
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Ｂ１２
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ１６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ Ｄ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｄ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ＥＥ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１６

∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ２６
∂２ｖ
∂ｙ２

＋

　 　 　 　 Ｂ６６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｄ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ Ｄ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ＥＥ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ４５ ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ５５ ϕｘ ＋ ∂ｗ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ２Ｃ２ＤＤ４５
ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２Ｃ２ＤＤ５５

ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２

２Ｆ４５ ϕｙ ＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ２
２Ｆ５５ ϕｘ ＋ ∂ｗ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ Ｅ１１

∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê ＋ Ｅ１２

∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｅ１６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ＥＥ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ＥＥ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１１

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１２

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ１６

∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋

　 　 　 　 Ｅ２６
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ｅ６６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ＥＥ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋

　 　 　 　 ＥＥ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ２６

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ６６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
＝ ０， （２２）

　 　 Ｂ１６
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ Ｂ２６
∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ６６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｄ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ Ｄ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｄ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ＥＥ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ１２

∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｂ２２
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ｂ２６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｄ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｄ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ Ｄ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ＥＥ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１ＥＥ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ＥＥ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －
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　 　 　 　 Ａ４４ ϕｙ ＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ４５ ϕｘ ＋ ∂ｗ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２Ｃ２ＤＤ４４

ϕｙ ＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２Ｃ２ＤＤ４５

ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ２
２Ｆ４４ ϕｙ ＋ ∂ｗ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ２

２Ｆ４５ ϕｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１ Ｅ１６

∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê ＋ Ｅ２６

∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

＋

　 　 　 　 Ｅ６６
∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ ∂２ｖ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＥＥ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ＥＥ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ＥＥ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ１６

∂２ϕｘ

∂ｘ２
＋ ∂３ｗ

∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ２６

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ６６

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ２
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ１２

∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｅ２２
∂２ｖ
∂ｙ２

＋ Ｅ２６
∂２ｕ
∂ｙ２

＋ ∂２ｖ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ＥＥ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ＥＥ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ＥＥ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ１２

∂２ϕｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ ∂３ｗ

∂ｘ２∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｃ１Ｈ２２

∂２ϕｙ

∂ｙ２
＋ ∂３ｗ

∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃ１Ｈ２６

∂２ϕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ϕｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ ∂３ｗ

∂ｘ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
＝ ０． （２３）

简支边界条件如下：

　 　
ｘ ＝ ０， ａ： ｖ ＝ ０， ϕｙ ＝ ０， ｗ ＝ ０， Ｍｘ － Ｃ１Ｐｘ ＝ ０， Ｎｘ ＝ ０，

ｙ ＝ ０， ｂ： ｕ ＝ ０， ϕｘ ＝ ０， ｗ ＝ ０， Ｍｙ － Ｃ１Ｐｙ ＝ ０， Ｎｙ ＝ ０ ．{ （２４）

２　 求 解 方 法

　 　

ｕ ＝ ∑
∞

ｒ ＝ １
∑
∞

ｓ ＝ １
Ｕｒｓｃｏｓ（αｘ）ｓｉｎ（βｙ），

ｖ ＝ ∑
∞

ｒ ＝ １
∑
∞

ｓ ＝ １
Ｖｒｓｓｉｎ（αｘ）ｃｏｓ（βｙ），

ｗ ＝ ∑
∞

ｒ ＝ １
∑
∞

ｓ ＝ １
Ｗｒｓｓｉｎ（αｘ）ｓｉｎ（βｙ），

ϕｘ ＝ ∑
∞

ｒ ＝ １
∑
∞

ｓ ＝ １
Ｘｒｓｃｏｓ（αｘ）ｓｉｎ（βｙ），

ϕｙ ＝ ∑
∞

ｒ ＝ １
∑
∞

ｓ ＝ １
Ｙｒｓｓｉｎ（αｘ）ｃｏｓ（βｙ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２５）

式中， α ＝ ｒπ ／ ａ， β ＝ ｓπ ／ ｂ，ｒ 和 ｓ 是 ｘ，ｙ 方向的半波数．
将式（２５）代入式（１９） ～ （２３），可以得到如下的方程：

　 　 （Ｋ － Ｎ
－
Ｍ）Δ ＝ ０，　 　 ΔＴ ＝ {Ｕｒｓ，Ｖｒｓ，Ｗｒｓ，Ｘｒｓ，Ｙｒｓ } ， （２６）

式中， Ｋ为刚度矩阵，Ｎ
－
是临界屈曲载荷，Ｍ为质量矩阵．方程（２６） 有非零解的充分必要条件是

（Ｋ － Ｎ
－
Ｍ） 的行列式为零，通过求解方程 ｄｅｔ［Ｋ － Ｎ

－
Ｍ］ ＝ ０， 临界屈曲载荷可以被求出．

３　 数 值 算 例

复合材料层合板每层的材料属性如下：
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Ｅ１

Ｅ２

＝ １０，２０，３０，４０； Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．６Ｅ２； Ｇ２３ ＝ ０．５Ｅ２； ν ２１ ＝ ν １２

Ｅ１

Ｅ２
， ν １２ ＝ ０．２５．

下式被用来对屈曲载荷进行无量纲处理：

　 　 Ｎ
－
＝
Ｎ
－

ｘｘａ２

Ｅ２ｈ３ ． （２７）

表 １ 列出了简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴载荷 （Ｎ
－

ｘｙ ＝ ０，Ｎ
－

ｙｙ ＝ ０） 作

用下的临界屈曲载荷．表 ２ 列出了简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴

载荷作用下的临界屈曲载荷．表 ３ 列出了简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／
９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴载荷作用下的临界屈曲载荷．通过表 １～３ 可以看出，本文结果与参考

文献中的结果具有较好的一致性．
表 １　 简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴载荷作用下的临界屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ

（０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｌｏａｄ

ｍｅｔｈｏｄ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ １０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４０

ｒｅｆ． ［１４］ ５．３８７ ９．８３３ １４．８９８ １８．８９２ ２２．１５３

ｒｅｆ． ［１５］ ５．３９３ ９．９４０ １５．２９８ １９．６７４ ２３．３４０

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ３ ５．３８９ ９．８３２ １４．８８９ １８．８７７ ２２．１２０

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ５ ５．３９９ ９．８７７ １５．０００ １９．０５５ ２２．３６１

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ７ ５．４０８ ９．９１８ １５．１０４ １９．２２８ ２２．６０１

表 ２　 简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴载荷

作用下的临界屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ

（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｌｏａｄ

ｍｅｔｈｏｄ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ １０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４０

ｒｅｆ． ［１４］ ５．４０４ １０．０８８ １５．７９１ ２０．５９１ ２４．６９

ｒｅｆ． ［１５］ ５．４０９ １０．１５ １６．００８ ２０．９９９ ２５．３０８

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ３ ５．４０６ １０．０８９ １５．７８７ ２０．５７８ ２４．６７５

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ５ ５．４１２ １０．１ １５．８０４ ２０．６０２ ２４．７１２

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ７ ５．４２ １０．１２７ １５．８６９ ２０．７１３ ２４．８７３

表 ３　 简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 在单轴载荷

作用下的临界屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ

（０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｌｏａｄ

ｍｅｔｈｏｄ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ １０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ２０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ３０ Ｅ１ ／ Ｅ２ ＝ ４０

ｒｅｆ． ［１４］ ５．４０９ １０．１７６ １６．１０６ ２１．１９１ ２５．６０８

ｒｅｆ． ［１５］ ５．４３１ １０．１９７ １６．１７２ ２１．３１５ ２５．７９

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ３ ５．４１２ １０．１７７ １６．１ ２１．１７８ ２５．５８４

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ５ ５．４１８ １０．１９５ １６．１４３ ２１．２４８ ２５．６８３

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｎ ＝ ７ ５．４２５ １０．２２１ １６．２０６ ２１．３５６ ２５．８４２

　 　 图 １、２ 所示为三层和四层板的临界屈曲载荷随模量比的变化．从图 １、２ 可以看出，随着模

量比的增加，临界屈曲载荷逐渐增加， ｎ 值越大，临界屈曲载荷越大．

４５３１ 基于 ｎ 阶剪切变形理论的复合材料层合板屈曲分析



图 １　 简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） 图 ２　 简支复合材料层合板（０° ／ ９０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０）

在单轴载荷作用下的临界屈曲载荷 在单轴载荷作用下的临界屈曲载荷

随 Ｅ１ ／ Ｅ２ 的变化 随 Ｅ１ ／ Ｅ２ 的变化

Ｆｉｇ． １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ

（０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｌｏａｄ （０° ／ ９０° ／ ９０° ／ ０°， ａ ／ ｈ ＝ １０） ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ

ｗｉｔｈ Ｅ１ ／ Ｅ２ ｌｏａｄ ｗｉｔｈ Ｅ１ ／ Ｅ２

４　 结　 　 论

本文采用 ｎ 阶剪切变形理论分析了复合材料层合板的屈曲问题，采用虚功原理，推导出了

复合材料层合板在面内载荷作用下临界屈曲的控制微分方程．结合数值算例，对简支复合材料

层合板在单轴载荷作用下的临界屈曲载荷进行了分析和计算．数值计算结果表明，本文的 ｎ 阶

理论在屈曲载荷计算方面具有较高的精度．
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ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２０１３， ３７： ３３６⁃３４３．

［１３］　 ＸＩＡＮＧ Ｓ， ＫＡＮＧ Ｇ Ｗ， ＬＩＵ Ｙ Ｑ． Ａ ｎｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１４， １１１：
２２４⁃２３１．

［１４］　 ＦＥＲＲＥＩＲＡ Ａ Ｊ Ｍ， ＲＯＱＵＥ Ｃ Ｍ Ｃ， ＮＥＶＥＳ Ａ Ｍ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ａｎｄ
ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ａ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏ⁃
ｒｙ［Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１１， ４９（７）： ８０４⁃８１１．

［１５］　 ＰＵＴＣＨＡ Ｎ Ｓ， ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｎａｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ
ａ ｍｉｘｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｒｅｆｉｎｅｄ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， １９８６，
１０４（２）： ２８５⁃３００．

６５３１ 基于 ｎ 阶剪切变形理论的复合材料层合板屈曲分析



Ｂｕｃｋｌｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｌａｍｉｎａｔｅ Ｐｌａｔｅｓ Ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｎｔｈ⁃Ｏｒｄｅｒ Ｓｈｅａｒ Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ

ＳＨＩ Ｆｅｎｇ１，　 ＭＡ Ｈｏｎｇｙｉｎｇ１，　 ＳＵＮ Ｙｉｚｈｅｎ１，
ＸＩＡＮＧ Ｓｏｎｇ２，　 ＷＡＮＧ Ｙａｎｂｉｎｇ２，　 ＬＵＡＮ Ｔｉｎｇｔｉｎｇ１

（１． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ Ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ Ｄｉｇｉｔａｌ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ， Ｓｈｅｎｙａｎｇ Ｏｐｅｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０００３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｌｉａｏｎｉｎｇ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｇｅｎｅｒａｌ Ａｖｉａｔｉｏｎ， Ｓｈｅｎｙａｎｇ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０１３６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅｓ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ． Ｔｈｅ ｖｉｒｔｕａｌ ｗｏｒｋ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ ｌｏａｄｓ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｓ ｓｈｏｗｓ ｇｏｏｄ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｈｉｇｈ ｃａｌｃｕｌａ⁃
ｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ； ｂｕｃｋｌｉｎｇ； ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ； ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ ｌｏａｄ； ｎｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ

７５３１石 峰　 　 马洪英　 　 孙义真　 　 项 松　 　 王艳冰　 　 栾婷婷


