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摘要：　 讨论了一类高阶非线性积分⁃微分奇异扰动系统稳态 Ｒｏｂｉｎ 问题．首先， 建立了高阶非线性

非局部微分系统解的微分不等式理论．然后，构造了问题的外部解，并利用局部坐标系求得了边界

层校正项，从而得到了解的形式渐近表示式．最后，利用微分不等式理论，证明了解的渐近表示式的

一致有效性．
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引　 　 言

当今非线性奇异扰动问题已被十分注重［１］，对奇异扰动渐近方法的研讨也已广泛深入．定
性和定量地讨论非线性奇异扰动问题有很多渐近的近似方法，并且也在被不断地改进和更新．
非线性奇异扰动问题，在自然学科的研究中，例如在量子物理、大气物理、生态环境、流行性病

传播、孤立子等方面都有很多的应用．对非线性方程奇异扰动模型求渐近解也引起了科学研究

者们的关注，成为了当今热门的研究课题．如 Ｐａｐａｇｅｏｒｇｉｏｕ 和 Ｗｉｎｋｅｒｔ［２］、Ｄａｒａｇｈｍｅｈ［３］、Ｇｏｌｏｖａ⁃
ｔｙ［４］、Ｋｏｓｈｋｉｎ 和 Ｊｏｖａｎｏｖｉｃ［５］、Ｓａｌａｔｈｉｅｌ 等［６］以及 Ａｍｔｏｎｔｓｅｖ 和 Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ［７］都已做了富有成果的

工作．
在自然界中，有很多对局部区域物理量的研究有时还要依赖于在整体区域中的数据，对这

类问题的讨论就属于非局部问题模型的研究．利用非线性微分不等式等方法［８⁃９］，笔者也做了

某些奇异扰动的问题研究［１０⁃２１］ ．本文提出了一类非线性非局部积分⁃微分系统的稳态奇异扰动

边值问题，利用改进的奇异扰动理论和微分不等式、多重尺度变量等方法得到了相应模型一致

有效的渐近解．
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今考虑如下 ２ｎ 阶非线性非局部积分⁃微分奇异扰动系统稳态 Ｒｏｂｉｎ 问题：
　 　 μ２ｎＬｎ

ｉ ｗ ｉ ＋ Ｔｉｗ ｉ ＝ ｆｉ（ｘ，μｗ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω， （１）
　 　 Ｂ ｊ

ｉｗ ｉ ＝ ｇ ｊｉ（ｘ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω， （２）
其中 μ 为正的小参数，

　 　 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘＭ），ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ），Ｔｗ ＝ （Ｔ１ｗ１，Ｔ２ｗ２，…，ＴＮｗＮ），

　 　 Ｌｉ ＝ ∑
Ｍ

ｊ，ｋ ＝ １
ａｉ
ｊｋ（ｘ）

∂２

∂ｘ ｊ∂ｘｋ

＋ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
ｂｉ
ｊ（ｘ）

∂
∂ｘ ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ， Ｂ ｉ ＝

∂
∂ｎ－

＋ ｂｉ（ｘ），

　 　 Ｔｉｗ ｉ ＝ ∫
Ω
Ｋ ｉ（ｘ，ｙ）ｗ ｉ（ｙ）ｄｙ，　 　 ｘ ∈ Ω ．

而 Ω 为 ＲＭ 中的有界区域， ∂Ω 为 Ω 的光滑边界， ∂ ／ ∂ｎ－ 为 ∂Ω 上的外法向导数， ｂｉ（ｘ） ＞ ０．积分

算子 Ｔｉ 的核 Ｋ ｉ 是 Ｈöｌｄｅｒ 连续函数．

定义 １　 设在 Ω
－
中， ｗ－ ｉ ≥ ｗ－ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）， 且

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ ｗ－ ｉ ＋ Ｔｉ ｗ－ ｉ － ｆｉ（ｘ，ｒｗ－ ） ≤ ０ ≤ μ２ｎＬｎ

ｉ ｗ
－
ｉ ＋ Ｔｉｗ

－
ｉ － ｆｉ（ｘ，μｗ

－ ），　 　 ｘ ∈ Ω，
　 　 Ｂ ｊ

ｉ ｗ－ ｉ － ｇ ｊｉ（ｘ） ≤ ０ ≤ Ｂ ｊ
ｉｗ
－
ｉ － ｇ ｊｉ（ｘ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω

成立，则分别称函数 ｗ－ ＝ （ｗ－ １，ｗ
－

２，…，ｗ－ Ｎ） 和 ｗ－ ＝ （ｗ－ １，ｗ－ ２，…，ｗ－ Ｎ） 为 ２ｎ 阶非线性非局部积分⁃微
分奇异扰动系统稳态 Ｒｏｂｉｎ 问题 （１）、（２）的上解和下解．

我们做如下假设：

（Ｈ１） Ｌｉ 是在 Ω
－
上的一致椭圆型算子， Ｌｉ 和 Ｂ ｉ 的系数： ａｉ

ｊｋ，ｂｉ
ｊ，ｂｉ 以及 ｆｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 是

关于它们的变量为充分光滑的函数，且 ａｉ
ＭＭ ＞ ０．

（Ｈ２） 对于每个 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， 有一组上、下解 ［ｗ－ ，ｗ－ ］， 存在正常数 ｃｉ 使得

　 　 ｆｉ（ｘ，μｗ
－ ） － ｆｉ（ｘ，μｗ－ ） ＋ ｃｉ（ｗ

－
ｉ － ｗ－ ｉ） ≥ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω

－
．

１　 建立微分不等式

设 ｗ０ ≡ （ｗ０
１，ｗ０

２，…，ｗ０
Ｎ） 是在 ｘ ∈ Ω

－
上的一个函数， {ｗｍ } 是一个序列，其中 ｗｍ ＝ （ｗｍ

１ ，
ｗｍ

２ ，…，ｗｍ
Ｎ）（ｍ ＝ １，２，…） 为如下线性 Ｒｏｂｉｎ 边值问题的解：

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ ｗｍ

ｉ ＋ Ｔｉｗｍ
ｉ ＋ ｃｉｗｍ

ｉ ＝ ｃｉｗｍ－１
ｉ ＋ ｆｉ（ｘ，μｗｍ－１），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω， （３）

　 　 Ｂ ｊ
ｉｗｍ

ｉ ＝ ｇｉ（ｘ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω ． （４）
现有如下定理．
定理 １　 在假设（Ｈ１）、（Ｈ２）下，设 ｗ－ ０ ＝ ｗ－ ，ｗ－

０ ＝ ｗ－ ， 由问题（３）、（４）给出的序列 {ｗ－ ｍ } 和

{ｗ－
ｍ } ， 它们有如下性质：
　 　 ｗ－ ｉ ＝ ｗ－

０
ｉ ≤ ｗ－

１
ｉ ≤ … ≤ ｗ－

ｍ
ｉ ≤ … ≤ ｗ－ ｍ

ｉ ≤ … ≤ ｗ－ １
ｉ ≤ ｗ－ ０

ｉ ＝ ｗ－ ，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω
－

ｉ ． （５）

证明　 设 ｖ－ ０
ｉ ＝ ｗ－ ０

ｉ － ｗ－ １
ｉ ∈ Ω

－

１，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．于是有

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ ｖ
－ ０
ｉ ＋ Ｔｉｖ

－ ０
ｉ ＋ ｃｉｖ

－ ０
ｉ ＝ μ２ｎＬｎ

ｉ（ｗ
－ ０
ｉ － ｗ－ １

ｉ ） ＋ Ｔｉ（ｗ
－ ０
ｌ － ｗ－ １

ｉ ） ＋ ｃｉ（ｗ
－ ０
ｉ － ｗ－ １

ｉ ） ＝
　 　 　 　 ｃｉ（ｗ

－ ０
ｉ － ｗ－ １

ｉ ） ＋ ｆｉ（ｘ，μｗ
－ ０
ｉ ） － ｆｉ（ｘ，μｗ

－ １
ｉ ） ≥ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω，

　 　 Ｂ ｊ
ｉｖ
－ ０
ｉ ＝ Ｂ ｊ

ｉ（ｗ
－ ０
ｉ － ｗ－ １

ｉ ） ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω ．

由积分⁃微分系统的极值原理［１⁃２］，在 Ω
－
中， ｖ－ ０

ｉ ≥ ０， 即

５８２１徐　 建　 中　 　 　 汪　 维　 刚　 　 　 莫　 嘉　 琪



　 　 ｗ－ １
ｉ ≤ ｗ－ ０

ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω
－
．

同样可得

　 　 ｗ－
１
ｉ ≥ ｗ－

０
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω

－
．

再设 ｖ１ｉ ＝ ｗ－ １
ｉ － ｗ－

１
ｉ ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， 则有

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ ｖ１ｉ ＋ Ｔｉｖ１ｉ ＋ ｃｉｖ１ｉ ＝ ｒ２ｎＬｎ

ｉ（ｗ
－ １
ｉ － ｗ－

１
ｉ ） ＋ Ｔｉ（ｗ

－ １
ｉ － ｗ－

１
ｉ ） ＋ ｃｉ（ｗ

－ １
ｉ － ｗ－

１
ｉ ） ＝

　 　 　 　 （ｃｉｗ
－ ０
ｉ ＋ ｆｉ（ｘ，μｗ

－ ０）） － （ｃｉ ｗ－
０
ｉ ＋ ｆｉ（ｘ，μ ｗ－

０）） ≥ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω，
　 　 Ｂ ｊ

ｉｖ１ｉ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω ．
故有 ｗ－ １

ｉ ≥ ｗ－
１
ｉ ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

这时便有

　 　 ｗ－
０
ｉ ≤ ｗ－

１
ｉ ≤ ｗ－ １

ｉ ≤ ｗ－ ０
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω

－
．

再由归纳法，可得式（５）成立，定理 １ 证毕．
由定理 １ 不难得知， 如下非局部积分⁃微分奇异扰动系统 Ｒｏｂｉｎ 问题（１）、 （２）解的存在性

定理．
定理 ２　 在假设（Ｈ１）、（Ｈ２）下，设 ｗ－ ，ｗ－ 为问题（１）、（２）的一对上下解，则 ２ｎ 阶非线性非

局部积分⁃微分奇异扰动系统稳态 Ｒｏｂｉｎ 问题（１）、（２）存在一组解 ｗ∗ ＝ （ｗ∗
１ ，ｗ∗

２ ，…，ｗ∗
Ｎ ） ．

２　 构造外部解

设 ２ｎ 阶非线性非局部奇异扰动稳态系统 Ｒｏｂｉｎ 问题（１）、（２）的外部解 Ｚ ＝ （Ｚ１，Ｚ２，…，
ＺＮ） 为

　 　 Ｚ ｉ ＝ ∑
∞

ｓ ＝ ０
ｚｉｓ（ｘ）μｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω

－
． （６）

将式（６）代入奇异扰动稳态系统（１），按 μ 的幂展开，依次可得

　 　 Ｔｉｚｉ０ ＝ ｆｉ（ｘ，０），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω， （７）
　 　 Ｔｉｚｉｓ ＝ Ｆ ｉｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，…， （８）

其中

　 　 Ｆ ｉｓ ＝
１
ｓ！

∂ｓ

∂μｓ [ ｆｉ ( ｘ，∑
∞

ｔ ＝ ０
ｚｉｔ（ｘ）μｔ ＋１ ) ] － [ε２ｎＬｎ

ｉ (∑
∞

ｔ ＝ ０
ｚｉｔ（ｘ）μｔ ) ]é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

μ ＝ ０
，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，… ．
它们是逐次已知的函数．

由式（７）可得

　 　 ∫
Ω
Ｋ ｉ（ｘ，ｙ） ｚｉ０（ｙ）ｄｙ ＝ ｆｉ（ｘ，０），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω ． （９）

积分系统（９）可以得到一组解 ｚｉ０（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．
由式（８）可得

　 　 ∫
Ω
Ｋ ｉ（ｘ，ｙ） ｚｉｓ（ｙ）ｄｙ ＝ Ｆ ｉｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，…， ｘ ∈ Ω ． （１０）

同样地，由 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分系统（１０）可以依次得到解 ｚｉｓ（ｘ）， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，… ．
将得到的 ｚｉｓ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ ０，１，２，… 代入式（６），便得到 ２ｎ 阶非线性非局部奇异

扰动稳态系统的外部解 Ｚ ＝ （Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＮ） ．但是微分⁃积分稳态系统的外部解 Ｚ 未必满足

６８２１ 一类高阶非线性奇异扰动非局部稳态系统 Ｒｏｂｉｎ 问题



Ｒｏｂｉｎ 边界条件（２）．故尚需求出边界层校正项 Ｖ ．

３　 构造边界层校正

在 ∂Ω 的邻域内建立局部的坐标系 （ρ，θ） ．设它在 ∂Ω 的邻域内的每一点 Ｑ 的坐标 ρ（≤
ｄ） 为点 Ｑ 到 ∂Ω的距离，其中 ｄ为足够小的正常数，使得在 ∂Ω上的每点的内法线在邻域 ０≤ ρ
≤ ｄ 内互不相交．而 θ ＝ （θ１，θ２，…，θＭ－１） 是点 Ｑ 在 ∂Ω上的内法线交点的一个 Ｍ － １ 维非奇异

的局部坐标系．这时在边界 ∂Ω 的邻域 ０ ≤ ρ ≤ ｄ 内有

　 　 Ｌｉ ＝ αｉ
ＭＭ

∂２

∂ρ２
＋ ∑

Ｍ－１

ｊ ＝ １
αｉ

ｊＭ
∂２

∂ρ∂θ ｊ

＋ ∑
Ｍ－１

ｊ，ｋ ＝ １
αｉ

ｊｋ
∂２

∂θ ｊ∂θｋ

＋ βｉ
Ｍ

∂
∂ρ

＋ ∑
Ｍ－１

ｊ ＝ １
βｉ
ｊ
∂
∂θ ｊ

，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

这里

　 　 αＭＭ ＝ ∑
Ｍ

ｊ，ｋ ＝ １
ａ ｊｋ

∂ρ
∂ｘ ｊ

∂ρ
∂ｘｋ

，

α ｊＭ，α ｊｋ，βＭ，β ｊ 的表示式在此从略．
在 ０ ≤ ρ ≤ ｄ 内，作多重尺度变量［１⁃２］：

　 　 ζ ＝ ｐ（ρ，θ）
μ

，　 　 ρ－ ＝ ρ， θ
－ ＝ θ， （１１）

这里 ｐ（ρ，θ） 待定， 它将在下面选定．为了书写方便， 以下仍用 ρ 代替 ρ－， θ 代替 θ
－
．再由式（１１）

可得

　 　 Ｌ ＝ １
μ２ Ｑ０ ＋ １

μ
Ｑ１ ＋ Ｑ２， （１２）

这里 Ｑ０，Ｑ１，Ｑ２ 分别为

　 　 Ｑ０ ＝ αＭＭｐ２
ρ
∂２

∂ζ２，

　 　 Ｑ１ ＝ ２αＭＭｐ２
ρ

∂２

∂ζ∂ρ
＋ αＭＭｐρρ

∂
∂ζ

＋ ∑
Ｍ－１

ｊ ＝ １
αＭＭｐρ

∂２

∂ζ∂θ ｊ

＋ αＭｐρ
∂
∂ζ

，

　 　 Ｑ２ ＝ αＭＭ
∂２

∂ρ２
＋ ∑

Ｍ－１

ｊ ＝ １
αＭｊ

∂２

∂ρ∂θ ｊ

＋ ∑
Ｍ－１

ｊ，ｋ ＝ １
α ｊｋ

∂２

∂θ ｊ∂θｋ

＋ αＭ
∂
∂ρ

＋ ∑
Ｍ－１

ｊ ＝ １
α ｊ

∂
∂θ ｊ

．

选取

　 　 ｐρ ＝
１
αＭＭ

，

即

　 　 ｐ ＝ ∫ρ
０

１
αＭＭ

ｄρ，

这时

　 　 Ｑ０ ＝ ∂２

∂ζ２ ．

设 ２ｎ 阶非线性非局部奇异扰动稳态系统模型（１）、（２）的解 （ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ） 为

　 　 ｗ ｉ ＝ Ｚ ｉ ＋ Ｖｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１３）
这里
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　 　 Ｖｉ ～ ∑
∞

ｓ ＝ ０
ｖｉｓ（ρ，θ）μｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１４）

将式（６）、（１４）代入式（１）、（２），按 μ 幂级数展开，再令 μｓ（ ｓ ＝ ０，１，…） 的系数为零，得到

　 　
∂２Ｎｖｉ０
∂ζ２Ｎ

＋ Ｔｉｖｉ０ ＝ ｆｉ（ρ，θ，０） － ｆｉ（ρ，θ，０），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１５）

　 　 Ｂ ｊ
ｉｖｉ０ ＝ ｇｉ（０，φ） － Ｂ ｊ

ｉ（Ｕｉ００ ＋ ｚｉ００），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１６）

　 　
∂２Ｎｖｉｓ
∂ζ２Ｎ

＋ Ｔｉｖｉｓ ＝ Ｇ ｉｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，…， （１７）

　 　 Ｂ ｊ
ｉｖｉｓ ＝ － Ｂ ｊ

ｉ（Ｕｉｓ ＋ ｚｉｓ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ １，２，…， （１８）
其中 Ｇ ｉｓ 为逐次已知的函数，其表示式从略．

由 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分⁃微分系统（１５）、（１６）以及式（１７）、（１８）和假设（Ｈ１）、（Ｈ２），能够依次得

到具有衰减性态的解 ｖｉｓ（ρ，θ）， 并有性质：

　 　 ｖｉｓ（ρ，θ） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋｉｓ
ρ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ ０，１，…， （１９）

其中 ｋｉｓ 为适当小的正常数．
再引入一个充分光滑的分隔函数 η（ρ）， 使得

　 　 η（ρ） ＝
１，　 　 ０ ≤ ρ ≤ ｄ

３
，

０，　 　 ２
３

ｄ ≤ ρ ≤ ｄ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

取 ｖ－ ｉｓ ＝ ηｖｉｓ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｓ ＝ ０，１，…）， 为了书写方便，在下面我们仍用 ｖｉｓ 来代替 ｖ－ ｉｓ ．
将 ｖｉｓ（ρ，θ） 代入式（１４），便得到具有边界层校正性质的函数 Ｖ ＝ （Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｍ） ．
由式（１３）、（６）和（１４），便有 ２ｎ 阶非线性非局部奇异扰动稳态系统模型（１）、（２）的形式

渐近解 （ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ）， 并且

　 　 ｗ ｉ ＝ ∑
ｍ

ｓ ＝ ０
（ ｚｉｓ ＋ ｖｉｓ）μｓ ＋ Ｏ（μｍ＋１），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω

－
， ０ ＜ μ ≪ １， （２０）

这里 ｍ 为任意大的正整数．

４　 渐近解的一致有效性

下面来证明由式（２０）表示的奇异扰动稳态系统模型（１）、（２）的形式渐近解 （ｗ１，ｗ２，…，
ｗＮ） 的一致有效性．

定理 ３　 在假设（Ｈ１）、（Ｈ２）下， ２ｎ 阶非线性非局部奇异扰动稳态系统 Ｒｏｂｉｎ 问题（１）、
（２）存在一组解 （ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ）， 并具有一致有效的渐近式（２０）．

证明　 首先构造如下辅助函数：
　 　 Ｒ ｉ ＝ Ｙｉ － ｈｉλ， Ｓｉ ＝ Ｙｉ ＋ ｈｉλ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２１）

其中 ｈｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 为待定的正常数，而

　 　 Ｙｉ ＝ ∑
ｍ

ｓ ＝ ０
（ ｚｉｓ ＋ ｖｉｓ）μｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

显然有

　 　 Ｒ ｉ ≤ Ｓｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω
－
． （２２）
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由假设存在正常数 Ｄｉ１（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）， 在 ｘ ∈ ∂Ω 上

　 　 ［Ｂ ｊ
ｉＲ ｉ］ ∂Ω ＝ Ｂ ｊ

ｉ ∑
ｍ

ｓ ＝ ０
（ ｚｉｓ ＋ ｖｉｓ）μｓ － ｑｉλ[ ][ ]

∂Ω
≤

　 　 　 　 ｇ ｊｉ（ｘ） ＋ （Ｄｉ１ － ｒｉ）λ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ ∂Ω
成立．选取 ｒｉ ≥ Ｄｉ１， 便有

　 　 ［Ｂ ｊ
ｉＲ ｉ］ ∂Ω≤ ｇ ｊｉ（ｘ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （２３）

同理可得

　 　 ［Ｂ ｊ
ｉＳｉ］ ∂Ω≥ ｇ ｊｉ（ｘ），　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （２４）

现证

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ Ｒ ｉ ＋ ＴｉＲ ｉ － ｆｉ（ｘ，μＲ ｉ） ≤ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω， （２５）

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ Ｓｉ ＋ ＴｉＳｉ － ｆｉ（ｘ，μＳｉ） ≥ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘ ∈ Ω ． （２６）

现分如下三种情形：
 Ω ＼（ρ ≤ （２ ／ ３）ｄ）；  （１ ／ ３）ｄ ≤ ρ ≤ （２ ／ ３）ｄ；  ０ ≤ ρ ≤ （１ ／ ３）ｄ ．
现只证明情形，其余的情形类似．
当 ０ ≤ ρ ≤ （１ ／ ３）ｄ 时，由中值定理及关系式（６）、（１４）和（２０）对于 ｒ 足够小，存在正常数

Ｄｉ２（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）， 使得

　 　 μ２ｎＬｎ
ｉ Ｒ ｉ ＋ ＴｉＲ ｉ － ｆｉ（ｘ，μＲ ｉ） ＝

　 　 　 　 ｒ２ｎＬｎ
ｉ Ｙｉ ＋ ＴｉＹｉ － ｆｉ（ｘ，μＹｉ） － ｑｉλ ＋ ［ ｆｉ（ｘ，μＹｉ） － ｆｉ（ｘ，μＹｉ － ｑｉλ）］ ≤

　 　 　 　 [∫
Ω
Ｋ ｉ（ｘ，ｙ） ｚｉ０（ｙ）ｄｙ － ｆｉ（ｘ，０） ] ＋ ∑

ｍ

ｓ ＝ １
[∫

Ω
Ｋ ｉ（ｘ，ｙ） ｚｉｓ（ｙ）ｄｙ － Ｆ ｉｓ ]μｓ ＋

　 　 　 　
∂２Ｎｖｉ０
∂ζ２Ｎ

＋ Ｔｉｖｉ０ － ［ ｆｉ（ρ，θ，０） － ｆｉ（ρ，θ，０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｓ ＝ １

∂２Ｎｖｉｓ
∂ζ２Ｎ

－ Ｔｉｖｉｓ － Ｇ ｉｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ μｓ ＋ （Ｄｉ２ － ｈｉ）λ ＝ （Ｄｉ２ － ｈｉ）λ ＝

　 　 　 　 （Ｄｉ２ － ｑｉ）λ ．
最后，选取 ｈｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ），使得 ｈｉ ≥Ｄｉ２，这时我们便证明了不等式（２５）．同理，不等式

（２６）也成立．
由式（２２） ～ （２６）知，式（２１）中的 （Ｒ１，Ｒ２，…，ＲＮ） 和（Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮ） 分别是 ２ｎ 阶非线性

非局部奇异扰动稳态系统 Ｒｏｂｉｎ 问题（１）、（２）的下解和上解，由定理 １ 和定理 ２ 知，Ｒｏｂｉｎ 问

题（１）、（２）存在一个解 （ｗ∗
１ ，ｗ∗

２ ，…，ｗ∗
Ｎ ）， 并成立 Ｒ ｉ ≤ ｗ∗

ｉ ≤ Ｓｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，ｘ∈ Ω
－
．于是由

式（２１），关系式（２０）在 ｘ ∈ Ω
－
上一致有效地成立．定理 ３ 证毕．

５　 结　 　 论

近来对非线性奇异扰动问题的研究优化了许多渐近方法．本文讨论了一类非线性非局部

奇异扰动稳态系统 Ｒｏｂｉｎ 问题，利用微分不等式等理论，得到了系统解的渐近解析表示式，且
证明了它的一致有效性．本文所述的方法简捷，还能通过渐近解继续进行解析运算，进一步得

到其他相关物理量及其性态，而一般运用单纯的数值模拟方法未必能达到．故本文通过对一类

奇异扰动稳态系统的物理问题的研讨，具有较广泛的研究应用前景．
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