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摘要：　 研究了连续多段梁的自由振动特性．为区别于诸简支等传统约束边界，提出了弹性约束边

界下多段梁结构的自由振动特性分析方法．首先根据谱几何法，在传统 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的基础上添加

四个辅助函数，构造了多段 Ｅｕｌｅｒ 梁中每段的横向位移函数．其次，将位移函数的假设谱几何形式

代入多段梁结构的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数得到新的表达式，由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理将自由振动问题化成矩阵特征

值形式，从而求解出任意弹性边界条件下多段梁的自振频率和模态．针对四个具体算例，通过改变

边界处弹簧刚度值可求得不同边界条件下连续多段梁的自振频率和模态．与已有文献的结果比较，
充分验证了该文方法的正确性、规范性和高效性．
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引　 　 言

梁结构广泛应用于建筑、航空航天和机械等工程领域．梁结构的振动问题是经典问题，多
年来相关学者进行了大量的研究．Ｚｈａｎｇ 等［１］ 使用变量分离结合传递矩阵方法导出梁的特征

方程，阐述了具有不等跨度、可变横截面以及不连续性的任意性梁的几何特征．刘鹏等［２］ 采用

样条有限点法，研究了变截面 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁的振动特性．田耀宗等［３］ 针对一端可看作固定

约束的轴向运动悬臂梁，基于连续体的模态叠加法推导了轴向运动梁动力响应的计算公式，并
做实例计算．对三种常见类型梁（Ｅｕｌｅｒ 梁、Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁）的多跨结构的自由振动

问题，刘向尧等［４］建立了动力学模型并应用参数变易法分析，推导出梁振动的频率方程．这些

研究大多是对等截面梁或者是截面尺寸有线性变化的梁进行研究．
对于截面尺寸突然变化的连续多段梁结构的研究已有多种解析方法，如李顺才等［５］ 利用

分离变量法假设梁的一种解析模态解，然后利用连续性条件和边界条件求解得到了阶梯梁的

频率方程．李道奎等［６］通过分布传递函数和 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的方法，得到了任意分段常轴压阶梯

梁的自由振动的统一封闭解析解．Ｆａｒｇｈａｌｙ 等［７］ 研究了轴向受载的多跨阶梯 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在

一般端部约束条件下的振动特性，基于梁微分方程的解析解建立了频率方程的整体系数矩阵，
并根据相关公式进行了参数分析．Ｌｉ［８］引入旋转弹簧模拟梁中的裂纹并得到多段梁振动模型，
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根据梁弯曲的基本解给出相邻段梁挠度的递推关系式，并利用两端边界条件对应线性齐次方

程组有解的条件，解决了系统的振动问题．
综合研究现状知，大多数研究仅限于经典的边界条件或者某些特定的弹性边界，缺乏一种

通用的方法来适应各种任意弹性边界条件．为研究任意边界条件下连续多段梁的自由振动问

题，笔者建立了多段组合梁的一种简洁、规范的数值方法．具体思路如下：采用谱几何法［９⁃１０］ 构

造各段梁的位移函数，并建立全段梁的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理把多段梁的振动问

题化为标准矩阵特征值形式，得到各阶频率和振型．其中所用位移的谱几何级数是在传统 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 级数基础上增加四项辅助正弦函数［１０⁃１４］，使得梁在边界处的转角、弯矩等值可不等于零，
从而使得位移函数适用于含弹性约束的梁结构的自由振动问题．

１　 连续多段梁振动的计算模型

１．１　 几何模型

图 １ 是分析任意边界条件下连续多段梁振动特性模型图，总长为 Ｌ 的梁被分为 ｍ 段，第 ｐ
段的长度为 Ｌｐ，梁左、右两端分别设置线弹簧和旋转弹簧，左、右两端边界线弹簧的刚度分别

为 ｋ１ 和 ｋ２，左、右两端旋转弹簧的刚度分别为 Ｋ１ 和 Ｋ２ ．第 ｐ 段与 ｐ ＋ １ 段梁之间设置虚拟耦合

线弹簧和旋转弹簧，其刚度 ｋｐ，ｐ＋１ 和 Ｋｐ，ｐ＋１ 均为无穷大．

图 １　 任意边界条件下连续多段梁模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

１．２　 位移函数的谱几何法表示

对于多段梁结构，因为梁的振动方程为四阶微分方程，长度为 Ｌ 梁的位移函数 ｗ（ｘ） 要满

足三阶连续可导并且四阶导数存在，即 ｗ（ｘ） ∈ Ｃ３ ．数学上来说，位移函数 ｗ（ｘ） 可视为定义在

区间［ － Ｌ，Ｌ］ 上偶函数的一部分，如图 ２（ａ）所示，这个偶函数的经典 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开只包含

余弦项，并且 Ｆｏｕｒｉｅｒ 余弦级数能够在区间 ［０，Ｌ］ 的任一点准确收敛到函数 ｗ（ｘ） ．然而位移函

数的导数ｗ′（ｘ） 是区间［ － Ｌ，Ｌ］ 上的奇函数，会在端点处发生跳跃．因此，ｗ′（ｘ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数

展开会因为相应端点处的不连续而存在收敛性问题．
为了解决这个问题，Ｌｉ［１１］将位移函数表示为主函数和辅助函数相加的形式：
　 　 ｗ（ｘ） ＝ ｗ－ （ｘ） ＋ ｐ（ｘ）， （１）

式中，主函数

　 　 ｗ－ （ｘ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ａ ｊｃｏｓ（λ ｊｘ）， （２）

其中， Ａ ｊ 为常系数，λ ｊ ＝ ｊπ ／ Ｌ ．而对于主函数 ｗ－ （ｘ） 在区间［０，Ｌ］ 上两端连续且斜率为零，如图

２（ｂ）所示，可以看出这个函数在整个自变量区间内准确地收敛为该函数本身．为解决导数函数

的不连续问题，相关的辅助函数 ｐ（ｘ） 需满足
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　 　 ｐ′（ｘ） ｘ ＝ ０ ＝ ｗ′（ｘ） ｘ ＝ ０， ｐ′（ｘ） ｘ ＝ Ｌ ＝ ｗ′（ｘ） ｘ ＝ Ｌ， （３）
　 　 ｐ‴（ｘ） ｘ ＝ ０ ＝ ｗ‴（ｘ） ｘ ＝ ０， ｐ‴（ｘ） ｘ ＝ Ｌ ＝ ｗ‴（ｘ） ｘ ＝ Ｌ ． （４）

图 ２　 位移函数在端点处的潜在不连续及解决方法

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｙ

引入 ｐ（ｘ） 可完全解决函数一阶、二阶或是三阶导数中可能存在的导数不连续的问题，并
使函数 ｗ（ｘ） 在整个定义的区间内至少三阶导数可导，并且第四阶导数存在，从而完全满足梁

结构内位移容许函数的需求．
当辅助函数是三角函数时，对应的改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数可称为谱几何级数［１０］ ．故笔者对第 ｐ

段梁挠度采用如下谱几何形式：

　 　 ｗｐ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ａｐ， ｊｃｏｓ（λｐ， ｊｘ） ＋ ∑

－１

ｊ ＝ －４
Ａｐ， ｊｓｉｎ（λｐ， ｊｘ）， （５）

其中 Ａｐ，ｊ 为待定常数，λｐ， ｊ ＝ ｊπ ／ Ｌｐ ．相应地，设自由振动时第 ｐ 段梁的挠度随时间的变化函数为

　 　 ｗｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｗｐ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ）， （６）
式中， ω 为圆频率，ｘ ∈ ［Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ … ＋ Ｌｐ－１，Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ … ＋ Ｌｐ］ ．
１．３　 自振频率的求解

对于图 １ 所示的任意边界条件下连续多段梁结构，存在如下两部分势能：

　 　 Ｖｓ ＝
１
２

Ｅ１Ｉ１∫Ｌ１
０

ｄ２ｗ１

ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＋ １

２ ∑
ｍ

ｐ ＝ ２
ＥｐＩｐ∫Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ

Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ－１

ｄ２ｗｐ

ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ， （７）

　 　 Ｖｂ ＝ １
２

ｋ１ｗ２
１ ｜ ｘ ＝ ０ ＋ Ｋ１

ｄｗ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｘ ＝ ０

＋ ｋ２ｗ２
ｍ ｜ ｘ ＝ Ｌ ＋ Ｋ２

ｄｗｍ

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｘ ＝ Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

式中， ｗｐ 为第 ｐ段梁的挠度函数，Ｖｓ 为任意边界条件下连续多段梁结构应变能，Ｖｂ 为边界处模

拟弹簧弹性势能，Ｅｐ，Ｉｐ 分别为第 ｐ 段梁的弹性模量和截面惯性矩．
不考虑约束弹簧的质量，连续多段梁的动能为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫

Ｌ１

０
ρ（ｘ）Ｓ（ｘ）

∂ｗ１（ｘ，ｔ）
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＋ １
２ ∑

ｍ

ｐ ＝ ２
∫Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｍ

Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｍ－１

ρ（ｘ）Ｓ（ｘ）
∂ｗｐ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２

ω２∫Ｌ１
０
ρ（ｘ）Ｓ（ｘ）ｗ２

１ｄｘ ＋ １
２

ω２∑
ｍ

ｐ ＝ ２
∫Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｍ

Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｍ－１

ρ（ｘ）Ｓ（ｘ）ｗ２
ｐｄｘ， （９）

式中， Ｓ（ｘ） 为梁坐标 ｘ处的横截面面积，ρ（ｘ） 为 ｘ处的质量密度，ω 是多段梁作简谐振动时的

频率．
为保证相邻段梁位移及转角的连续性，在图 １ 中第 ｐ 与 ｐ ＋ １ 段梁之间耦合处引入竖向弹
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簧和旋转弹簧，且其刚度均为无穷大，对应的弹性势能 Ｖｃ１，Ｖｃ２ 分别如下：

　 　 Ｖｃ１ ＝ ∑
ｍ－１

ｐ ＝ １

１
２

ｋｐ，ｐ＋１（ｗｐ ｜ ｘ ＝ Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ
－ ｗｐ＋１ ｜ ｘ ＝ Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ）

２， （１０）

　 　 Ｖｃ２ ＝ ∑
ｍ－１

ｐ ＝ １

１
２

Ｋｐ，ｐ＋１（ｗ′ｐ ｜ ｘ ＝ Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ
－ ｗ′ｐ＋１ ｜ ｘ ＝ Ｌ１＋Ｌ２＋…＋Ｌｐ）

２ ． （１１）

连续多段梁结构的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数定义为

　 　 Ｌ ＝ Ｖ － Ｔ， （１２）
式中， Ｖ 表示连续多段梁结构的总势能最大值，Ｖ ＝ Ｖｓ ＋ Ｖｂ ＋ Ｖｃ１ ＋ Ｖｃ２，Ｔｍａｘ 表示结构的总动能

最大值．
将式（５） ～ （１２）代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数中，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理令 δＬ ＝ ０， 得

　 　 ∂Ｌ
∂Ａｐ， ｊ

＝ ０，　 　 ｊ ＝ － ４， － ３，…，ｑ； ｐ ＝ １，２，…，ｍ， （１３）

其中 Ａｐ， ｊ 为式（５）中的系数．
实际计算中，式（５）位移级数中 ｊ 的最大值取为自然数 ｑ，其具体取值可见后文．由式（１３）

化简得到 ｍ × （ｑ ＋ ５） 个线性方程组，矩阵化得

　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）Ａ ＝ ０， （１４）
式中， Ｋ为刚度矩阵，Ｍ为质量阵，ω 是圆频率，Ａ 是式（５）中改进 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数中未知系数组成

的列矩阵，即
　 　 Ａ ＝ ［Ａ１，－４，Ａ１，－３，…，Ａ１，，…，Ａｍ，－４，Ａｍ，－３，…，Ａｍ，ｑ］ Ｔ ． （１５）
矩形 Ｍ 的分块形式如下：

　 　 Ｍ ＝

Ｍ１

Ｍ２

⋱
Ｍｍ－１

Ｍｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１６）

其中 Ｍｐ 表示对应于第 ｐ 段梁动能项的质量矩阵．式（１４） 中含有对应于第 ｐ 与 ｐ ＋ １ 段（ｐ ＝ ２，
３，…， ｍ － １） 耦合弹簧能量的刚度矩阵，用 Ｋｐ，ｐ＋１

ｃ 表示，为方便分块表示，令

　 　 Ｋｐ，ｐ＋１
ｃ ＝

Ｋｐ，ｐ＋１
ｃ，Ⅰ Ｋｐ，ｐ＋１

ｃ，Ⅱ

Ｋｐ，ｐ＋１
ｃ，Ⅲ Ｋｐ，ｐ＋１

ｃ，Ⅳ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

其中下标Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ表示各子块．
式（１４）中矩形 Ｋ 的分块形式如下：

　 　 Ｋ ＝

Ｋｓ１ ＋ Ｋｂ１

Ｋｓ２

Ｋｓ３

Ｋｓ４

⋱
Ｋｓｍ ＋ Ｋｂｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋
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Ｋ１，２
ｃ，Ⅰ Ｋ１，２

ｃ，Ⅱ

Ｋ１，２
ｃ，Ⅲ Ｋ１，２

ｃ，Ⅳ ＋ Ｋ２，３
ｃ，Ⅰ Ｋ２，３

ｃ，Ⅱ

Ｋ２，３
ｃ，Ⅲ Ｋ２，３

ｃ，Ⅳ ＋ Ｋ３，４
ｃ，Ⅰ

⋱
Ｋｍ－２，ｍ－１

ｃ，Ⅳ ＋ Ｋｍ－１，ｍ
ｃ，Ⅰ Ｋｍ－１，ｍ

ｃ，Ⅱ

Ｋｍ－１，ｍ
ｃ，Ⅲ Ｋｍ－１，ｍ

ｃ，Ⅳ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１７）

式中， Ｋｓｐ 表示对应于第 ｐ段梁应变能项的刚度矩阵；Ｋｂ１，Ｋｂｍ 分别表示对应于第一段和第ｍ 段

梁边界处弹性势能项的刚度矩阵．
式（１４）有非零解的条件是

　 　 Ｋ － ω ２Ｍ ＝ ０． （１８）
求解该矩阵特征值问题，可得特征值和特征向量．其中特征值对应于连续多段梁结构的自

振频率．而将各阶特征向量代入式（５）中，可得连续多段梁的模态．

２　 数值计算与分析

位移级数式（５）只能取有限项计算，经验证，当 ｊ 的最大值 ｑ 至少取 ５ 时，所得的一阶自振

频率具有良好的精度；为保证精度，以下算例中 ｑ 取值均为 １０．具体计算时，多段梁中设置的所

有耦合弹簧刚度 ｋｐ，ｐ＋１，Ｋｐ，ｐ＋１ 均取 １０１２ＥＩｍａｘ（ＥＩｍａｘ 表示各段梁弯曲刚度的最大值） ．端部约束中

的无穷大弹簧刚度值取 １０１２ＥＩｍａｘ，如简支边界时，线弹簧刚度值取 １０１２ＥＩｍａｘ， 旋转弹簧刚度值

取 ０；而线弹簧和旋转弹簧刚度值取有限值时，可模拟弹性约束边界条件．
在以下叙述中，简支边界记为 Ｐ，自由边界记为 Ｆ，固定边界记为 Ｃ ．

２．１　 双段圆截面梁的振动特性分析

算例 １　 以双段悬臂梁的自由振动来验证本文方法的正确性．截面为圆截面， Ｌ ＝ １５０ ｍｍ，
Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ ２１０ ＧＰａ， ρ １ ＝ ρ ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３ ．第一段圆截面的直径 ｄ１ ＝ ４０ ｍｍ，第二段圆截面的直

径 ｄ２ 分别取 ２０，３０，３５ ｍｍ ．当两段梁长度比 Ｌ１ ／ Ｌ２ 取不同值时，本文将所得一阶频率与解析法

的结果进行对比．表 １～３ 中解析法的结果均按文献［５］的步骤，由笔者重新计算得到．其中，括
号内数值为本文与解析法［８］数据比较的误差，且后文表 ２ 和表 ３ 中的误差定义相同．由表 １ 可

知，悬臂边界条件下多段梁的一阶自振频率随着 Ｌ１ ／ Ｌ２ 的减小而不断增大，但当 Ｌ１ ／ Ｌ２ 达到一

定值后，双段梁的自振频率随 Ｌ１ ／ Ｌ２ 的减小而减小．

图 ３　 双段悬臂梁示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ２⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

算例 ２　 双段悬臂梁 Ｌ１ ＝ １１７ ｍｍ， Ｌ２ ＝ ３３ ｍｍ， Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ ２１０ ＧＰａ， ρ１ ＝ ρ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３ ．
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第一段梁的圆截面直径 ｄ１ ＝ ４０ ｍｍ，改变 ｄ１ 和 ｄ２ 比值，本文方法所得的一阶频率值与解析法

结果［５］进行对比，数据完全吻合．由表 ２ 可知，悬臂边界条件下双段梁的一阶自振频率随着

ｄ１ ／ ｄ２ 的减小而不断减小．
表 １　 Ｃ⁃Ｆ 边界下双段梁的一阶自振频率随 Ｌ１ ／ Ｌ２ 的变化

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ２⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｌ１ ／ Ｌ２

ｄ２ ／ ｍｍ ｉｔｅｍ
Ｌ１ ／ Ｌ２

８ ３．５ ２ １．７５ １．２５ １ ０．５ ０．２

２０

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

９ ５７４．６１ １１ ２１７．２ １２ ６５４．７ １３ ０５５．７ １２ ５８４．２ １１ ６９１．９ ８ １９８．１１ ５ ６５６．２６

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

９ ５６８．０ １１ ２２０．８ １２ ６５６．９ １２ ８６０．３ １２ ５８８．９ １１ ６９４．１ ８ １９９．３５ ５ ６５６．５８

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ －０．０７ ０．０３ ０．０２ －１．５ １．５ ０．０２ ０．０２ ０．０１

３０

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

８ ８７６．４８ ９ ５５６．３４ １０ ０４４．８ １０ １２５．６ １０ １９１．１ １０ ０９０．８ ９ １０９．１５ ７ ５８０．８１

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

８ ８８６．３６ ９ ５６０．５３ １０ ０４９．８ １０ １３２．２ １０ １９４．９ １０ ０９４．６ ９ １１１．４７ ７ ５８１．９

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．１１ ０．０４ ０．０５ ０．０７ ０．０４ ０．０４ ０．０３ ０．０１

３５

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

８ ４９４．５７ ８ ７９６．６６ ８ ９９４．５２ ９ ０２７．１２ ９ ０６２．２８ ９ ０３８．４ ８ ７０７．９７ ８ ０１５．８７

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

８ ５１８．４３ ８ ８０８．７１ ９ ００２．２６ ９ ０３５．０１ ９ ０６９．３７ ９ ０４３．３２ ８ ７１１．３ ８ ０１７．２９

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．２８ ０．１４ ０．０９ ０．０９ ０．０８ ０．０５ ０．０４ ０．０１

表 ２　 Ｃ⁃Ｆ 边界下双段梁的一阶自振频率随 ｄ１ ／ ｄ２ 的变化

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ２⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄ１ ／ ｄ２

ｉｔｅｍ
ｄ１ ／ ｄ２

８ ７ ６ ５ ４ ３ ２ １
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）
１３ ０８８．０ １３ ０４８．９ １２ ９８１．１ １２ ８６４．７ １２ ６５３．０ １２ ２２２．５ １１ １８４．０ ８ １０８．３１

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ） １３ ０９２．４ １３ ０５７．１ １２ ９７９．７ １２ ８６９．５ １２ ６５４．７ １２ ２１９．０ １１ １８４．５ ８ １２５．３５

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．０３ ０．０６ －０．０１ ０．０４ ０．０１ －０．０３ ０ ０．２１

　 　 算例 ３　 悬臂边界的圆截面双段梁， Ｌ１ ＝ １１７ ｍｍ， Ｌ２ ＝ ３３ ｍｍ， ρ １ ＝ ρ ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，两段

梁的圆截面直径分别为 ｄ１ ＝ ４０ ｍｍ， ｄ２ ＝ ３８ ｍｍ ．当弯曲刚度比 Ｅ１Ｉ１ ／ （Ｅ２Ｉ２） 改变时，本文所得

一阶自振频率见表 ３，与解析法结果［５］对比可知，频率误差小于 ０．１３％．且发现双段悬臂梁的自

振频率随着 Ｅ１Ｉ１ ／ （Ｅ２Ｉ２） 的减小而不断增大．
表 ３　 Ｃ⁃Ｆ 边界下双段梁的一阶自振频率随 Ｅ１ Ｉ１ ／ （Ｅ２ Ｉ２） 的变化

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ２⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｅ１ Ｉ１ ／ （Ｅ２ Ｉ２）

Ｅ１ ／ ＧＰａ Ｅ２ ／ ＧＰａ Ｅ１ Ｉ１ ／ （Ｅ２ Ｉ２）
ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

１２７ ７０ ２．２２７ ６ ５０８．１４ ６ ５１３．２０ ０．０８

２０６ １２０ ２．１０８ ８ ２８９．２４ ８ ２９６．１７ ０．０８

１０８ ６８ １．９４９ ６ ００２．４２ ６ ００７．２６ ０．０８

１４５ １０３ １．７２９ ６ ９５５．７９ ６ ９６２．０５ ０．０９

２０６ １７３ １．４６２ ８ ２９１．８４ ８ ３０２．７４ ０．１３

０９９ 鲍　 四　 元　 　 　 周　 　 静　 　 　 陆　 健　 炜



２．２　 多段梁的振动特性分析

算例 ４　 两端固定的三段梁结构，参数选取如下： Ｌ１ ＝ Ｌ３ ＝ ２４７．６ ｍｍ， Ｌ２ ＝ ５０８ ｍｍ，各段截

面均为矩形，宽度分别为 ｂ１ ＝ ｂ３ ＝ ３８．２ ｍｍ， ｂ２ ＝ ２５．７ ｍｍ，高度分别为 ｈ１ ＝ ｈ２ ＝ ｈ３ ＝ ３．６ ｍｍ，
材料系数为 Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ Ｅ３ ＝ ２６．３ ＧＰａ， ρ １ ＝ ρ ２ ＝ ρ ３ ＝ １ ８００ ｋｇ ／ ｍ３（上述各参数下标 １，２，３ 分别

对应于图示梁的左、中、右段）．
本文所得该三段梁的前五阶自振频率见表 ４．与文献［１５］比较后发现这些自振频率的误

差均在较小范围内．根据计算结果，绘出该连续三段梁结构的第一、二阶模态图如图 ５、６ 所示．
由模态图可直观地得出三段梁在段与段连接处的位移函数及其一阶导数均连续．

图 ４　 某两端固定的三段梁示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｃｌａｍｐｅｄ

表 ４　 Ｃ⁃Ｃ 边界下某三段梁的自振频率

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ω ／ Ｈｚ

ｒｅｆ． ［１５］ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

ω１ １６．１３ １６．１１ －０．１２
ω２ ４１．１０ ４１．００ －０．２４
ω３ ７８．６８ ７８．６８ ０
ω４ １３０．５５ １３０．５５ ０
ω５ １９５．０１ １９５．０１ ０

图 ５　 两端固定的三段梁的一阶模态图 图 ６　 两端固定的三段梁的二阶模态图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｅｇｍｅｎｔ
ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｃｌａｍｐｅｄ

３　 结　 　 语

基于谱几何法和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，假设各段梁挠度的谱几何形式，利用矩阵特征值问题研

究了任意边界条件下连续多段梁的振动特性．所提方法具有规范性和高效性．算例结果验证了

方法的计算误差较小，本文理论为工程中连续多段梁的振动特性分析提供了良好的参考价值．
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