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摘要：　 大气的大尺度动力学方程由 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程导出的原始方程组控制，并与热力学和盐度

扩散输运方程耦合．在过去的几十年里，人们从数学的角度对大气、海洋与耦合了大气和海洋的原

始方程组进行了广泛的研究．许多学者的研究主要关注原始方程组在数学上的逻辑性，即方程组的

适定性．笔者开始注意到研究原始方程组自身稳定性的必要性．因为在模型建立、简化的过程中不

可避免地会出现一些误差，这就需要研究方程组中系数的微小变化是否会引起方程组解的巨大变

化．该文运用原始方程组解的先验估计，结合能量估计与微分不等式技术，展示了如何控制水汽比，
证明了大尺度湿大气原始方程组的解对边界参数的连续依赖性．
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引　 　 言

大气的大尺度动力学方程由 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程导出的原始方程组控制，并与热力学和盐

度扩散输运方程耦合．在过去的几十年里，人们从数学的角度对大气、海洋与耦合了大气和海

洋的原始方程组进行了广泛的研究［１⁃３］ ．在文献［４］中，Ｌｉｏｎｓ、Ｔｅｍａｍ 和 Ｗａｎｇ 引入了大尺度海

洋的原始方程，证明了大尺度海洋原始方程弱解的存在性和局部时间强解的适定性．基于 Ｌｉ⁃
ｏｎｓ、Ｔｅｍａｍ 和 Ｗａｎｇ 的研究［５］，许多学者继续考虑了大规模大气原始方程解的适定性［６⁃８］ ．关
于大气、海洋三维黏性原始方程组强解的整体存在性、唯一性以及对于初值的连续依赖性，可
见文献［９⁃１４］．文献［１５⁃１６］研究了在气压坐标下，湿大气原始方程弱解的整体存在性．文献

［１７］解决了湿大气原始方程整体适定性问题，以及解的长时间行为．此外，人们还研究了带其

他边界条件的大气、海洋原始方程组的整体适定性［１８⁃２０］ ．
显然，上述研究主要关注原始方程组在数学上的逻辑性，即方程组的适定性．我们开始注

意到研究原始方程组自身稳定性的必要性．因为在模型建立、简化的过程中不可避免地会出现
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一些误差，这就需要研究方程组中系数的微小变化是否会引起方程组解的巨大变化．在文献中

已经出现了相关研究［１９⁃２０］，进而得到了三个类似结果［２１⁃２５］ ．
本文将继续这方面的研究工作，但是我们在方程组中考虑了水汽比的影响，这种类型的方

程组称为湿大气原始方程组．本文将研究该方程组对边界参数的连续依赖性．
本文研究在 Ω × ∞ 上，如下三维大尺度湿大气原始方程组［６，２６］：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ·Ñ）ｕ ＋ ｗ ∂ｕ
∂ｚ

＋ ÑΦ ＋ １
Ｒｏ

ｆｕ⊥ ＋ Ｌ１ｕ ＝ ０， （１）

　 　 ∂Φ
∂ｚ

＋ ｂＰ
ｐ
（１ ＋ ａｑ）Ｔ ＝ ０， （２）

　 　 Ñ·ｕ ＋ ∂ｗ
∂ｚ

＝ ０， （３）

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ ｕ·ÑＴ ＋ ｗ ∂Ｔ
∂ｚ

－ ｂＰ
ｐ
（１ ＋ ａｑ）ｗ ＋ Ｌ２Ｔ ＝ Ｑ１， （４）

　 　 ∂ｑ
∂ｔ

＋ ｕ·Ñｑ ＋ ｗ ∂ｑ
∂ｚ

＋ Ｌ３ｑ ＝ Ｑ２， （５）

其中 Ω 为 Ｒ３ 上的一个柱形区域，
　 　 Ω ＝ Ｍ × （０，１）， （６）

Ｍ 是 Ｒ２ 上的一个光滑有界区域， Ω 的边界记为

　 　 Γｕ ＝ { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ω
－
： ｚ ＝ １ } ，

　 　 Γｂ ＝ { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ω
－
： ｚ ＝ ０ } ，

　 　 Γ ｌ ＝ { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ω
－
： （ｘ，ｙ） ∈ ∂Ｍ， ０ ≤ ｚ ≤ １ } ．

ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２） 表示水平速度场， ｕ⊥ ＝ （ － ｕ２，ｕ１），三维速度场（ｕ１，ｕ２，ｗ）、温度 Ｔ 均为未知函数．
Ｒｏ 表示 Ｒｏｓｓｂｙ 系数， ｆ ＝ ２ｃｏｓ θ ０ 表示 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 参数，未知函数 ｑ 表示空气中水汽混合比，Φ 是位

势场，压力 Ｐ 满足 ｐ ＝ （Ｐ － ｐ０） ｚ ＋ ｐ０（０ ＜ ｐ０ ≤ ｐ ≤ Ｐ），Ｑ１，Ｑ２ 为分别给定的热源与水汽源函

数．Ñ＝ （∂ｘ，∂ｙ） 是水平梯度算子， ａ，ｂ 均为大于零的常数， ａ≈０．６１８．黏性和扩散算子 Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３

分别为

　 　 Ｌ１ ＝ － μ １Δ － μ ２
∂２

∂ｚ２
，

　 　 Ｌ２ ＝ － μ ３Δ － μ ４
∂２

∂ｚ２
，

　 　 Ｌ３ ＝ － μ ５Δ － μ ６
∂２

∂ｚ２
，

其中 μ １，μ ２ 是大于零的常数，分别表示水平和垂直方向的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 系数， μ ３，μ ４，μ ５，μ ６ 均为大

于零的常数， Δ ＝ ∂２
ｘ ＋ ∂２

ｙ 是 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．原始方程组（１） ～ （５）满足的边界条件为

　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｕ

＝ ０， ｗ ｜ Γｕ
＝ ０， μ ４

∂Ｔ
∂ｚ

＋ αＴæ

è
ç

ö

ø
÷

Γｕ

＝ ０， μ ６
∂ｑ
∂ｚ

＋ βｑæ

è
ç

ö

ø
÷

Γｕ

＝ ０， （７）

　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， ｗ ｜ Γｂ
＝ ０， ∂Ｔ

∂ｚ Γｂ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， （８）
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　 　 ｕ·ｎ ｜ Γｌ
＝ ０， ∂ｕ

∂ｎ
× ｎ

Γｌ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｎ Γｌ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｎ Γｌ

＝ ０， （９）

其中 ｎ 是 Γ ｌ 上的单位外法向量， α，β 是大于零的常数．初始条件满足

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ）， Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ Ｔ０（ｘ，ｙ，ｚ）， ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ｑ０（ｘ，ｙ，ｚ）， （１０）
其中 ｕ０，Ｔ０，ｑ０ 是可微函数．

为简便运算，不妨假设 μ １，μ ２，μ ３，μ ４，μ ５，μ ６ 等于 １，并且记算子 Ｌ ＝ － Δ － ∂２ ／ ∂ｚ２ ．将式（３）
在 （０，ｚ） 上积分，得

　 　 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，ｙ，０，ｔ） － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ ．

由边界条件（７）和（８），可得

　 　 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ， （１１）

以及

　 　 ∫１
０

Ñ·ｕ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ ＝ Ñ·∫１
０
ｕ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ ＝ ０． （１２）

假设 Φｓ 为等压面 ｓ ＝ １ 上的未知函数．将式（２）在 （０，ｚ） 上积分，得到

　 　 Φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ Φｓ － ∫ｚ
０

ｂＰ
ｐ（ ｓ）

（１ ＋ ａｑ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ））Ｔ（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ ． （１３）

由式（１１） ～ （１３），可以将原方程组（１） ～ （５）改写为

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ·Ñ）ｕ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( ) ∂ｕ
∂ｚ

－ ∫ｚ
０

ｂＰ
ｐ

Ñ（１ ＋ ａｑ）Ｔｄｓ ＋

　 　 　 　 ÑΦｓ ＋
１
Ｒｏ

ｆｕ⊥ ＋ Ｌｕ ＝ ０， （１４）

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ ｕ·ÑＴ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( ) ∂Ｔ
∂ｚ

＋ ｂＰ
ｐ
（１ ＋ ａｑ） ∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( ) ＋ ＬＴ ＝ Ｑ１， （１５）

　 　 ∂ｑ
∂ｔ

＋ ｕ·Ñｑ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( ) ∂ｑ
∂ｚ

＋ Ｌｑ ＝ Ｑ２ ． （１６）

系统（１４） ～ （１６）的边界条件为

　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｕ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｚ Γｕ

＝ － αＴ， ∂ｑ
∂ｚ Γｕ

＝ － βｑ， （１７）

　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， （１８）

　 　 ｕ·ｎ ｜ Γｌ
＝ ０， ∂ｕ

∂ｎ
× ｎ

Γｌ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｎ Γｌ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｎ Γｌ

＝ ０． （１９）

初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ）， Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ Ｔ０（ｘ，ｙ，ｚ）， ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ｑ０（ｘ，ｙ，ｚ） ． （２０）

１　 先 验 估 计

采用文献［１６］的方法（见文献［１６］中式（３．９）、（３．３２）、（３．３７）、（３．４４）），类似可得如下引

理 １．

８３０１ 大尺度湿大气原始方程组对边界参数的连续依赖性



引理 １［１６］ 　 设 Ｑ１ ∈ Ｌ２（Ω），Ｑ２ ∈ Ｌ２（Ω），（ｖ，Ｔ，ｑ） 是方程组（１４） ～ （２０）的解，则

１） ‖ｖ‖２
２ ＋ ‖Ｔ‖２

２ ＋ ∫ｔ
０
（‖ｖ（τ）‖２ ＋ ‖Ｔ（τ）‖２）ｄτ ≤ ρ ２（ ｔ），

２） ‖∂ｚｖ‖２
２ ＋ ∫ｔ

０
（‖∂ｚｖ（τ）‖２ ＋ ‖Ｔ（τ）‖２）ｄτ ≤ ρ ８（ ｔ），

３） β‖ｑ‖２
Ｌ２（Γｕ）

＋ α‖Ｔ‖２
Ｌ２（Γｕ）

＋ ∫ｔ
０
‖Ñｑｚ‖２

２ｄτ ＋ ∫ｔ
０
‖ÑＴｚ‖２

２ｄτ ≤ ρ ９（ ｔ），

４） ‖Ñｖ‖２
２ ＋ ‖Ñｑ‖２

２ ＋ ‖ÑＴ‖２
２ ＋ ∫ｔ

０
‖Ñ∂ｚｑ‖２

２ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
‖Ñ∂ｚＴ‖２

２ｄτ ＋ ∫ｔ
０
‖Ñ∂ｚｖ‖２

２ｄτ ≤ ρ １０（ ｔ），

其中 ρ ２（ ｔ），ρ ８（ ｔ），ρ ９（ ｔ），ρ １０（ ｔ） 是关于 ｔ 的正函数．
引理 ２［２７］ 　 设 Ω１ ⊂ Ｒｍ１，且Ω２ ⊂ Ｒｍ２ ，其中 ｍ１ 和 ｍ２ 是正整数，函数 ｆ（ξ，η） 是 Ω１ × Ω２ 上

的可测函数，则

　 　 ∫
Ω１
∫
Ω２

｜ ｆ（ξ，η） ｜ ｄη( )
ｐ
ｄξ[ ]

１ ／ ｐ
≤ ∫

Ω２
∫
Ω１

｜ ｆ（ξ，η） ｜ ｐｄξ( )
１ ／ ｐ

ｄη·ｐ ≥ １． （２１）

引理 ３［２８］ 　 设 Ω 是有界的凸区域，则

　 　 ‖ｕ‖２
Ｌ４（Ω） ≤ ｋ １ ＋ δ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ３
４

δ －１ ／ ３‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω），　 　 ｋ ＞ ０， （２２）

其中 δ 是大于零的任意常数．

２　 方程组对边界参数 α，β 的连续依赖性

假设 （ｕ１，Ｔ１，ｑ１，Φｓ１） 和 （ｕ２，Ｔ２，ｑ２，Φｓ２） 是方程组（１４） ～ （２０）对应于不同边界参数 α１，

β １ 和 α２，β ２ 的两组解，记

　 　
ｕ ＝ ｕ１ － ｕ２， Ｔ ＝ Ｔ１ － Ｔ２， ｑ ＝ ｑ１ － ｑ２，

Φｓ ＝ Φｓ１
－ Φｓ２， α ＝ α１ － α２， β ＝ β １ － β ２ ．

{ （２３）

则 ｕ，Ｔ，ｑ，Φｓ 满足

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ１·Ñ）ｕ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ１ｄｓ( ) ∂ｕ
∂ｚ

－ ∫ｚ
０

ｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñ［（１ ＋ ａｑ１）Ｔ］ｄｓ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ２ －

　 　 　 　 ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( )
∂ｕ２

∂ｚ
－ ∫ｚ

０

ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñｑ·Ｔ２ｄｓ ＋ ÑΦｓ ＋
１
Ｒｏ

ｆｕ⊥ ＋ Ｌｕ ＝ ０， （２４）

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ ｕ１·ÑＴ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ１ｄｓ( ) ∂Ｔ
∂ｚ

＋ ｂＰ
ｐ
（１ ＋ ａｑ１） ∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( ) ＋ ｕ·ÑＴ２ －

　 　 　 　 ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( )
∂Ｔ２

∂ｚ
＋ ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

ｑ∫ｚ
０

Ñ·ｕ２ｄｓ ＋ ＬＴ ＝ ０， （２５）

　 　 ∂ｑ
∂ｔ

＋ ｕ１·Ñｑ ＋ ｕ·Ñｑ２ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ１ｄｓ( ) ∂ｑ
∂ｚ

－ ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( )
∂ｑ２

∂ｚ
＋ Ｌｑ ＝ ０． （２６）

边界条件为

　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｕ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｚ Γｕ

＝ － α１Ｔ － αＴ２，
∂ｑ
∂ｚ Γｕ

＝ － β １ｑ － βｑ２， （２７）
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　 　 ∂ｕ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｚ Γｂ

＝ ０， （２８）

　 　 ｕ·ｎ ｜ Γｌ
＝ ０， ∂ｕ

∂ｎ
× ｎ

Γｌ

＝ ０， ∂Ｔ
∂ｎ Γｌ

＝ ０， ∂ｑ
∂ｎ Γｌ

＝ ０． （２９）

初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ０， Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ０， ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ０． （３０）
定理 １　 假设 （ｕ１，Ｔ１，ｑ１） 和 （ｕ２，Ｔ２，ｑ２） 是方程组（１４） ～ （２０）对应于不同边界参数 α１，

β １ 和 α２，β ２ 的两组解，则对任意 ｔ ＞ ０，当 α１ → α２，β １ → β ２ 时，有
　 　 （ｕ１，Ｔ１，ｑ１） → （ｕ２，Ｔ２，ｑ２），

且满足如下不等式：
　 　 ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ｅ∫
ｔ

０
ｍ（ ｓ）ｄｓ α２

２α１
∫ｔ

０
‖Ｔ２（ ｓ）‖２

Ｌ２（Ｍ）ｄｓ ＋
β ２

２β １
∫ｔ

０
‖ｑ２（ ｓ）‖２

Ｌ２（Ｍ）ｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ．

也即表明方程组（１４） ～ （２０）的解对边界参数的连续依赖性．
证明　 将方程（２４）和（２５）分别与 ｕ 和 Ｔ 在 Ｌ２（Ω） 中做内积，应用分部积分，由边界条件

（２７） ～ （２９），计算得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖∂ｚｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω

（ｕ·Ñ）ｕ２ － ∫ｚ
０

ｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñ［（１ ＋ ａｑ１）Ｔ］ｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú·ｕｄｘｄｙｄｚ －

　 　 　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( )

∂ｕ２

∂ｚ
－ ∫ｚ

０

ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñ（ｑＴ２）ｄｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·ｕｄｘｄｙｄｚ， （３１）

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖∂ｚＴ‖２
Ｌ２（Ω） ＝

　 　 　 　 ∫
Ω

（ｕ·Ñ）Ｔ２ ＋ ｂＰ
ｐ（ ｓ）

（１ ＋ ａｑ１）∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ[ ]·Ｔｄｘｄｙｄｚ －é

ë
êê

　 　 　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( )

∂Ｔ２

∂ｚ
＋ ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

ｑ∫ｚ
０

Ñ·ｕ２ｄｓ
ù

û
ú
ú·Ｔｄｘｄｙｄｚ －

　 　 　 　 α１∫
Ｍ
Ｔ２ｄｘｄｙ － α∫

Ｍ
Ｔ２Ｔｄｘｄｙ ． （３２）

我们用到了以下计算结果：

　 　 ∫
Ω

（ｕ１·Ñ）ｕ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ１ｄｓ( ) ∂ｕ
∂ｚ

é

ë
êê

ù

û
úú·ｕｄｘｄｙｄｚ ＝ ０， （３３）

　 　 ∫
Ω

（ｕ１·Ñ）Ｔ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕ１ｄｓ( ) ∂Ｔ
∂ｚ

é

ë
êê

ù

û
úú·Ｔｄｘｄｙｄｚ ＝ ０， （３４）

　 　 ∫
Ω

ÑΦｓ ＋
１
Ｒｏ

ｆｕ⊥æ

è
ç

ö

ø
÷·ｕｄｘｄｙｄｚ ＝ ０． （３５）

由 Ｈöｌｄｅｒ、Ｃａｕｃｈｙ、Ｍｉｎｋｏｗｓｋｙ 不等式与引理 １，计算得

　 　 － ∫
Ω
（ｕ·Ñ）ｕ２·ｕｄｘｄｙｄｚ ≤
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　 　 　 　 ‖ｕ‖２
Ｌ４（Ω）‖Ñｕ２‖Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ｋ １ ＋ δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ３
４

δ －１ ／ ３‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω）

é

ë
êê

ù

û
úú ρ １０（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｋ １ ＋ δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ １０（ ｔ） ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ３
４

δ －１ ／ ３ ρ １０（ ｔ） ‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω）， （３６）

　 　 － ∫
Ω
∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( )

∂ｕ２

∂ｚ
ｕｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　 ∫
Ｍ
∫１

０
｜ ｕ ｜ ２ｄｚ( )

２
ｄｘｄｙ[ ]

１ ／ ４ ∫
Ｍ
∫１

０
｜ ∂ｚｕ２ ｜ ２ｄｚ( )

２
ｄｘｄｙ[ ]

１ ／ ４
×

　 　 　 　 ∫
Ｍ
∫１

０
｜ Ñｕ ｜ ｄｚ( )

２
ｄｘｄｙ[ ]

１ ／ ２
≤

　 　 　 　 ‖Ñｕ‖Ｌ２（Ω） ∫１
０
‖ｕ‖２

Ｌ４（Ｍ）ｄｚ( )
１ ／ ２ ∫１

０
‖∂ｚｕ２‖２

Ｌ４（Ｍ）ｄｚ( )
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 􀆠１‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

Ｃ２
０

４􀆠１
‖∂ｚｕ２‖Ｌ２（Ω）‖Ñ∂ｚｕ２‖Ｌ２（Ω）‖ｕ‖Ｌ２（Ω）‖Ñｕ‖Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 􀆠１ ＋
Ｃ２

０􀆠２

８􀆠１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
Ｃ２

０ρ ８（ ｔ）ρ １０（ ｔ）
８􀆠１􀆠２

‖ｕ‖２
Ｌ２（Ω） ． （３７）

与式（３６）和（３７）的计算类似，可得

　 　 － ∫
Ω
∫ｚ

０

ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñ（ｑＴ２）ｄｓ·ｕ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０

ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

ｑＴ２ｄｓ Ñｕｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　 ａｂＰ
ｐ０
∫
Ｍ
∫１

０
｜ ｑ ｜ ｜ Ｔ２ ｜ ｄｚ( ) ∫１

０
｜ Ñｕ ｜ ｄｚ( ) ｄｘｄｙ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫
Ｍ
∫１

０
｜ ｑ ｜ ２ｄｚ( )

１ ／ ２ ∫１
０
｜ Ｔ２ ｜ ２ｄｚ( )

１ ／ ２ ∫１
０
｜ Ñｕ ｜ ｄｚ( )[ ] ｄｘｄｙ ≤

　 　 　 　 Ｃ‖Ñｕ‖Ｌ２（Ω） ∫１
０
‖ｑ‖２

Ｌ４（Ｍ）ｄｚ( )
１ ／ ２ ∫１

０
‖Ｔ２‖２

Ｌ４（Ｍ）ｄｚ( )
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 Ｃ􀆠３‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

Ｃ２
０

８􀆠３􀆠４
‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
Ｃ２

０􀆠４

８􀆠３
ρ ３（ ｔ）ρ １０（ ｔ）‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω） ． （３８）

利用 Ｈöｌｄｅｒ、Ｃａｕｃｈｙ、Ｍｉｎｋｏｗｓｋｙ 不等式与引理 １，类似式（３６） ～ （３８），计算得

　 　 － ∫
Ω
（ｕ·Ñ）Ｔ２·Ｔｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　 ∫
Ω
｜ ｕ ｜ ４ｄｘｄｙｄｚ( )

１ ／ ４ ∫
Ω
｜ ÑＴ２ ｜ ２ｄｘｄｙｄｚ( )

１ ／ ２ ∫
Ω
｜ Ｔ ｜ ４ｄｘｄｙｄｚ( )

１ ／ ４
≤

　 　 　 　 Ｃ２
０‖ｕ‖１ ／ ２

Ｌ２（Ω）‖Ñｕ‖１ ／ ２
Ｌ２（Ω）‖ÑＴ２‖Ｌ２（Ω）‖Ｔ‖１ ／ ２

Ｌ２（Ω）‖ÑＴ‖１ ／ ２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 􀆠５Ｃ２
０‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
８􀆠５􀆠６

‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

Ｃ２
０􀆠６ρ １０（ ｔ）

８􀆠５
‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω）， （３９）

　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( )

∂Ｔ２

∂ｚ
Ｔｄｘｄｙｄｚ ≤
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　 　 　 　 􀆠７‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

Ｃ２
０ρ ９（ ｔ）ρ １０（ ｔ）

８􀆠７􀆠８
‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
Ｃ２

０􀆠８

８􀆠７
‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω）， （４０）

　 　 － ∫
Ω

ａｂＰ
ｐ（ ｓ）

ｑ∫ｚ
０

Ñ·ｕ２（ｘ，ｙ，ｓ，ｔ）ｄｓ·Ｔｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　
ＣＣ０

２
ρ １０（ ｔ） 􀆠９‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ １
４􀆠９

‖Ñｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 􀆠１０‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ １

４􀆠１０
‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω）
ù

û
úú ． （４１）

又因为

　 　 － α１∫
Ｍ
Ｔ２ｄｘｄｙ － α∫

Ｍ
Ｔ２Ｔｄｘｄｙ ≤

　 　 　 　 － α１∫
Ｍ
｜ Ｔ ｜ ２ｄｘｄｙ ＋ α∫

Ｍ
｜ Ｔ２ ｜ ｜ Ｔ ｜ ｄｘｄｙ ≤

　 　 　 　 － α１‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ｍ） ＋ α２

４α１
‖Ｔ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ＋ α１‖Ｔ‖２
Ｌ２（Ｍ） ≤

　 　 　 　 α２

４α１
‖Ｔ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ． （４２）

利用分部积分，可得

　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０

ｂＰ
ｐ（ ｓ）

Ñ［（１ ＋ ａｑ１）Ｔ］ｄｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷·ｕｄｘｄｙｄｚ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω
∫ｚ

０

ｂＰ
ｐ（ ｓ）

［（１ ＋ ａｑ１）Ｔ］ｄｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ñ·ｕｄｘｄｙｄｚ ＝

　 　 　 　 ｂＰ
ｐ（ ｓ）

（１ ＋ ａｑ１）∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ[ ]·Ｔｄｘｄｙｄｚ ． （４３）

将估计式（３６） ～ （３８）代入式（３１），将式（３９） ～ （４２）代入式（３２），并应用式（４３），两式相加计

算整理，得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω）） ＋ ‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　 ‖∂ｚｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖∂ｚＴ‖２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ｋ １ ＋ δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ １０（ ｔ） ＋

Ｃ２
０ρ ８（ ｔ）ρ １０（ ｔ）

８􀆠１􀆠２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　 ３
４

δ －１ ／ ３ ρ １０（ ｔ） ＋ Ｃ􀆠１ ＋
Ｃ２

０􀆠２

８􀆠１

＋ Ｃ􀆠３ ＋ Ｃ０
２􀆠５ ＋ 􀆠７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
８􀆠５􀆠６

＋
Ｃ２

０ρ ９（ ｔ）ρ １０（ ｔ）
８􀆠７􀆠８

＋
ＣＣ０

２
ρ １０（ ｔ）􀆠１０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　
Ｃ２

０􀆠６ρ １０（ ｔ）
８􀆠５

＋
Ｃ２

０􀆠８

８􀆠７

＋
ＣＣ０

８􀆠１０
ρ １０（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ÑＴ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　
Ｃ２

０

８􀆠３􀆠４

＋
ＣＣ０

２
ρ １０（ ｔ）􀆠９

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
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Ｃ２

０􀆠４

８􀆠３
ρ ３（ ｔ）ρ １０（ ｔ） ＋

ＣＣ０ρ １０（ ｔ）
８􀆠９

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ α２

４α１
‖Ｔ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ． （４４）

将方程（３６）与 ｑ 在 Ｌ２（Ω） 中做内积，通过分部积分，由边界条件（２７） ～ （２９），计算得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖∂ｚｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω

（ｕ·Ñ）ｑ２ － ∫ｚ
０

Ñ·ｕｄｓ( )
∂ｑ２

∂ｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·ｑｄｘｄｙｄｚ －

　 　 　 　 ∫
Ｍ
（β １ｑ ＋ βｑ２）ｑｄｘｄｙ ． （４５）

类似式（３６） ～ （３８）的计算方法，可得如下估计：

　 　 － ∫
Ω
（ｕ·Ñ）ｑ２·Ｔｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　 􀆠１１Ｃ２
０‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
ρ １０（ ｔ）
８􀆠１１􀆠１２

‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

􀆠１２ρ １０（ ｔ）
８􀆠１１

‖Ñｑ‖２
Ｌ２（Ω）， （４６）

　 　 ∫
Ω
∫ｚ

０
Ñ·ｕｄｓ( )

∂ｑ２

∂ｚ
ｑｄｘｄｙｄｚ ≤

　 　 　 　 􀆠１３‖Ñｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

Ｃ２
０ρ １０（ ｔ）
８􀆠１３􀆠１４

‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＋

􀆠１４

８􀆠１３
‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω）， （４７）

其中

　 　 ∫
Ｍ
（β １ｑ ＋ βｑ２）ｑｄｘｄｙ ≤ β ２

４β １
‖ｑ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ． （４８）

将式（４６） ～ （４８）代入式（４５），得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖∂ｚｑ‖２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 （􀆠１１Ｃ２
０ ＋ 􀆠１３）‖Ñｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
ρ １０（ ｔ）
８􀆠１１􀆠１２

＋
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
８􀆠１３􀆠１４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　
􀆠１２ρ １０（ ｔ）

８􀆠１１

＋
􀆠１３

８􀆠１４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ñｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ β ２

４β １
‖ｑ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ． （４９）

我们取

　 　 􀆠１ ＝ 􀆠７ ＝ 􀆠１３ ＝ １
８
， 􀆠２ ＝ 􀆠５ ＝ 􀆠１１ ＝ １

８Ｃ０
２， 􀆠３ ＝ １

８Ｃ
，

　 　 􀆠４ ＝ １
４ＣＣ０

２ρ ３（ ｔ）ρ １０（ ｔ）
， 􀆠６ ＝ １

３Ｃ０
３ρ １０（ ｔ）

， 􀆠８ ＝ １
３Ｃ０

２，

　 　 􀆠９ ＝ １
２ＣＣ０ρ １０（ ｔ）

， 􀆠１０ ＝
３ＣＣ０

２ρ １０（ ｔ）
８

， 􀆠１２ ＝ １
４Ｃ０ρ １０（ ｔ）

， 􀆠１４ ＝ １
１６

．

将式（４４）、（４９）相加，计算得

　 　 ｄ
ｄｔ

（‖ｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω）） ≤

　 　 　 　 ２ｋ １ ＋ δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ １０（ ｔ） ＋

Ｃ２
０ρ ８（ ｔ）ρ １０（ ｔ）

４􀆠１􀆠２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω） ＋
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Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
４􀆠５􀆠６

＋
Ｃ２

０ρ ９（ ｔ）ρ １０（ ｔ）
４􀆠７􀆠８

＋ ＣＣ０ρ １０（ ｔ）􀆠１０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　
Ｃ２

０

４􀆠３􀆠４

＋ ＣＣ０ρ １０（ ｔ）􀆠９ ＋
ρ １０（ ｔ）
４􀆠１１􀆠１２

＋
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
４􀆠１３􀆠１４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ｑ‖２

Ｌ２（Ω） ＋

　 　 　 　 α２

２α１
‖Ｔ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ＋ β ２

２β １
‖ｑ２‖２

Ｌ２（Ｍ） ． （５０）

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可得

　 　 ‖ｕ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ｔ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖ｑ‖２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 ｅ∫
ｔ

０
ｍ（ ｓ）ｄｓ α２

２α１
∫ｔ

０
‖Ｔ２（ ｓ）‖２

Ｌ２（Ｍ）ｄｓ ＋
β ２

２β １
∫ｔ

０
‖ｑ２（ ｓ）‖２

Ｌ２（Ｍ）ｄｓ
é

ë
êê

ù

û
úú ，

其中

　 　 ｍ（ ｔ） ＝ ｍａｘ { ２ｋ １ ＋ δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ １０（ ｔ） ＋

Ｃ２
０ρ ８（ ｔ）ρ １０（ ｔ）

４􀆠１􀆠２
，

　 　 　 　
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
４􀆠５􀆠６

＋
Ｃ２

０ρ ９（ ｔ）ρ １０（ ｔ）
４􀆠７􀆠８

＋ ＣＣ０ρ １０（ ｔ）􀆠１０，

　 　 　 　
Ｃ２

０

４􀆠３􀆠４

＋ ＣＣ０ρ １０（ ｔ）􀆠９ ＋
ρ １０（ ｔ）
４􀆠１１􀆠１２

＋
Ｃ２

０ρ １０（ ｔ）
４􀆠１３􀆠１４

} ．

于是定理 １ 得证．

３　 结　 　 论

本文主要展示了如何控制水汽比、利用能量估计的办法，得到了湿大气原始方程组对黏性

系数的连续依赖性．接下来，也可以继续研究湿大气原始方程组的收敛性，即当方程组的系数

趋近于零时所产生的影响．据笔者所知，目前这类研究在文献中尚未出现，而且这类研究还可

以向带随机力的原始方程组、海洋原始方程组、大气原始方程组以及耦合了海洋和大气的原始

方程组甚至干大气原始方程组展开．我们希望本文的研究能为读者带来一定的灵感，这也是我

们下一步研究的一个重点方向．

致谢　 本文作者衷心感谢广东财经大学华商学院校内科研项目（２０１９ＨＳＤＳ２２）对本文的
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