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摘要：　 基于经典的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统，通过反馈控制的方式得到了一类具有忆阻器的三维混沌系统，对
该系统分别从局部高余维分岔及无穷远全局动力学行为这两个方面进行了研究．首先，基于平均理

论，对原点平衡点处的 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔行为进行了分析；其次，基于中心流形理论，对原点平衡点处

的 ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 分岔进行了分析；最后，根据 Ｐｏｉｎｃａｒé 紧致化方法，对该系统在无穷远处的动力学行

为进行了研究．
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引　 　 言

混沌作为非线性科学中一种特有的复杂现象，其理论研究与实际应用已成为非线性科学

领域的研究热点及重点．著名的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统是首个被提出的混沌系统，它是由 Ｌｏｒｅｎｚ 于 １９６３
年在分析大气对流模型所对应的三维方程组时，运用数值计算方法发现的．Ｌｏｒｅｎｚ 系统的解对

初始值敏感依赖，这意味着初始值的小扰动会随着时间的延续对最终的结果产生巨大影响，此
性质被 Ｌｏｒｅｎｚ 形象地解释为“蝴蝶效应”．而忆阻器自提出并证实以来， 因其非线性的特性，被
广泛应用在混沌系统中．带有忆阻器的混沌系统具有更加复杂的动力学行为，且更具初始条件

敏感性［１］，因此在图像加密［２］、 保密通信［３］等领域有着广泛的应用前景．
文献［４］提出了一种新型浮地忆阻器混沌电路［５］，分析了其基本动力学特性和 Ｈｏｐｆ 分

岔，并且证明在初始条件改变时，能产生共存吸引子和混沌吸引子与周期极限环共存现象，但
没有对其高余维分岔［６］进行分析．在文献［７］ 中，笔者对带有忆阻器的 Ｌｏｒｅｎｚ 型系统的 Ｐｉｔｃｈ⁃
ｆｏｒｋ 分岔以及 Ｈｏｐｆ 分岔等余维一分岔进行了分析．而在本文中，我们将研究 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔

（ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点是指具有一个零特征值以及一对纯虚特征值的孤立平衡点，其余特征值都

有非零实部）和 ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 分岔（ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 平衡点是指具有两个零特征值，其余特征值都有

非零实部）等高余维分岔行为，以及系统在无穷远处的动力学行为．研究的系统如下：
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其中参数 ａ，ｂ 为原 Ｌｏｒｅｎｚ 系统中的参数， ｄ 为原 Ｌｏｒｅｎｚ 系统参数中的 ａ（ｃ － １），ｒ，ｋ 为忆阻器

模型参数，ρ为忆阻器强度参数，且满足 ρ ＞ ０．当参数条件为 ａ ＝ １０．４７，ｂ ＝ ３．６１， ｄ ＝ １９２．６４， ｋ
＝ － ０．０２， ρ ＝ １．２５， ｒ ＝ ０．３６，初值条件为 ｘ ＝ ０．１， ｙ ＝ ０， ｚ ＝ ０ 时，系统为混沌状态，其相图如图

１ 所示．该混沌吸引子对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为［８］

　 　 λＬＥ１
＝ １．３４４ ７， λＬＥ２

＝ ０．０００ １， λＬＥ３
＝ － １２．１８５ ９．

图 １　 系统（１）的相图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ（１）

１　 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔

在三维混沌系统的研究中，有很多学者研究了系统平衡点的 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔现象［９⁃１０］ ．从这

些文献可以看出， 在一定的条件下，从局部的 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点处可以分岔出一些复杂的不变

集， 也就是说， 在某些情况下， ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点的出现便意味着“混沌”的产生．因此在这一节

将致力于研究系统（１）的 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔，在此之前先来引入相关的概念以及定理．
考虑如下形式的微分系统：
　 　 Ｘ ＝ Ｆ０（ ｔ，Ｘ） ＋ εＦ１（ ｔ，Ｘ） ＋ ε ２Ｆ２（ ｔ，Ｘ，ε）， （２）

其中 ε 可以任意小或充分小，且满足 ε ∈ （ － ε ０，ε ０），ε ０ ＞ ０，函数 Ｆ０，Ｆ１： Ｒ × Ω → Ｒｎ，Ｆ２：Ｒ
× Ω × （ － ε ０，ε ０） → Ｒｎ 是 Ｃ２ 光滑函数，并且关于第一个变量 ｔ 是 Ｔ 周期函数，Ω 是 Ｒｎ 中的开

子集．利用平均理论，可以研究系统（２）中 Ｔ 周期解的分岔问题，其主要假设是无扰动系统

　 　 Ｘ ＝ Ｆ０（ ｔ，Ｘ） （３）
有一个周期解的子流形．

假设 Ｘ（ ｔ，Ｘ０） 是系统（３）的周期解，且满足 Ｘ（０，Ｘ０） ＝ Ｘ０ ＝ Ｘ（Ｔ，Ｘ０）， 那么系统（３）沿着
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它的周期解的线性化系统可以重写为

　 　 Ｙ ＝ ＤＸＦ０（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））Ｙ ． （４）
记 ＭＸ０

（ ｔ） 为线性微分系统（４）的一个基本矩阵．
假设存在一个开集 Ｖ，满足 ｃｌ（Ｖ） ⊂ Ω （ｃｌ 即 ｃｌｏｓｕｒｅ，闭包），使得每一个 Ｘ０ ∈ ｃｌ（Ｖ），有

Ｘ（ ｔ，Ｘ０） 是系统（３）的 Ｔ 周期解．ｃｌ（Ｖ） 是一个仅由周期解构成的集合，它被称为系统（３）的同

步集．关于包含周期解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０） 的集合 ｃｌ（Ｖ） 的周期解分岔结论由以下定理给出．
定理 １［１１］（同步集的扰动）　 假设存在一个有界开集 Ｖ，满足 ｃｌ（Ｖ） ⊂Ω，使得每一个Ｘ０ ∈

ｃｌ（Ｖ），那么解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０） 是以 Ｔ 为周期的，考虑函数 Ｆ：ｃｌ（Ｖ） → Ｒｎ，

　 　 Ｆ（Ｘ０） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｍ －１

Ｘ０
（ ｔ，Ｘ０）Ｆ１（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））ｄｔ ．

则有下列表达成立：
１） 如果存在 Ｘ∗ ∈ Ｖ满足Ｆ（Ｘ∗） ＝ ０，且 ｄｅｔ（（∂Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｘ∗）） ≠０，那么系统（２）存在一

个以 Ｔ 为周期的解 Ｘ（ ｔ，ε），且当 ε → ０ 时 Ｘ（０，ε） → Ｘ∗；
２） 周期解 Ｘ（ ｔ，ε） 的稳定性类型由 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 （∂Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｘ∗） 的特征值决定．
命题 １　 当 ｂ ＝ ０，ａ ＝ － ρｒ － １，ｄ ＝ － ω ２ 时，系统（１）的原点平衡点为 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点．
证明　 考虑系统（１）在原点平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ａ ＝
０ １ ０
ｄ － ａ － ρｒ － １ ０
０ ０ － ｂ
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其特征多项式为

　 　 ｐ（λ） ＝ λ ３ ＋ λ ２（ａ ＋ ｂ ＋ ρｒ ＋ １） ＋ λ（ａｂ ＋ ｂρｒ ＋ ｂ － ｄ） － ｂｄ ．
为了使得原点平衡点为 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点，需要使

　 　 ｐ（λ） ＝ λ（λ ２ ＋ ω ２） ．
通过比较系数，可以得到这个等式成立的唯一条件：

　 　 ｂ ＝ ０， ａ ＝ － ρｒ － １， ｄ ＝ － ω ２，
即当满足上述条件，系统（１）的原点平衡点为 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点．

在得出系统（１）存在 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点的条件后，接下来我们分析具体的分岔情况．
定理 ２　 假设系统（１）的参数满足 ｂ ＝ εｂ１， ｒ ＝ － （ａ ＋ １） ／ ρ ＋ εｒ１， ｄ ＜ ０，对任意小的 ε，

系统（１）在原点平衡点产生的 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔没有分岔出周期解．
证明　 做变换 ｂ→ εｂ１，ｒ→－ （ａ ＋ １） ／ ρ ＋ εｒ１，其中 ０ ＜ ε ≪１，ｂ１，ｒ１ 是非零实数，系统（１）

变成

　 　

ｘ ＝ ｙ，
ｙ ＝ ｄｘ － ａｘｚ － ３ｋρｘ２ｙ － ερｒ１ｙ，

ｚ ＝ ｘ２ ＋ ｘｙ
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（５）

进一步重新调整变量，令 （ｘ，ｙ，ｚ） Ｔ ＝ （εｕ，εｖ，εｗ），再重新令变量（ｕ，ｖ，ｗ） Ｔ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ） Ｔ， 则系

统（５）变成

　 　 Ｘ ＝ Ｆ０（ ｔ，Ｘ） ＋ εＦ１（ ｔ，Ｘ） ＋ ε ２Ｆ２（ ｔ，Ｘ，ε） ＝
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在定理 １ 中描述的平均理论的帮助下，可以研究系统（６）的行为．考虑如下无扰动系统的

初值问题：
　 　 Ｘ ＝ Ｆ０（ ｔ，Ｘ）， Ｘ０ ＝ （ｘ０，ｙ０，ｚ０） ． （７）

无扰动系统（７）的解是 Ｘ（ ｔ，Ｘ０） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ））， 其中

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｘ０ｃｏｓｈ（ｍｔ） ＋
ｙ０ｓｉｎｈ（ｍｔ）

ｍ
， ｙ（ ｔ） ＝ ｍｘ０ｓｉｎｈ（ｍｔ） ＋ ｙ０ｃｏｓｈ（ｍｔ）， ｚ（ ｔ） ＝ ｚ０，

ｍ ＝ ｄ ．
值得注意的是， 系统（７）所有满足 Ｘ０ ≠ ０ 的解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０） 都是周期的， 且周期都为 Ｔ ＝

２π ／ ｍ ．沿着系统（７） 的周期解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０），可以把线性化系统 Ｙ ＝ ＤＸ（Ｆ０（ ｔ，Ｘ０）） 的基本矩阵

ＭＸ０
（ ｔ） 写成如下形式：

　 　 ＭＸ０
（ ｔ） ＝

ｃｏｓｈ（ｍｔ） ｓｉｎｈ（ｍｔ）
ｍ

０

ｍｓｉｎｈ（ｍｔ） ｃｏｓｈ（ｍｔ） ０
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它的逆矩阵为

　 　 Ｍ －１
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计算定理 １ 中积分可得

　 　 Ｆ（Ｘ０） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｍ －１

Ｘ０
（ ｔ，Ｘ０）Ｆ１（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））ｄｔ ＝

　 　 　 　 （ ｆ１（Ｘ０）， ｆ２（Ｘ０）， ｆ３（Ｘ０）），
其中

　 　 ｆ１（Ｘ０） ＝ － １
２ ρｒ１ｘ０ ＋

ａｙ０ｚ０
ｄ
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è
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÷ ， ｆ２（Ｘ０） ＝ １

２
（ － ａｘ０ｚ０ － ρｒ１ｙ０），

　 　 ｆ３（Ｘ０） ＝ １
２

－ ２ｂ１ｚ０ ＋ ｘ２
０ －

ｙ２
０

ｄ
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è
ç
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ø
÷ ．

求解非线性方程 Ｆ（Ｘ０） ＝ ０， 只能得到下面一个解：
　 　 Ｓ０ ＝ （０，０，０），

故系统（１）在原点处发生 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔时，没有产生周期解．

２　 Ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 分岔

本节将研究系统（１）ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 平衡点的动力学行为，基于文献［１２］中定理 ７．２ 和 ７．３，我
们得知：

引理 １［１２］ 　 假设原点是系统
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ｕ ＝ ｖ，
ｖ ＝ Ｑ（ｕ，ｖ）{

的孤立奇点，故原系统可写成

　 　
ｕ ＝ ｖ，
ｖ ＝ Ｑ（ｕ，ｖ） ＝ α ｒｕｒ（１ ＋ φ（ｕ）） ＋ β ｎｕｎｖ（１ ＋ ϕ（ｕ）） ＋ ｖ２ψ（ｕ，ｖ），{

其中 φ（ｕ），ϕ（ｕ），ψ（ｕ，ｖ） 是解析函数，φ（０）＝ϕ（０）＝ ０，ｒ≥２，α ｒ ≠０，β ｎ 可为零，当 β ｎ ≠０时，
ｎ ≥ １．则奇点 Ｏ 的性态如下：

１） 当 ｒ ＝ ２ｍ ＋ １ 时，令 Δｒ ＝ β ２
ｎ ＋ ４（ｍ ＋ １）α ｒ， 那么下列表达成立：

（ａ） 如果 α ｒ ＞ ０，那么奇点 Ｏ 是鞍点；
（ｂ） 如果 α ｒ ＜ ０，β ｎ ≠ ０，ｎ 是偶数，当 ｎ ＜ ｍ，或 ｎ ＝ ｍ 且 Δｒ ≥ ０，那么奇点 Ｏ 是结点；
（ｃ） 如果 α ｒ ＜ ０，β ｎ ≠０，ｎ 是奇数，当 ｎ ＜ ｍ，或 ｎ ＝ ｍ且 Δｒ ≥０，那么奇点 Ｏ 的邻域由一

个双曲扇形和一个椭圆扇形组成；
（ｄ） 如果 α ｒ ＜ ０，当 β ｎ ＝ ０，或 β ｎ ≠０，ｎ ＞ ｍ，Δｒ ＜ ０，或 β ｎ ≠０，ｎ ＝ ｍ，Δｒ ＜ ０，那么奇点

Ｏ 是中心或焦点．
２） 当 ｒ ＝ ２ｍ 时，那么下列表达成立：
（ａ） 如果 β ｎ ＝ ０，或 β ｎ ≠ ０，ｎ ≥ ｍ，那么奇点 Ｏ 是退化奇点；
（ｂ） 如果 β ｎ ≠ ０， ｎ ＜ ｍ，那么奇点 Ｏ 是鞍结点．

基于引理 １，系统（１）在原点处的 ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 局部动力学行为由如下定理给出．
定理 ３　 当参数值经过临界值 ｂ ＝ ０，ρｒ ＝ － １ 时，系统（１）在原点平衡点处会发生 ｄｏｕｂｌｅ⁃

ｚｅｒｏ 分岔，且有以下 ４ 种情况：
１） 当 ｂ ＞ ０，ρｒ ＞ － １ 时，平衡点 Ｅ０ 是鞍点，且有一维稳定流形和二维不稳定流形；
２） 当 ｂ ＞ ０，ρｒ ＜ － １ 时，平衡点 Ｅ０ 是中心或焦点，且有三维稳定流形；
３） 当 ｂ ＜ ０，ρｒ ＜ － １ 时，平衡点 Ｅ０ 是鞍点，且有三维不稳定流形；
４） 当 ｂ ＜ ０，ρｒ ＞ － １ 时，平衡点 Ｅ０ 是中心或焦点，且有一维不稳定流形和二维稳定流形．
证明　 令 ａ ＝ － １ － ρｒ，ｄ ＝ ０， 系统（１）转换为如下系统：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｙ，

ｄｙ
ｄｔ

＝ － （ － １ － ρｒ）ｘｚ － ３ρｋｘ２ｙ，

ｄｚ
ｄｔ

＝ － ｂｚ ＋ ｘｙ
－ １ － ρｒ

＋ ｘ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

其在原点平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ａ１ ＝
０ １ ０
０ ０ ０
０ ０ － ｂ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

矩阵 Ａ１ 的特征值为

　 　 λ １ ＝ ０， λ ２ ＝ ０， λ ３ ＝ － ｂ，
对应的特征向量为

　 　 ξ １ ＝
１
０
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， ξ ２ ＝

０
１
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， ξ ３ ＝

０
０
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

９７２１一类具有忆阻器的 Ｌｏｒｅｎｚ 型混沌系统余维二分岔及无穷远处动力学分析



运用中心流形定理，将三维流形限制在特征值为零所对应的中心流形上，平衡点 Ｅ０ 在 λ １

＝ ０，λ ２ ＝ ０附近的稳定性由α ｒ，β ｎ 的符号，ｎ，ｍ的大小及 ｒ的奇偶性决定．通过计算，可以得到中

心流形为

　 　

ｘ ＝ Ｐ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ，

ｙ ＝ Ｑ（ｘ，ｙ） ＝ （１ ＋ ρｒ）ｘ３

ｂ
－ （２ ＋ ｂ ＋ ９ｂ２ρ ＋ ２ρｒ）ｘ２ｙ

ｂ２
＋

　 　 （２ ＋ ｂ ＋ ２ρｒ）ｘｙ２

ｂ３
＋ Ｏ（‖（ｘ，ｙ‖５） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

根据上式，可以得到

　 　 Ｑ（ｘ，ｙ） ＝ α３ｘ３（１ ＋ φ（ｘ）） ＋ β ２ｘ２ｙ（１ ＋ ϕ（ｘ）） ＋ ｙ２ψ（ｘ，ｙ），
其中， φ（ｘ），ϕ（ｘ），ψ（ｘ，ｙ） 是解析函数，α３ ＝ （１ ＋ ρｒ） ／ ｂ，β ２ ＝ － （２ ＋ ｂ ＋ ９ｂ２ρ ＋ ２ρｒ） ／ ｂ２，通过

讨论 α３ 和 β ２ 的符号即可得到定理 ３．

３　 无穷远处的动力学行为

这一节将研究系统（１）的流在其无穷远处的动力学行为，为方便研究，我们将系统（１）重
写为

　 　 ｘ１ ＝ ｆ１， ｘ２ ＝ ｆ２， ｘ３ ＝ ｆ３，
其中

　 　

ｆ１ ＝ ｘ２，

ｆ２ ＝ － ｘ２ ｔ（ａ ＋ ３ｋρｘ２
１ ＋ ρｒ ＋ １） － ａｘ１ｘ３ ＋ ｄｘ１，

ｆ３ ＝
ｘ１ｘ２

ａ
－ ｂｘ３ ＋ ｘ２

１ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

根据 Ｒ３ 空间中的 Ｐｏｉｎｃａｒé 紧致化方法［１３］，通过可逆的坐标变换，将原系统（１）在其相空

间 Ｒ３ 中的向量场投影到坐标卡 Ｕｉ，Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 上，然后分析坐标卡上的新向量场即可．下面

分别在坐标卡 Ｕｉ，Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 上研究系统（１）的动力学行为［１４］ ．
３．１　 局部坐标卡 Ｕ１ 及 Ｖ１

系统（１）在局部坐标卡 Ｕ１ 下的 Ｐｏｉｎｃａｒé 紧致化的表达式为

　 　

ｚ１ ＝ － ｚ２３（ ｚ１（ａｚ３ － ｄ ＋ ｚ２（３ｋρｚ１ ＋ １）） ＋ ｚ２（ａ ＋ ρｒ ＋ １）），

ｚ２ ＝
ｚ２３（ － ａ（ｂｚ３ ＋ ｚ２２） ＋ ａｚ２１ ＋ ｚ２ｚ１）

ａ
，

ｚ３ ＝ － ｚ２ｚ３３ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

空间 { （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） ∈ Ｒ３ ｜ ｚ３ ＝ ０ } 在系统（９）的作用下保持不变，其对应于系统（８）相空间

Ｒ３ 的无穷远处．系统（９）具有一个二维平衡点平面，整个 ｚ１⁃ｚ２ 平面上的点（ ｚ∗１ ，ｚ∗２ ，０） 都是系统

（９）的平衡点，并且系统（９）在这些平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的三个特征值全为零．
为了完全描述系统（８）在无穷远球面上的动力学性质，限制在空间 { （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） ∈ Ｒ３ ｜ ｚ３

＝ ０ } 上，系统（９）被约化为

　 　
ｚ１ ＝ ０，
ｚ２ ＝ ０ ．{ （１０）

当 ｔ ＝ ０ 时，令初始条件（ ｚ１，ｚ２） ＝ （ ｚ１（０），ｚ２（０））， 可得系统（１０）具有如下形式的解：

０８２１ 黄　 　 俊　 　 　 陈　 　 玉　 　 明



　 　 ｚ１ ＝ ｚ１（０）， ｚ２ ＝ ｚ２（０） ．
由于在坐标卡 Ｖ１ 上的紧致化向量场与坐标卡 Ｕ１ 上的紧致化向量场只差一个符号（－１），即系

统（８）在局部坐标卡 Ｖ１ 上的流与在局部坐标卡 Ｕ１ 上的流相反．
３．２　 局部坐标卡 Ｕ２ 及 Ｖ２

系统（１）在局部坐标卡 Ｕ２ 下的 Ｐｏｉｎｃａｒé 紧致化的表达式为

　 　

ｚ１ ＝ ｚ２３（ ｚ１（ ｚ１（ａｚ３ － ｄ ＋ ３ｋρｚ１ｚ２） ＋ ｚ２（ａ ＋ ρｒ ＋ １）） ＋ ｚ２），

ｚ２ ＝
ｚ２３（ ｚ２ｚ１（ａ２ｚ３ － ａｄ ＋ １） － ａｂｚ３ ＋ ｚ２１（３ａｋρｚ２２ ＋ ａ） ＋ ａｚ２２（ａ ＋ ρｒ ＋ １））

ａ
，

ｚ３ ＝ ｚ３３（ ｚ１（ａｚ３ － ｄ ＋ ３ｋρｚ１ｚ２） ＋ ｚ２（ａ ＋ ρｒ ＋ １）） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

空间 { （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） ∈ Ｒ３ ｜ ｚ３ ＝ ０ } 在系统（１１）的作用下保持不变，其对应于系统（８）相空间 Ｒ３

的无穷远处．系统（１１）具有一个一维平衡点直线， ｚ２ 轴上的点（０，ｚ∗２ ，０） 都是系统（１１）的平衡

点，并且系统（１１）在这些平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的三个特征值全为零．
为了完全描述系统（８）在无穷远球面上的动力学性质，限制在空间 { （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） ∈ Ｒ３ ｜ ｚ３

＝ ０ } 上，系统（１１）被约化为

　 　
ｚ１ ＝ ０，
ｚ２ ＝ ０ ．{ （１２）

系统（１２）与系统（１０）是完全一样的．
系统（８）在局部坐标卡 Ｖ２ 上的流也与在局部坐标卡 Ｕ２ 上的流相反．

３．３　 局部坐标卡 Ｕ３ 及 Ｖ３

系统（１）在局部坐标卡 Ｕ３ 下的 Ｐｏｉｎｃａｒé 紧致化的表达式为

　 　

ｚ１ ＝
ｚ２３（ａｂｚ３ｚ１ － ａｚ３１ ＋ ａｚ２ － ｚ２ｚ２１）

ａ
，

ｚ２ ＝ －
ｚ２３（ａｚ２（ａ － ｂｚ３ ＋ ρｒ ＋ １） ＋ ｚ１（ａ（ａｚ３ － ｄ） ＋ ｚ２２） ＋ ａｚ２ｚ２１（３ｋρ ＋ １））

ａ
，

ｚ３ ＝
ｚ３３（ａｂｚ３ － ｚ１（ａｚ１ ＋ ｚ２））

ａ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１３）

当 ｚ３ ＝ ０ 时，与坐标卡 Ｕ２ 的情形类似，原点（０，０，０）为系统（１３）的平衡点，并且在该平衡

点处，系统（１３）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的三个特征值全为零．
限制在空间 { （ ｚ１，ｚ２，ｚ３） ∈ Ｒ３ ｜ ｚ３ ＝ ０ } 上，系统（１３）被约化为

　 　
ｚ１ ＝ ０，
ｚ２ ＝ ０ ．{ （１４）

系统（１４）与系统（１２）也是完全一样的．
系统（８）在局部坐标卡 Ｖ３ 上的流也与在局部坐标卡 Ｕ３ 上的流相反．
定理 ４　 对任意实参数 ａ，ｂ，ｄ，ρ，ｒ，ｋ， 系统（１）在无穷远处具有如下动力学性质：
１） 系统（１）的所有无穷远奇点都落在空间 { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｒ３ ｜ ｘ ≠ ０ } 的无穷远处，反之也

成立，即，空间 { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｒ３ ｜ ｘ ≠ ０ } 无穷远处的所有点都是系统（１）的无穷远奇点；
２） 限制在空间 { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｒ３ ｜ ｘ ＝ ０，ｙ≠０ } 无穷远处，系统（１）与系统（１２）拓扑共轭；
３） 限制在空间 { （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｒ３ ｜ ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ０，ｚ≠０ } 无穷远处，系统（１）与系统（１４）拓扑

共轭．

１８２１一类具有忆阻器的 Ｌｏｒｅｎｚ 型混沌系统余维二分岔及无穷远处动力学分析



４　 结　 　 论

本文研究了一类具有忆阻器的 Ｌｏｒｅｎｚ 型系统的余维二分岔及无穷远处动力学行为问题，
利用平均理论得到了系统发生 ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔的条件以及分岔情况，在中心流形定理的基础上

给出了系统发生 ｄｏｕｂｌｅ⁃ｚｅｒｏ 分岔时的稳定性分析，最后根据 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射在四维空间的三组

坐标卡上分析了系统的无穷远处的动力学行为．关于无穷远处动力学的研究，弥补了系统局部

分析的不足，丰富了系统全局动力学行为．通过以上研究，表明忆阻器混沌系统的高余维分岔

与余维一分岔差异巨大，丰富了我们对忆阻器混沌系统高余维分岔特性的认识．在以后的研究

中，高余维分岔或将成为分析忆阻器混沌系统中必不可少的一环．
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