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摘要：　 由于不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程由守恒律、扩散及约束发展方程混合构成，为测试数值方

法，该文基于非结构网格，对该方程建立了 ＤＧ（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ）格式，讨论了不同黏性系数 ν
在方腔涡流问题的数值结果，验证了该方法的有效性且不依赖于问题的维数．圆柱绕流问题的模拟

结果进一步表明此方法精度高、可有效求解具有运动界面的不可压缩黏性流体问题，使得模拟边

界层、剪切层及复杂涡流解十分有效，并可以成功地推广到解决复杂现象数值模拟中的激波结构．
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引　 　 言

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程在流体力学中有很重要的意义，是一个非线性偏微分方程，对于 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ 方程问题的数值求解，国内外学者都进行了大量研究．２００４ 年，曹伟［１］ 应用高阶 Ｔａｙｌｏｒ
展开式给出了时间增量的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，并对不可压缩流体建立了流动分析模型．２００５ 年，Ｎａ⁃
ｇｒａｔｈ 等［２］ 通过 ＳＵＰＧ（ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｕｐｗｉｎｄ Ｐｅｔｒｏｖ Ｇａｌｅｒｋｉｎ）方法数值模拟了不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ 方程．２００７ 年，马飞遥等［３］ 基于粗网格及细网格上的函数空间，将定常的不可压缩的

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程转化为一个线性问题来进行求解． ２００８ 年，骆艳、冯民富［４］ 对可压缩线性

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，利用压力梯度投影与间断有限元法相结合，给出了一种求解此方程的稳定

格式．２０１１ 年，Ｃｈｏ 等［５］采用 Ｔａｙｌｏｒ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法离散 ＬＳ 函数的平流方程，采用 Ｐ１Ｐ１ 分裂有

限元方法求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程及基于结构网格模拟了不可压缩问题．２０１３ 年，Ｈｅｉｍａｎｎ 等［６］

在结构网格上基于非对称内部惩罚方法，给出了求解不相容不可压缩两相流问题的间断

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法． ２０１３ 年，章争荣［７］ 以 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 加权余量积分式为基础，对不可压缩黏性流动

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程速度与压力耦合直接数值求解．２０１５ 年，郭虹平等［８］ 采用两相流问题的统一

间断有限元框架对气泡上升过程进行了模拟．２０１６ 年，秦望龙等［９］基于六面体网格单元，采用

４４８

应用数学和力学，第 ４１ 卷 第 ８ 期
２０２０ 年 ８ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．８，Ａｕｇ．１，２０２０

∗ 收稿日期：　 ２０１９⁃１２⁃２４； 修订日期：　 ２０２０⁃０６⁃２９
基金项目：　 安徽省高校自然科学研究重大项目（ＫＪ２０１８Ａ０３８５）
作者简介：　 陈亚飞（１９９２— ），女，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ６１０５５６３４９＠ ｑｑ．ｃｏｍ）；

郑云英（１９７３— ），女，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈｅｎｇｙｕｎｙｉｎｇ＠ ｅｙｏｕ．ｃｏｍ）．
引用格式：　 陈亚飞， 郑云英． 不可压缩黏性流体的二维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的间断有限元模拟［ Ｊ］ ．

应用数学和力学， ２０２０， ４１（８）： ８４４⁃８５２．



插值方法将物面的四边形面网格单元构造为弯曲面网格单元，用于三维可压缩 Ｅｕｌｅｒ 方程和

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的求解，并通过对三维圆球绕流以及旋转流线体绕流进行数值求解，验证了

ＤＧ 方法的高精度特性．２０１８ 年，Ａｍｒｏｕｃｈｅ 等［１０］证明了不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程关于 Ｎａｖｉｅｒ
边界条件下的 Ｓｔｏｋｅｓ 算子与滑移条件有关且在能量空间中收敛到无滑移边界条件的 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ 方程的解，在线性系统和非线性系统的弱解和强解相对于滑移系数都是一致有界的．
２０１９ 年，Ｋｉｒｋ 等［１１］ 提出了压阻混合非连续 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法（ｐｒｅｓｓｕｒｅ⁃ｒｏｂｕｓｔ ｈｙｂｒｉｄｉｚｅｄ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ）证明了定常 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的速度误差估计与压力无关，此外，还表明速度

和压力的估计都是最优的， 数值算例表明此方法是全局最优收敛的．
本文基于分裂算法，采用 Ａｄａｍｓ⁃Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ 二阶时间离散格式［１２］和 ＩＰＤＧ 空间离散格式来

求解不可压 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程．需要指出的是，鉴于非结构网格模拟复杂区域上实际问题的最

有效技术手段是建立 ＤＧ 求解框架，目前基于非结构网格实现 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程问题的统一

ＤＧ 求解寥寥无几．所以本文框架将 ＬＤＧ 通量直接推广到区域，采用 ＩＰＤＧ 方法求解不可压

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，两端强加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件似乎破坏了最优收敛阶，但在实际计算中，避
免精确计算这些内积，优化了算法实施和编程实现．结果证实达到了最优阶收敛，且收敛到

Ｏ（ｈＮ＋１ ／ ２） ．

１　 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程 ＤＧ 方法

二维不可压缩流体动力学 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程描述的是瞬态、不可压、等温流动问题，其形

式如下：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ·Ñ）ｕ ＝ － Ñｐ ＋ νÑ２ｕ，　 　 ｘ ∈ Ω，

　 　 Ñｕ ＝ ０，
其中 ｕ ＝ （ｕ，ｖ） 为速度的分量， ｐ 为标量压力场．写成守恒通量形式为

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ Ñ·Ｆ ＝ － Ñｐ ＋ νÑ２ｕ， Ñｕ ＝ ０， （１）

其中通量 Ｆ 为

　 　 Ｆ ＝ ［Ｆ１，Ｆ２］ ＝
ｕ２ ｕｖ
ｕｖ ｖ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

１．１　 时间离散

考虑刚性稳定的时间步长法［１２］，将第 ｎ 层到第 ｎ ＋ １ 层每个时间步的推进分为 ３ 个阶段．
第一步，用 Ａｄａｍｓ⁃Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ 二阶格式对守恒律部分作显式积分计算预估速度；第二步，将更新

的速度分量投影到弱散度为零的空间计算压力；第三步，黏性项用隐式格式处理更新中间速

度，最后求解 ｕｎ＋１ ．
定义非线性函数 Ｎ（ｕ） ＝ （Ｎｘ，Ｎｙ） ＝ Ñ·Ｆ， 则

　 　 Ｎｘ（ｕ） ＝ Ñ·Ｆ１ ＝ ∂（ｕ２）
∂ｘ

＋ ∂（ｕｖ）
∂ｙ

， Ｎｙ（ｕ） ＝ Ñ·Ｆ２ ＝ ∂（ｕｖ）
∂ｘ

＋ ∂（ｖ２）
∂ｙ

． （２）

第一步，用二阶 Ａｄａｍｓ⁃Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ 方法将其表示为

　 　
γ ０ｕ － α０ｕｎ － α１ｕｎ－１

Δｔ
＝ － β ０Ｎ（ｕｎ） － β １Ｎ（ｕｎ－１） ． （３）
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当系数 γ ０ ＝ ０，α０ ＝ １，α１ ＝ ０，β ０ ＝ １，β １ ＝ ０ 时，其格式降为向前 Ｅｕｌｅｒ 法，这与初始条件 ｕ０ 和

ｖ０ 保持一致；对以后时间步长取 γ ０ ＝ ３ ／ ２，α０ ＝ ２，α１ ＝ － １ ／ ２，β ０ ＝ ２，β １ ＝ － １．
第二步，压力投影步．为了系统完备，我们寻求 ｐ－ ｎ＋１， 使得中间速度场 ｕ 的散度为零， ｕ 由

γ ０（ｕ － ｕ） ／ Δｔ ＝ － Ñｐ－ ｎ＋１ 来更新，即 ｐ－ ｎ＋１ 满足

　 　 － Ñ２ｐ－ ｎ＋１ ＝ －
γ ０

Δｔ
Ñ·ｕ ． （４）

在流出边界取 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 压力边界条件；在流入边界取 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件，即有

　 　 ｎ·Ñｐ－ ｎ＋１ ＝ ∂ｐ－ ｎ＋１

∂ｎ
＝ － β ０ｎ·

Ｄｕｎ

Ｄｔ
－ νÑ２ｕｎæ

è
ç

ö

ø
÷ － β １ｎ·

Ｄｕｎ－１

Ｄｔ
－ νÑ２ｕｎ－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － β ０ｎ·
Ｄｕｎ

Ｄｔ
＋ νÑ× ｗｎæ

è
ç

ö

ø
÷ － β １ｎ·

Ｄｕｎ－１

Ｄｔ
＋ νÑ× ｗｎ－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中， Ｄｕ ／ Ｄｔ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ ＋ Ñ·Ｆ（ｕ） 为质量导数， ｗｎ Ñ× ｕｎ 是时间 ｔ ＝ ｔｎ 时的涡度．再用 ｐ－ ｎ＋１ 更新

中间速度场 ｕ ＝ ｕ － （Δｔ ／ γ ０） Ñｐ－ ｎ＋１ ．
第三步，对速度分量方程 － Ñ２ｕｎ＋１ ＋ （γ ０ ／ （νΔｔ））ｕｎ＋１ ＝ （γ ０ ／ （νΔｔ））ｕ 求解，即

　 　 γ ０
ｕｎ＋１ － ｕ

Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ νÑ２ｕｎ＋１ ． （５）

将对流方程（３）、压力投影方程（４）及黏性方程（５）相加，得

　 　
γ ０ｕｎ＋１ － α０ｕｎ － α１ｕｎ－１

Δｔ
＝ － Ñｐ－ ｎ＋１ － β ０Ｎ（ｕｎ） － β １Ｎ（ｕｎ－１） ＋ νÑ２ｕｎ＋１ ．

１．２　 空间离散

利用迎风 ＤＧ 方法来提高非线性对流方程（３）对流占优的稳定性，用内部惩罚 ＤＧ 方法处

理压力投影方程（４）及黏性方程（５），可以避免单元间的混杂解跳跃．
第一步，对非线性对流方程（３）选 Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ 通量，利用迎风 ＤＧ 方法［１２］得

　 　 （ϕｈ，Ｎ） Ωｋ ＝ （ϕｈ，Ñ·ＩＮＦ（ｕｈ）） Ωｋ － １
２
（ϕｈ， ＩＮＦ（ｕｈ） ） ∂Ωｋ ＋

　 　 　 　 λ
２
（ϕｈ，ｎ· ｕｈ ） ∂Ωｋ，　 　 ∀ϕｈ ∈ Ｖｈ， （６）

其中 Ｖｈ ＝
Ｋ

ｋ ＝ １
ＰＮ（Ωｋ），Ω被三角剖分成 ｋ个单元 Ωｋ，ＰＮ（Ωｋ） 为定义在 Ωｋ 上的 Ｎ阶多项式空间，

跳跃为 ｕ ＝ ｎ －·ｕ － ＋ ｎ ＋·ｕ ＋， 流入边界条件由 ｕ ＋ 给定， ＩＮ ｆ 是 ｆ 的 Ｎ 阶插值．
第二步，对压力投影方程（４）利用内部惩罚方法［１２］ 处理，记 ΓＤ 和 ΓＮ 分别为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 和

Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件，且 Γ 为 Ωｋ 中单元边界的集合， ∂Ω ＝ ΓＤ ∪ΓＮ， Γ０ ＝ Γ ＼∂Ω， 取内部惩罚通

量为 ｑ∗
ｈ ＝ { { Ñｕｈ } } － τ ｕ ，ｕ∗

ｈ ＝ { { ｕｈ } } ， 对压力 ｐｈ ∈ Ｖｈ，∀ϕｈ ∈ Ｖｈ 得

　 　 ∫
Ωｋ

Ñϕｈ·ÑｐｈｄΩ － １
２ ∫∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·Ñϕｈ· ｐｈ ·ｎｄΓ － ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·{ { Ñｐｈ } }·ϕｈｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·ϕｈ· ｐｈ ·τ ｋｄΩ － ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＤ

ｎ·Ñϕｈ·ｐ －
ｈ ｄΓ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

２ｎ·Ñｐ －
ｈ·ϕｈｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＤ
ϕｈ·ｐ －

ｈ·τ ｋｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ωｋ

－
γ ０

Δｔ
Ñ·ｕ·ϕｈｄΩ － ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＤ
ｎ·Ñϕｈ·ｐ０ｄΓ ＋
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　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

ϕｈ β ０

∂ｐｎ
ｈ

∂ｎ
＋ β １

∂ｐｎ－１
ｈ

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＤ
ϕｈ·ｐ０·τ ｋｄΓ， （７）

其中，惩罚因子［１３］

　 　 τ ｋ ＝ τ （Ｎ ＋ １） ２

ｈｋ ．

第三步，对式（５）利用内部惩罚方法［１２］，对 ∀ϕｈ∈Ｖｈ，速度的 ｘ 分量 ｕｈ∈Ｖｈ 满足如下方程：

　 　 ∫
Ωｋ

Ñϕｈ·ÑｕｈｄΩ ＋ ∫
Ωｋ

γ ０

νΔｔ
ϕｈ·ｕｈｄΩ － １

２ ∫∂Ωｋ ＼∂Ω
ｎ·Ñϕｈ· ｕｈ ·ｎｄΓ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·{ { Ñｕｈ } }·ϕｈｄΓ ＋ ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·ϕｈ· ｕｈ ·τ ｋｄΩ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

ｎ·Ñϕｈ·ｕ －
ｈ ｄΓ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＤ

ｎ·Ñｕ －
ｈ·ϕｈｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＮ
ϕｈ·ｕ －

ｈ·τ ｋｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ωｋ

γ ０

νΔｔ
ｕｈ·ϕｈｄΩ － ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＮ
ｎ·Ñϕｈ·ｕＮｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＤ
ϕｈ

∂ｐｎ＋１
ｈ

∂ｎ
ｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

－ ｕＤ·ϕｈ·τ ｋｄΓ； （８）

速度的 ｙ 分量 ｖｈ ∈ Ｖｈ 满足如下方程：

　 　 ∫
Ωｋ

Ñϕｈ·ÑｖｈｄΩ ＋ ∫
Ωｋ

γ ０

νΔｔ
ϕｈ·ｖｈｄΩ － １

２ ∫∂Ωｋ ＼∂Ω
ｎ·Ñϕｈ· ｖｈ ·ｎｄΓ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·{ { Ñｖｈ } }·ϕｈｄΓ ＋ ∫
∂Ωｋ ＼∂Ω

ｎ·ϕｈ· ｖｈ ·τ ｋｄΩ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

ｎ·Ñϕｈ·ｖ －
ｈ ｄΓ －

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＤ

ｎ·Ñｖ －
ｈ·ϕｈｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＮ
ϕｈ·ｖ －

ｈ·τ ｋｄΓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ωｋ

γ ０

νΔｔ
ｖ ｈ·ϕｈｄΩ － ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＮ
ｎ·Ñϕｈ·ｖＮｄΓ ＋ ∫

∂Ωｋ∩∂ΓＤ
ϕｈ

∂ｐｎ＋１
ｈ

∂ｎ
ｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
∂Ωｋ∩∂ΓＮ

－ ｖＤ·ϕｈ·τ ｋｄΓ ． （９）

２　 数 值 算 例

２．１　 时间依赖流

当非线性项与压力梯度相平衡，黏性项与动量方程的时间导数相平衡时，方程精确解为

　 　 ｕ ＝ － ｓｉｎ（２πｙ）ｅ －ν·４π２ｔ， ｖ ＝ ｓｉｎ（２πｘ）ｅ －ν·４π２ｔ， ｐ ＝ － ｃｏｓ（２πｘ）ｃｏｓ（２πｙ）ｅ －ν·８π２ｔ ．
当 ν 很小时，时间依赖流具有解析解，可以定量检验数值算法的稳定性和精度．图 １ 是时间依

赖流的计算区域、边界条件及网格剖分［１４］ ．图 ２ 给出了 ν ＝ １ ／ １００， １ ／ １ ０００， １ ／ ３ ２００， １ ／ ５ ０００
时时间依赖流的流线分布．观察图 ２ 可知 ν 取不同值时，方腔涡流左、右下角均出现一级涡，且
随着 ν 的减小，涡的尺寸在增加，原始涡流慢慢基本趋于方腔的几何中心．当 ν ＝ １ ／ ３ ２００ 时，方
腔右下角既出现一级涡还出现了一个较小的次级涡；当 ν ＝ １ ／ ５ ０００ 时，方腔右下角除了一级

涡外还出现了两个很小的次级涡；由此说明模拟结果可准确地捕捉方腔右下角出现次级涡的
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现象．而表 １ 表明当 Ｎ ＝ ８ 时，由于时间误差的主导，使收敛阶为次优，当 Ｎ为其他值时，几乎达

到了最优收敛阶．该算例验证了本文方法具有很好的稳定性和较高的计算精度．

（ａ） 计算区域和边界条件 （ｂ） 网格剖分

（ａ） Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｇｒｉｄ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

图 １　 求解涡流问题示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｄｄｙ ｃｕｒｒｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ａ） ν ＝ １
１００

（ｂ） ν ＝ １
１ ０００

（ｃ） ν ＝ １
３ ２００

（ｄ） ν ＝ １
５ ０００

图 ２　 不同黏性系数 ν 下时间依赖流的流线分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｆｌｏｗ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ν

表 １　 涡流问题的不同逼近阶对应 ｕ 与 ｐ 最大节点误差及收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｕ ａｎｄ ｐ ｎｏｄａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｏｒｔｅｘ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｒｄｅｒｓ

Ｎ

ｕ ｅｒｒｏｒ

ｈ ｈ ／ ２ ｈ ／ ４
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｏｒｄｅｒ

ｐ ｅｒｒｏｒ

ｈ ｈ ／ ２ ｈ ／ ４
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

ｏｒｄｅｒ

１ ８．４Ｅ－１ ２．９Ｅ－１ ５．４Ｅ－２ ２．０ ２．１Ｅ－０ ５．４Ｅ－１ ９．４Ｅ－２ ２．２

２ ７．４Ｅ－２ ３．６Ｅ－２ １．０Ｅ－２ １．４ ３．１Ｅ－１ ８．８Ｅ－２ １．８Ｅ－８ ２．０

３ １．２Ｅ－１ ４．７Ｅ－３ ５．６Ｅ－４ ３．９ ２．３Ｅ－１ １．６Ｅ－２ ８．８Ｅ－４ ４．０

４ １．０Ｅ－２ ２．１Ｅ－３ ４．５Ｅ－５ ３．９ ２．８Ｅ－２ ４．１Ｅ－３ １．２Ｅ－４ ３．９

５ １．８Ｅ－２ ７．５Ｅ－５ ３．０Ｅ－６ ６．３ ３．２Ｅ－２ ３．３Ｅ－４ ６．８Ｅ－６ ６．１

６ ６．０Ｅ－４ ４．１Ｅ－５ １．７Ｅ－７ ５．９ ９．７Ｅ－４ ６．７Ｅ－５ ４．９Ｅ－７ ５．５

７ １．４Ｅ－３ ６．３Ｅ－７ ４．５Ｅ－８ ７．５ １．９Ｅ－３ ３．９Ｅ－６ ４．１Ｅ－８ ７．７

８ １．８Ｅ－５ ３．３Ｅ－７ ２．７Ｅ－８ ４．７ ２．７Ｅ－５ ５．４Ｅ－７ ２．８Ｅ－８ ５．０

２．２　 圆柱绕流

考虑稍微复杂的流体问题，给出依赖时间的二维渠道流，在渠道中间有一圆形障碍物，此
圆柱放置在偏离渠道中心线处，因此，一旦由零初始条件慢慢形成抛物型流时，就开始产生涡

８４８ 不可压缩黏性流体的二维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的间断有限元模拟



流．初始时刻 Ｔ ＝ ０， 流体假设为零，流入边界条件为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０．４１ －２ｓｉｎ πｔ
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ６（ｙ ＋ ０．２）（０．２１ － ｙ）， ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，

流出边界假设压力为零．因为此问题不存在解析解，定义圆柱的阻力系数为圆柱体上总力在水

平方向分量，即

　 　 Ｃｄ（ ｔ） ＝ ∮ － ｐｎｘ ＋ ν ｎｘ２
∂ｕ
∂ｘ

＋ ｎｙ
∂ｖ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ；

圆柱的升力系数为圆柱体上总力在垂直方向分量，即

　 　 Ｃ ｌ（ ｔ） ＝ ∮ － ｐｎｙ ＋ ν ｎｘ
∂ｖ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｎｙ２

∂ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ，

其中 （ｎｘ，ｎｙ） 为沿圆柱表面的外法向量，取压力差为 Δｐ ＝ ｐ（ － ０．０５，０） － ｐ（０．０５，０） ．图 ３ 是圆

柱绕流的计算区域、边界条件及网格剖分．图 ４ 给出了单元 Ｋ ＝ ２３６， 每个单元用 Ｎ ＝ １０ 阶逼近

非稳态圆柱流的模拟结果，将文献［１５⁃１６］的结果作为标准的基础进行比较，表 ２ 显示了识别

最大升力与阻力及何时达到这些极大值．

（ａ） 计算区域和边界条件

（ａ） Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ｂ） 网格剖分

（ｂ） Ｇｒｉｄ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

图 ３　 求解管道问题示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

（ａ） ｘ⁃ 速度 （ｂ） ｙ⁃ 速度

（ａ） Ｔｈｅ ｘ⁃ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｙ⁃ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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（ｃ） 压力 （ｄ） 涡度

（ｃ） Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ

图 ４　 非稳态圆柱流对应单元个数 Ｋ ＝ ２３６， Ｎ ＝ １０ 阶的模拟结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ Ｋ ＝ ２３６， Ｎ ＝ １０ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｓｔｅａｄｙ ｐｉｐｅ ｆｌｏｗ ｃａｓｅ

表 ２　 圆柱管道流问题的最大升力、阻力系数及在 ｔ ＝ ８ 时的压力差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｌｉｆｔ， ｄｒａｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｆｉｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｒｏｐｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｆｌｏｗ ｃａｓｅ ｆｏｒ ｔ ＝ ８

Ｋ Ｎ Ｃｄ Ｃｌ Δｐ（ ｔ ＝ ８）

１１５ ６ ２．９５３ ０．４９７ －０．１１０

２３６ ８ ２．９４２ ０．４８８ －０．１１２

２３６ １０ ２．９５５ ０．４７９ －０．１１２

ｒｅｆ． ［１６］ － ２．９５０ ０．４７８ －０．１１１

３　 结　 　 论

本文建立了一种求解二维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程黏弹流体流动的 ＤＧ 方法，采用非结构网格

进行数值模拟，对于圆形障碍物，首先计算速度的梯度，再抽出在圆柱边上的速度，然后估计积

分，最后计算出围绕圆柱的积分来估计升力及阻力．然而对大型时间问题的模拟存在很多挑

战，二阶微分算子的存在可引进很小时间步长，对不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 情形，采用半隐式时

间积分可避免小步长问题．
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