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摘要：　 以平面冗余驱动并联机器人为研究对象，利用 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ（Ｕ⁃Ｋ）方法，将并联机构的

物理连接抽象成系统约束，建立了平面 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的闭链运动方程．首先，将 ２
自由度冗余驱动并联机器人分割成 ３ 个无约束开链子系统，子系统的动力学方程由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法获

得；然后，采用运动学约束来描述各子系统和末端执行器、子系统与基座之间的物理连接．对约束进

行微分，并转化为二阶 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式，通过应用 Ｕ⁃Ｋ 方程，可以获得满足该物理约束的约

束力的解析解．根据 Ｕ⁃Ｋ 理论，将该约束力附加到无约束开链系统方程即可建立平面冗余驱动并

联机器人的动力学模型．在轨迹跟踪控制器设计中，将期望的位置或者速度轨迹抽象成虚拟约束，
并将约束条件转化为 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式，再通过 Ｕ⁃Ｋ 方程求解各驱动关节满足给定轨迹约束

所需要的输出力矩．该方法不需要 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子或伪广义速度等辅助变量，并可以同时处理完整约

束和非完整约束．数值模拟和分析结果表明，该建模与控制方法能够高效、系统、快速地建立平面 ２
自由度冗余驱动并联机器人的动力学解析解耦模型，实现给定轨迹的高精度跟踪控制．

关　 键　 词：　 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法；　 冗余驱动；　 并联机器人；　 动力学建模；　 轨迹跟踪控制

中图分类号：　 ＴＨ１１３　 　 　 文献标志码：　 Ａ ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４００３６３

引　 　 言

并联机器人是由动平台（或称为末端）、静平台（或称为支架）以及连接着它们的若干运动

分支（或称为腿）组成的机械系统，具有动力性能好、承载能力强、精度高及刚度大等优点，目
前在工业、医疗和航空等领域上得到了广泛应用，如高精度机床、太空探索、医学和微动装置．
为了实现高精度控制，需要一个准确的并联机器人动力学模型．但由于并联机器人结构之间耦

合关系十分复杂，其动力学模型通常是一个多参数耦合及高度非线性的复杂系统，这使得并联

机器人的动力学分析和建模十分困难．对机器人进行动态建模常用的几种方法包括 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃
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ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 法、Ｇｉｂｂｓ⁃Ａｐｐｅｌｌ 法、Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法、Ｋａｎｅ 法、虚功原理和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理等．姜峣

等［１］基于 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法，提出了一种对机构进行变形协调分析，并且增加补充方程的方法，
得到了完整的机构动力学模型．Ｌａｇｒａｎｇｅ 法建立 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学方程主要通过能量守恒的原

理，该方法是目前并联机器人动力学建模中应用较为广泛的一种方法．白志富等［２］ 通过 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方法，获得了一种 ３ 自由度并联机器人的动力学模型，并且对驱动力进行了求解．文献

［３］证明了 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法在获得动态模型的视角上是等价的，但 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ
方法实现的角度比 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法更完整．Ｃｈｅｎｇ 等［４］ 利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理

相互结合的方法，推导得出了一种比较简洁的冗余驱动并联机器人的动力学方程．Ｇｅｉｋｅ 等［５］

结合符号法和虚功原理两种方法，建立了并联机构的完全机动性的动力学模型．Ｗｕ 等［６］ 通过

虚拟工作原理，进而得到了冗余驱动并联机械手的逆动力学模型，在得到动力学模型后，借助

使用最小二乘法对驱动力进行了优化处理．Ｗａｎｇ 等［７］以 ３ 自由度冗余驱动并联机构为研究对

象，利用虚功原理获得了逆动力学模型，并应用最小二乘法对驱动力优化，但以上方法获得的

动力学模型并不完整，只得到了驱动力的解．张国伟等［８］ 采用 Ｋａｎｅ 法对并联机器人进行动力

学建模．杨建新等［９］先对空间并联机构各种支链的动力学与运动学进行逆解分析，通过模块化

计算方法分析并联机构逆解问题，然后结合 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法，建立了空间并联机

构的运动学与动力学逆解模型，因此提高了计算效率．李永泉等［１０⁃１１］以球面 ２ 自由度过约束并

联机器人为研究对象，该并联机器人的动力学模型为机电两种能量并存系统，通过旋量键合图

的方法获得了球面 ２ 自由度过约束并联机器人的动力学模型．但机构中既有被动过约束也有

主动过约束，这导致所建动力学模型未知数个数多于方程数．于是他们对机构进行变形协调分

析和驱动力优化，由此增加补充方程，得到了该机器人完整的多能域动力学模型．
作为最为常见的动力学建模方法之一，Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法的优点在于思路比较简单，直观易

懂，但随着并联机器人自由度数目的增加，Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法在使用过程中需要写出每个连杆的

运动方程，因此要建立的方程个数就随之增加，使得计算过程的复杂程度增加．Ｋａｎｅ 方法的优

势在于得到的动力学模型形式相对简洁，但是建模思路比较抽象难懂，相对于其他方法来说使

用困难．Ｌａｇｒａｎｇｅ 法建立的模型比较简洁，同时推导过程相对简单，但是对于并联机器人来说，
由于并联杆件数目比较多，导致系统变量的数目增加，因此迭代步骤复杂，建模工作量大．Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 法和 ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 法相结合能够简洁地表达并联机构的闭环广义力，计算速度高于 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 法，但是步骤复杂，计算量大．上述传统的并联机器人动力学建模方法在工程实际中虽

得到了广泛的应用，但随着机构复杂度的增加或者当约束为非完整约束时，建模过程会变得十

分困难．在并联机器人的动力学建模方法研究中，目前还缺少一种系统、简洁的动力学解析建

模方法和控制方法．因此，本文引入了一种新颖的 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ（Ｕ⁃Ｋ） ［１２］ 方法来快速有效地

获得并联机器人的动力学模型并实现轨迹跟踪控制．赵韩等［１３］ 在 Ｕ⁃Ｋ 方程的基础上找到了

Ｈａｍｅｌ 嵌入法有效性的分界线，并给出了特殊情况下的判定条件， 通过例子，得出在完整约束

下利用 Ｈａｍｅｌ 嵌入法建立运动学方程可能得出错误结果，而在非完整约束下也可能得到正确

结果．Ｚｈａｏ 等［１４］ 分别对 Ｕ⁃Ｋ 方程与 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 方程、Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和 Ｋａｎｅ 方程进行了比

较，给出了 ３ 种不同类型的示例进行演示来说明如何构建模型以及如何处理约束．通过仿真演

示了 Ｕ⁃Ｋ 方程的性能， 说明其极大地有助于解决复杂的约束运动．Ｚｈａｏ 等［１５］通过 Ｕ 链和鱼类

机器人这两种情况，展示了如何使用 Ｕ⁃Ｋ 方程获得动力学模型，并提出了多体系统的建模方
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法，还证明了无论其质量矩阵是否是奇异的，Ｕ⁃Ｋ 理论都适用于系统．Ｕ⁃Ｋ 理论被创造性地应

用于 Ｕ 链和鱼类机器人问题的动力学建模，并获得了明确的运动解析方程，但其未进一步将

Ｕ⁃Ｋ 用于控制．在解决运动轨迹跟踪方面，Ｕ⁃Ｋ 方法也显示出其简洁性和有效性，其主要思想

是将给定轨迹看成是虚拟约束，进而求解满足虚拟约束的约束力，如文献［１６⁃１７］分别实现对

机械臂和 ＡＧＶ 的轨迹跟踪控制．但文献［１６］在建立机械臂动力学模型时未考虑 Ｕ⁃Ｋ 方法．
本文以平面 ２ 自由度冗余驱动并联机器人为研究对象，结合 Ｕ⁃Ｋ 方法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建

立了 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的闭合运动方程．Ｕ⁃Ｋ 方法在建立运动方程时不需要借助

额外辅助变量，该方法最为显著的优点是建立的模型中约束力是解析解的表达式，并且建模的

过程步骤清晰简洁，即首先利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｅｕｌｅｒ 法或 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法建立无约束系统模型，然后将物

理约束转化为 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准形式，最后利用 Ｕ⁃Ｋ 方法获得满足给定约束的约束力解析解并附

加到无约束系统模型中．在文献［１５，１７］中，Ｕ⁃Ｋ 方法主要用于开链机械系统建模．而闭链系统

的结构更加复杂，冗余支链的引入使得系统约束也存在冗余，不能直接应用 Ｕ⁃Ｋ 方程．本文将

Ｕ⁃Ｋ 方法综合应用于复杂并联系统的建模和控制中．首先将并联系统拆分为 ３ 个子系统，通过

巧妙地设计约束，将子系统之间的物理连接（例如基座固定连接、结构之间的连接等）抽象为

一种运动约束，从而应用 Ｕ⁃Ｋ 方法建立动力学方程．获得模型后，进一步利用 Ｕ⁃Ｋ 方法进行轨

迹跟踪控制，且只需要将轨迹约束施加到任意一个支链子系统，不需要分别对 ３ 个系统进行约

束求解．本文为复杂并联系统的动力学建模和轨迹跟踪控制提供了一条简洁、有效的思路．文
中通过数值仿真，验证了所建立的动力学模型和轨迹跟踪控制方法的有效性．

１　 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法

Ｕ⁃Ｋ 方法是一种求解受约束系统约束力解析解的方法．假设一个无约束的机械系统有 ｎ
个状态变量 ｑ ＝ ［ｑ１，ｑ２，ｑ３，…，ｑｎ］ Ｔ， 根据 Ｎｅｗｔｏｎ 力学或者 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学可写出该系统的运动

方程［１６］：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ）， （１）

其中初始条件为 ｑ（ ｔ ＝ ０） ＝ ｑ０，ｑ（ ｔ ＝ ０） ＝ ｑ０，ｔ ∈ Ｒ 是时间， ｑ ∈ Ｒｎ 是广义的坐标， ｑ ∈ Ｒｎ 是

广义速度， ｑ ∈ Ｒｎ 是广义加速度， Ｍ（ｑ，ｔ） ＝ ＭＴ（ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ×ｎ 是惯性矩阵， Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ∈ Ｒｎ 包

括由于重力、给定力（或压力）和科氏力 ／离心力引起的影响力．
若该系统存在 ｍ（ｍ ≤ ｎ） 个一阶形式的约束：
　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｃ（ｑ，ｔ）， （２）

其中 Ａ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × ｎ 阶矩阵， Ｃ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × １ 阶列向量．将一阶形式的约束对时间求一次导，
可得到约束的二阶 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式如下［１２］：

　 　 Ａ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ（ｑ，ｑ，ｔ）， （３）
其中 Ａ（ｑ，ｔ） 为 ｍ × ｎ 阶矩阵， ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） 为 ｍ × １ 阶列向量．若给定约束是零阶的，则需要将其

对时间求二次导．当系统引入外界约束时，该机械系统就成为“受约束机械系统”，其运动学方

程为

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ（ｑ，ｑ，ｔ）， （４）
其中 Ｑｃ（ｑ，ｑ，ｔ） 为由外加约束产生的额外约束力．假设式（２）中 Ａ（ｑ，ｔ） 的秩大于等于 １， 且惯性

对称矩阵 Ｍ（θ，ｔ） 可逆， 则根据 Ｕ⁃Ｋ 方法， 上述机械系统约束运动方程的解析形式如下［１２］：
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　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋（ｑ，ｔ）（ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） －
　 　 　 　 Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ））， （５）

式中 Ｂ（ｑ，ｔ） ＝ Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ１ ／ ２（ｑ，ｔ），Ｂ ＋（ｑ，ｔ） 为 Ｂ（ｑ，ｔ） 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆矩阵．对比式（４）
和（５），可得由于施加约束产生的额外约束力为

　 　 Ｑｃ（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｍ１ ／ ２Ｂ ＋（ｑ，ｔ）（ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１（ｑ，ｔ）Ｑ（ｑ，ｑ，ｔ）） ． （６）
从上述约束力的求解过程可以看出，相比 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法，Ｕ⁃Ｋ 方程不使用额外的辅助变量

求解，约束力为解析解，且仅基于与“非约束系统”相同的系统状态变量 ｑ ．

２　 动力学建模

一个 ２ 自由度冗余驱动并联机器人如图 １ 所示，其由 ３ 个子系统组成．每个子系统的一端

通过旋转关节固定在支座上，３ 个支座上的旋转关节由 ３ 个电机提供驱动力矩．另一端则连接

在一个末端执行器上．

图 １　 平面 ２ 自由度冗余驱动并联机器人 图 ２　 子系统 ｉ

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｄｒｉｖｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ Ｆｉｇ． ２　 Ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｉ

由于直接写出 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学方程十分困难，本文根据 Ｕ⁃Ｋ 方程

的级联特性，采用层级建模的方法得到 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学方程．首先将 ２
自由度冗余驱动并联机器人分割成 ３ 个子系统（如图 ２ 所示）．通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学，我们容易得

到子系统的动力学方程．其次，我们将每个子系统看作“无约束系统”，同时引入支座约束和末

端执行器约束，利 Ｕ⁃Ｋ 方程得到 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学方程．
先利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程得出一个子系统的动力学方程．Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学主要以两个基本方程

为基础：其一是针对直线运动；其二是针对旋转运动．我们先定义 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ Ｋ － Ｐ， （７）
其中 Ｌ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数， Ｋ为系统的总动能，Ｐ为系统的总势能，Ｋ和Ｐ 可以用任何方便的坐标

来表示．于是系统的动力学方程式，即 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程如下：

　 　 Ｆ ｉ ＝
∂
∂ｔ

∂Ｌ
∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｘｉ
， Ｔｉ ＝

∂
∂ｔ

∂Ｔ
∂ｑｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｔ

∂ｑｉ
， （８）

其中 Ｆ ｉ 为 ｘｉ 方向的所有外力之和， Ｔｉ 为产生 ｑｉ 方向旋转的所有外力矩之和， ｘｉ 和 ｑｉ 为系统变

量．为了得到运动方程，首先需要推导系统的能量方程，然后根据式（８）对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数式（７）
求导．

由于系统水平，所以重力势能始终不变，选取系统所在平面为 ０ 势能面，故 Ｐ ＝ ０．系统总

动能 Ｋ 为两个连杆的动能 Ｋ１ 和 Ｋ２ 之和．两个连杆均具有质量分布，将其质量等效看作在质点
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上，在计算动能时需要考虑转动惯量．第 ｉ 个子系统的参数如表 １ 所示．
表 １　 第 ｉ 个子系统的参数 （ ｉ ＝ １，２，３）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉ ｔｈ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ （ ｉ ＝ １，２，３）

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｅａｎｉｎｇ
ｘａｉ，ｙａｉ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ａｉ

ｘｍａｉ，ｙｍａｉ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ １ Ｃａｉ

ｘｍｂｉ，ｙｍｂｉ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ １ Ｃｂｉ

ｑａｉ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ＡｉＢｉ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｌｉｎｅ

ｑｂｉ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ＢｉＥｉ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｌｉｎｅ

ｒａｉ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ Ｃａｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ａｃｔｉｖｅ ｊｏｉｎｔ Ａｉ

ｒｂｉ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ Ｃｂｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ａｃｔｉｖｅ ｊｏｉｎｔ Ｂｉ

Ｌ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ ＡｉＢｉ

ｍａｉ，ｍｂｉ ｍａｓｓｅｓ ｏｆ ｌｉｎｋｓ ＡｉＢｉ， ＢｉＥｉ

Ｉａｉ，Ｉｂｉ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｌｉｎｋｓ ＡｉＢｉ， ＢｉＥｉ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ

　 　 根据第 ｉ 个子系统的参数，写出两连杆质点速度如下：

　 　

ｘｍａｉ ＝ ｘａｉ － ｒａｉｑａｉｓｉｎ ｑａｉ，

ｙｍａｉ ＝ ｙａｉ ＋ ｒａｉｑａｉｃｏｓ ｑａｉ，

ｘｍｂｉ ＝ ｘａｉ － Ｌｑａｉｓｉｎ ｑａｉ － ｒｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），

ｙｍｂｉ ＝ ｙａｉ ＋ Ｌｑａｉｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｒｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（９）

所以系统总动能为

　 　 Ｋ ＝ Ｋ１ ＋ Ｋ２ ＝

　 　 　 　 １
２

Ｉａｉｑ２
ａｉ ＋

１
２

ｍａｉＶｍａｉ
２ ＋ １

２
Ｉｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ２ ＋ １

２
ｍｂｉＶｍｂｉ

２ ． （１０）

对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（１０）求导可得

　 　 ∂
∂ｔ

∂Ｌ
∂ｑａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑａｉ

＝

　 　 　 　 ［ Ｉａｉ ＋ Ｉｂｉ ＋ ｍａｉｒ２ａｉ ＋ ｍｂｉ（Ｌ２ ＋ ｒ２ｂｉ ＋ ２Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ）］ｑａｉ ＋
　 　 　 　 ［ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉ（ ｒ２ｂｉ ＋ Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ）］ｑｂｉ －
　 　 　 　 ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｘａｉ ＋
　 　 　 　 ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｙａｉ －
　 　 　 　 ｍｂｉＬｒｂｉｑｂｉｑａｉｓｉｎ ｑｂｉ － ｍｂｉＬｒｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｑｂｉｓｉｎ ｑｂｉ， （１１ａ）

　 　 ∂
∂ｔ

∂Ｌ
∂ｑｂｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑｂｉ

＝

　 　 　 　 ［ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉ（ ｒ２ｂｉ ＋ Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ）］ｑａｉ ＋
　 　 　 　 （ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉｒ２ｂｉ）ｑｂｉ － ｍｂｉｒｂｉｘａｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ＋
　 　 　 　 ｍｂｉｒｂｉｙａｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ＋ ｍｂｉＬｒｂｉｑａｉｑａｉｓｉｎ ｑｂｉ， （１１ｂ）

　 　 ∂
∂ｔ

∂Ｌ
∂ｘａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｘａｉ

＝

　 　 　 　 － ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｑａｉ －
　 　 　 　 ｍｂｉｒｂｉｑｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ＋ （ｍａｉ ＋ ｍｂｉ）ｘａｉ －

７８１１基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法的平面冗余并联机器人建模与轨迹跟踪控制



　 　 　 　 ｑａｉ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｑａｉ －
　 　 　 　 ｍｂｉｒｂｉ（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｑｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）， （１２ａ）

　 　 δＬ
δｙａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － δＬ

δｙａｉ

＝

　 　 　 　 ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｑａｉ ＋
　 　 　 　 ｍｂｉｒｂｉｑｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ＋ （ｍａｉ ＋ ｍｂｉ）ｙａｉ －
　 　 　 　 ｑａｉ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］ｑａｉ －
　 　 　 　 ｍｂｉｒｂｉ（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｑｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ） ． （１２ｂ）
在式（１１）和（１２）中，选取 ｑｉ ＝ ［ｑａｉ，ｑｂｉ，ｘａｉ，ｙａｉ］ Ｔ 为系统第 ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 个机械臂子系统的

状态变量．通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法，得出第 ｉ 个机械臂子系统的运动方程的矩阵形式如下：
　 　 Ｍｉ（ｑｉ，ｔ）ｑｉ ＋ Ｃｉ（ｑｉ，ｑｉ，ｔ）ｑｉ ＝ τ ｉ， （１３）

式中 Ｍｉ 和 Ｃｉ 分别是第 ｉ 个子系统的质量矩阵和离心力 ／ 科氏力，τ ｉ 是由组装在第 ｉ 个主动关

节中的制动器施加的外部扭矩．Ｍｉ 和 Ｃｉ 如下所示：

　 　 Ｍｉ ＝

Ｍｉ１１ Ｍｉ１２ Ｍｉ１３ Ｍｉ１４

Ｍｉ２１ Ｍｉ２２ Ｍｉ２３ Ｍｉ２４

Ｍｉ３１ Ｍｉ３２ Ｍｉ３３ Ｍｉ３４

Ｍｉ４１ Ｍｉ４２ Ｍｉ４３ Ｍｉ４４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， Ｃｉ ＝

Ｃ ｉ１１ Ｃ ｉ１２ Ｃ ｉ１３ Ｃ ｉ１４

Ｃ ｉ２１ Ｃ ｉ２２ Ｃ ｉ２３ Ｃ ｉ２４

Ｃ ｉ３１ Ｃ ｉ３２ Ｃ ｉ３３ Ｃ ｉ３４

Ｃ ｉ４１ Ｃ ｉ４２ Ｃ ｉ４３ Ｃ ｉ４４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， （１４）

其中

　 　 Ｍｉ１１ ＝ Ｉａｉ ＋ Ｉｂｉ ＋ ｍａｉｒ２ａｉ ＋ ｍｂｉ（Ｌ２ ＋ ｒ２ｂｉ ＋ ２Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ１２ ＝ Ｍｉ２１ ＝ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉ（ ｒ２ｂｉ ＋ Ｌｒｂｉｃｏｓ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ１３ ＝ Ｍｉ３１ ＝ － ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｍｉ１４ ＝ Ｍｉ４１ ＝ （ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ２２ ＝ Ｉｂｉ ＋ ｍｂｉｒ２ｂｉ，
　 　 Ｍｉ２３ ＝ Ｍｉ３２ ＝ － ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ２４ ＝ Ｍｉ４２ ＝ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｍｉ３３ ＝ Ｍｉ４４ ＝ ｍａｉ ＋ ｍｂｉ，
　 　 Ｍｉ３４ ＝ Ｍｉ４３ ＝ ０，
　 　 Ｃ ｉ１１ ＝ － ｍｂｉＬｒｂｉｑｂｉｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃ ｉ１２ ＝ － ｍｂｉＬｒｂｉ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃ ｉ２１ ＝ ｍｂｉＬｒｂｉｑａｉｓｉｎ ｑｂｉ，
　 　 Ｃ ｉ３１ ＝ － ｑａｉ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｃｏｓ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｃ ｉ３２ ＝ － ｍｂｉｒｂｉ（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｃｏｓ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｃ ｉ４１ ＝ － ｑａｉ［（ｍａｉｒａｉ ＋ ｍｂｉＬ）ｓｉｎ ｑａｉ ＋ ｍｂｉｒｂｉｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）］，
　 　 Ｃ ｉ４２ ＝ － ｍｂｉｒｂｉ（２ｑａｉ ＋ ｑｂｉ）ｓｉｎ（ｑａｉ ＋ ｑｂｉ），
　 　 Ｃ ｉ１３ ＝ Ｃ ｉ１４ ＝ Ｃ ｉ２２ ＝ Ｃ ｉ２３ ＝ Ｃ ｉ２４ ＝ Ｃ ｉ３３ ＝ Ｃ ｉ３４ ＝ Ｃ ｉ４３ ＝ Ｃ ｉ４４ ＝ ０．
选取系统状态变量为 ｑ ＝ ［ｑａ１，ｑｂ１，ｘａ１，ｙａ１，ｑａ２，ｑｂ２，ｘａ２，ｙａ２，ｑａ３，ｑｂ３，ｘａ３，ｙａ３］ Ｔ， 将这 ３ 个没有

约束的子系统的运动方程联立成矩阵形式：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＋ Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ ＝ τ， （１５）
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其中

　 　 Ｍ ＝

Ｍ１ ０ ０

０ Ｍ２ ０

０ ０ Ｍ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， Ｃ ＝

Ｃ１ ０ ０

０ Ｃ２ ０

０ ０ Ｃ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， τ ＝

τ １

τ ２

τ ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
．

一方面，将 ３ 个子系统的一端利用约束各自固定在一个基座上，假设第 ｉ 个子系统的末端

主动关节为 Ａｉ，对应基座 Ａ′ｉ的坐标为（ｘ（Ａ′ｉ），ｙ（Ａ′ｉ）） ．由于主动关节通过旋转关节与基座连

接，因此第 ｉ 个主动关节和基座之间的运动约束可表示为

　 　 ｘ（Ａｉ） ＝ ｘ（Ａ′ｉ）， ｙ（Ａｉ） ＝ ｙ（Ａ′ｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，３． （１６）
为了得到约束的二阶形式，将式（１６）对时间 ｔ 进行两次微分，得到二阶约束如下：

　 　 Ａ１（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ１（ｑ，ｑ，ｔ）， （１７）

　 　 Ａ１ ＝

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， ｂ１ ＝

０
０
０
０
０
０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

另一方面，把 ３ 个子系统的另一端 Ｅ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 通过旋转关节连接起来，将末端执行器

固定在连接处 Ｅ ．设 ｘ（Ｅ ｉ） 和 ｙ（Ｅ ｉ） 表示末端执行器 Ｅ在第 ｉ 个子系统中的广义坐标．所以这 ３
个子系统的运动学约束为

　 　
ｘ（Ｅ１）

ｙ（Ｅ１）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘ（Ｅ２）

ｙ（Ｅ２）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

ｘ（Ｅ１）

ｙ（Ｅ１）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘ（Ｅ３）

ｙ（Ｅ３）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （１８）

同样，为了得到约束的二阶形式，将式（１８）对时间 ｔ 进行两次微分，得到二阶约束如下：
　 　 Ａ２（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ２（ｑ，ｑ，ｔ）， （１９）

其中

　 　 Ａ２ ＝ （Ａ２１ 　 Ａ２２ 　 Ａ２３），

　 　 Ａ２１ ＝

－ Ｌｓｉｎ ｑａ１ － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ０ ０

Ｌｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ０ ０
－ Ｌｓｉｎ ｑａ１ － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ０ ０

Ｌｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

，

　 　 Ａ２２ ＝

Ｌｓｉｎ ｑａ２ ＋ Ｌｓｉｎ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） Ｌｓｉｎ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） ０ ０
－ Ｌｃｏｓ ｑａ２ － Ｌｃｏｓ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） － Ｌｃｏｓ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） ０ ０

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

　 　 Ａ２３ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

Ｌｓｉｎ ｑａ３ ＋ Ｌｓｉｎ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） Ｌｓｉｎ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） ０ ０
－ Ｌｃｏｓ ｑａ３ － Ｌｃｏｓ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） － Ｌｃｏｓ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，
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　 　 ｂ２ ＝

　 　 　 　

Ｌｑ２ａ１ｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｑ２ａ２ｃｏｓ ｑａ２ － Ｌ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） ２ｃｏｓ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２）

Ｌｑ２ａ１ｓｉｎ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｑ２ａ２ｓｉｎ ｑａ２ － Ｌ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２） ２ｓｉｎ（ｑａ２ ＋ ｑｂ２）

Ｌｑ２ａ１ｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｑ２ａ３ｃｏｓ ｑａ３ － Ｌ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） ２ｃｏｓ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３）

Ｌｑ２ａ１ｓｉｎ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｑ２ａ３ｓｉｎ ｑａ３ － Ｌ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３） ２ｓｉｎ（ｑａ３ ＋ ｑｂ３）

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

我们已经得到了支座约束和末端执行器约束的二阶形式，然后在式（１５）上同时引入支座

约束和末端执行器约束，通过 Ｕ⁃Ｋ 方程，可以得出 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学方

程如下：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ

１（ｑ，ｑ，ｔ）， （２０）
其中

　 　 Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ τ － Ｃ（ｑ，ｑ，ｔ）ｑ，
　 　 Ｑｃ

１ ＝ Ｍ１ ／ ２（ｑ，ｔ）Ｂ ＋（ｑ，ｔ）［ｂ（ｑ，ｑ，ｔ） － Ｂ（ｑ，ｔ）Ｍ －１ ／ ２（ｑ，ｔ）Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ）］，
　 　 Ｂ（ｑ，ｔ） ＝ Ａ（ｑ，ｔ）Ｍ －１ ／ ２（ｑ，ｔ），
　 　 Ａ ＝ （Ａ１ 　 Ａ２）， ｂ ＝ （ｂ１ 　 ｂ２） ．
２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学建模过程总结如下：
步骤 １　 将 ２ 自由度冗余驱动并联机器人拆分为 ３ 个独立的无约束子系统．根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ

方程，分别写出独立子系统的动力学方程，然后将 ３ 个方程联立成矩阵形式．
步骤 ２　 同时引入末端执行器和基座的约束，将约束写成二阶 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准微分形式．
步骤 ３　 利用 Ｕ⁃Ｋ 方程，得到理想的 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的约束力解析解．附加

到第一步的方程中，得到完整的 ２ 自由度冗余驱动并联机器人的动力学模型．

３　 轨迹跟踪控制

在得到了准确的 ２ 自由度冗余驱动并联机器人动力学模型后，为了让并联机器人完成期

望功能，我们就必须对其进行轨迹控制，使其按期望轨迹运行．传统的轨迹跟踪控制大多是利

用位置和速度传感器获得末端执行器的位置和速度，然后和给定的轨迹进行比较从而获得跟

踪误差．最后采用不同控制方法（如 ＰＩＤ 控制、鲁棒控制、自适应控制等），将误差控制在合理

范围内，从而实现轨迹跟踪．本文采用一种新的 ２ 自由度冗余驱动并联机器人轨迹跟踪控制思

路．从 Ｕ⁃Ｋ 方法出发，将所需要跟踪的位置（或速度）轨迹抽象成虚拟的约束，然后将该约束转

化为 Ｐｆａｆｆｉａｎ 标准形式，再利用 Ｕ⁃Ｋ 方程获得机器人满足该轨迹约束所需要的驱动力矩，从而

实现机器人的轨迹跟踪控制．
根据上述控制设计思想，进行轨迹跟踪控制时，先将 ２ 自由度冗余驱动并联机器人看作

“无约束系统”．假设

　 　 Ｑ３（ｑ，ｑ，ｔ） ＝ Ｑ１（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ
１（ｑ，ｑ，ｔ） ． （２１）

将式（２０）看作“无约束系统”，改写成无约束形式：
　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ３（ｑ，ｑ，ｔ） ． （２２）
基于式（２２）动力学方程，我们将期望的轨迹以二阶约束的形式引入．现在我们期望末端执

行器 Ｅ 的 ｘ 坐标和 ｙ 坐标分别为时间 ｔ的函数 ｆｘ（ ｔ） 和 ｆｙ（ ｔ）， 由于 ３ 个子系统已经在末端执行
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器处约束在一起，故只需在一个子系统的末端引入约束：

　 　
ｘ（Ｅ１） ＝ ｆｘ（ ｔ），

ｙ（Ｅ１） ＝ ｆｙ（ ｔ） ．{ （２３）

将式（２３）对时间 ｔ 求二次导，将二阶微分写成矩阵形式的约束：
　 　 Ａ３（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ３（ｑ，ｑ，ｔ） ． （２４）
若动力学模型式（２２）要满足约束式（２４），就需要给该“无约束系统”添加额外的约束力 ／

力矩．假设额外的约束力 ／力矩为 Ｑｃ
３（ｑ，ｑ，ｔ）， 根据 Ｕ⁃Ｋ 方程可知

　 　 Ｍ（ｑ，ｔ）ｑ ＝ Ｑ３（ｑ，ｑ，ｔ） ＋ Ｑｃ
３（ｑ，ｑ，ｔ）， （２５）

其中

　 　 Ｂ３（ｑ，ｔ） ＝ Ａ３（ｑ，ｔ）Ｍ
－１ ／ ２（ｑ，ｔ），

　 　 Ｑｃ
３ ＝ Ｍ１ ／ ２（ｑ，ｔ）Ｂ ＋

３（ｑ，ｔ）［ｂ３（ｑ，ｑ，ｔ） － Ｂ３（ｑ，ｔ）Ｍ
－１ ／ ２（ｑ，ｔ）Ｑ３（ｑ，ｑ，ｔ）］ ．

至此，我们计算出跟踪期望轨迹所需要提供的额外力 ／力矩为 Ｑｃ
３（ｑ，ｑ，ｔ） ．

４　 数值仿真分析

４．１　 动力学建模仿真

通过之前的动力学分析，并结合 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和 Ｕ⁃Ｋ 方程，得到了理想的无关节摩擦的 ２
自由度冗余驱动并联机器人的动力学方程．在本小节中，我们将通过数值模拟的方法来验证所

提出的建模方法的有效性．当然，单个子系统的一些动力学参数，如连杆长度、连杆质量、质心

位置、连杆相对质心的惯性矩等都是已知的［４］ ．本文中 ３ 个子系统的动力学参数如表 ２ 所示．
表 ２　 连杆动力学的参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌｉｎｋ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｌｅｎｇｔｈ

Ｌ ／ ｍ

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ

ｔｏ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｊｏｉｎｔ Ｄ ／ ｍ

ｍａｓｓ

ｍ ／ ｋｇ

ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｔｏ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｍａｓｓ Ｉ ／ （ｋｇ·ｍ２）
Ｌａ１ ０．２４４ ０．１１５ ０ １．２５２ ５ ０．０１２ ４
Ｌｂ１ ０．２４４ ０．１６２ １ １．０７７ １ ０．００９ ８
Ｌａ２ ０．２４４ ０．０６５ ７ １．３６６ ３ ０．０１２ ２
Ｌｂ２ ０．２４４ ０．１０９ ６ ０．４１３ ２ ０．００３ ６
Ｌａ３ ０．２４４ ０．０６５ ７ １．３６６ ３ ０．０１２ ２
Ｌｂ３ ０．２４４ ０．１０９ ６ ０．４１３ ２ ０．００３ ６

　 　 在进行数值模拟之前，还需要知道每个子系统各个连杆之间的初始角度值和三个基座的

位置坐标， 在这里我们假设初始的速度 ／角速度和加速度 ／角加速度在初始时刻都为 ０， 并选

取任意一组满足约束的初始值进行仿真．选择初始状态 ｑ０ ＝ ［１．３０１ ５，－２．１７５ ２，０，０．２５，２．９１０ ５，
－１．４５９ ３，０．４３，０，２．９８１，１．８７７ ６，０．４２６ ９，０．５００ ５］ Ｔ ．另外，我们给该系统一个输入力矩，以验证

３ 个子系统的末端轨迹是否重合以及与基座连接处是否固定，故令式（１５）中的外加力矩 τ ＝
［０．１ｃｏｓ（πｔ），０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０］ Ｔ， 图 ３、４ 为数值仿真结果．

图 ３ 为 ３ 个子系统末端位置在 ｘＯｙ 平面上的轨迹．我们将原系统拆分为 ３ 个子系统后，３
个系统末端可以各自独立运动．但在引入末端约束后，由图 ３ 可知，３ 个子系统在外加力矩 τ 的

作用下，末端运动轨迹重合．
我们在建立系统动力学模型时，基座与子系统也是通过引入约束来进行固定的，而不是一
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开始就将其固定在 ３ 个基座上．仿真结果（图 ４）展示了 ３ 个子系统基座连接处的坐标随时间

的变化趋势．３ 个子系统与基座的连接处通过引入约束后，在外加力矩 τ 的作用下，坐标相对于

时间的变化为常数，可知其固定在基座处不动．

图 ３　 ３ 个子系统末端轨迹图（验证） 图 ４　 状态变量随时间变化趋势（验证）

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｎｄ ｔｒａｃｅｓ ｏｆ ３ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ（ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ） Ｆｉｇ． ４　 Ｔｒｅｎｄｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ（ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ）

由仿真结果可知，运用本文提出的建模方法，子系统的基座连接处固定且末端执行器轨迹

重合，故表明该方法准确、有效．
４．２　 轨迹跟踪控制仿真

我们期望末端执行器 Ｅ 的 ｘ 坐标和 ｙ 坐标分别为时间 ｔ 的函数 ｆｘ（ ｔ） 和 ｆｙ（ ｔ），在进行轨迹

跟踪控制数值仿真时，设 ｆｘ（ ｔ） ＝ ｅｅ１ ＋ ０．０１ｃｏｓ ｔ， ｆｙ（ ｔ） ＝ ｙｅ１，其中理想 ｘ 坐标变化曲线为余弦函

数，理想 ｙ 坐标变化曲线为常数，合成理想的末端运动轨迹为水平往复运动的直线．根据式

（２３）和（２４） 可得

　 　
ｘ（Ｅ１） ＝ ｘｅ１ ＋ ０．０１ｃｏｓ ｔ，

ｙ（Ｅ１） ＝ ｙｅ１ ．
{ （２６）

将式（２６）对时间 ｔ 求二次导，将二阶微分写成矩阵形式的约束：
　 　 Ａ３（ｑ，ｔ）ｑ ＝ ｂ３（ｑ，ｑ，ｔ）， （２７）

其中

　 　 Ａ３（ｑ，ｔ） ＝
－ Ｌｓｉｎ ｑａ１ － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － Ｌｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１）

Ｌｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） Ｌｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１）
æ

è
çç

　 　 　 　
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ö

ø
÷ ，

　 　 ｂ３（ｑ，ｑ，ｔ） ＝
Ｌｑ２

ａ１ｃｏｓ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｃｏｓ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） － ０．０１ｃｏｓ ｔ

Ｌｑ２
ａ１ｓｉｎ ｑａ１ ＋ Ｌ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１） ２ｓｉｎ（ｑａ１ ＋ ｑｂ１）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．

式（２６）中的 （ｘｅ１，ｙｅ１） 是选取的初始基准点的位置坐标，根据初始位置而定，为常数．
在进行期望的轨迹跟踪时，对于式（２０）中的外加力矩 τ， 首先将其看作 ０，利用 Ｕ⁃Ｋ 方程

求出 Ｑｃ
３（ｑ，ｑ，ｔ）， 此时 Ｑｃ

３（ｑ，ｑ，ｔ） 就是满足期望约束要提供的外加力矩 τ ．４．２ 小节的仿真初

始状态和子系统动力学参数和 ４．１ 小节相同．根据式（２２）和（２７），数值仿真结果如图 ５ 所示．
图 ５ 表示 ３ 个子系统末端执行器的 ｘ 轴坐标和 ｙ 轴坐标随时间的变化趋势．根据式（２６），
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预期的轨迹为末端执行器 ｘ 轴为余弦函数，ｙ 轴为静止．由仿真结果图 ５ 可知，各子系统 ｘ 坐标

和 ｙ 坐标与理想轨迹重合，满足期望约束．

（ａ） 子系统 １ 末端 ｘ 轴坐标和 ｙ 轴坐标随时间变化趋势

（ａ） Ｔｈｅ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ １ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

（ｂ） 子系统 ２ 末端 ｘ 轴坐标和 ｙ 轴坐标随时间变化趋势

（ｂ） Ｔｈｅ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ２ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

（ｃ） 子系统 ３ 末端 ｘ 轴坐标和 ｙ 轴坐标随时间变化趋势

（ｃ） Ｔｈｅ ｘ⁃ ａｎｄ ｙ⁃ ａｘｉｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ３ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

图 ５　 子系统末端坐标随时间变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

图 ６　 ３ 个子系统末端轨迹图

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｎｄ ｔｒａｃｅｓ ｏｆ ３ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ

图 ６ 为 ３ 个子系统末端位置在 ｘＯｙ 平面上的轨迹．我们将原系统拆分为 ３ 个子系统后，３

３９１１基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法的平面冗余并联机器人建模与轨迹跟踪控制



个系统末端可以各自独立运动．但在引入末端约束和期望轨迹约束后，由图 ６ 可知，３ 个子系统

在外加力矩 τ 的作用下，末端执行器跟踪期望的水平直线，并且 ３ 个子系统轨迹重合．
运用本文提出的建模方法和轨迹跟踪控制方法， ３ 个子系统与基座连接处的广义坐标始

终为常数， 视为固定不动． ３ 个子系统的末端执行器运动轨迹重合， 且能良好地跟踪期望的

轨迹．

５　 结　 　 论

并联机器人结构之间的耦合关系复杂，其动力学模型通常是一个多参数耦合及高度非线

性的复杂系统，这使得常用的机器人建模方法在对并联机器人进行动力学分析和建模时十分

困难．故在本文中，我们提出了一种基于 Ｕ⁃Ｋ 方程的新型建模方法．该方法利用 Ｕ⁃Ｋ 方程的级

联性质建立并联机器人的运动方程．该方法最为显著的优点是分析形式的并联机器人的运动

方程是在没有辅助变量的情况下获得的（例如 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘数或伪广义速度），建立的模型是解

析形式，并且能够得到系统约束力的解析表达形式．该方法将并联机器人分成几个支链子系

统，采用运动学约束来描述各子系统和末端执行器、子系统与基座之间的物理连接．通过级联

特性，提出的方法在系统建模时具有普遍性、系统性和简单性．在得到准确的动力学模型后，将
其视为无约束系统，同样利用 Ｕ⁃Ｋ 方程的级联性质，将期望轨迹以标准的二阶微分形式引入，
求解额外约束力．最后通过数值仿真，证明了本文提出的建模方法和轨迹跟踪控制方法的有效

性和准确性．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 姜峣， 李铁民， 王立平． 过约束并联机构动力学建模方法［ Ｊ］ ． 机械工程学报， ２０１３， ４９（１７）：
１２３⁃１２９．（ＪＩＡＮＧ Ｙａｏ， ＬＩ Ｔｉｅｍｉｎ， ＷＡＮＧ Ｌｉｐｉｎｇ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｏｖｅｒ⁃
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ４９
（１７）： １２３⁃１２９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２］　 白志富， 韩先国， 陈五一． 基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程三自由度并联机构动力学研究［Ｊ］ ． 北京航空航天

大学学报， ２００４， ３０（１）： ５１⁃５４．（ＢＡＩ Ｚｈｉｆｕ， ＨＡＮ Ｘｉａｎｇｕｏ， ＣＨＥＮ Ｗｕｙｉ． Ｓｔｕｄｙ ｏｆ ａ ３⁃ＤＯＦ ｐａｒ⁃
ａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌａｇｒａｎｇｅ’ ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２００４， ３０（１）： ５１⁃５４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 ＹＩＵ Ｙ Ｋ， ＣＨＥＮＧ Ｈ， ＸＩＯＮＧ Ｚ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ［Ｃ］ ／ ／ ＩＥＥＥ
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ． Ｓｅｏｕｌ， ２００１．

［４］　 ＣＨＥＮＧ Ｈ， ＹＩＵ Ｙ Ｋ， ＬＩ Ｚ Ｘ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ａｃｔｕａｔｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａ⁃
ｔｏｒｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ ／ ＡＳＭＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ， ２００３， ８（４）： ４８３⁃４９１．

［５］　 ＧＥＩＫＥ Ｔ， ＭＣＰＨＥＥ Ｊ． Ｉｎｖｅｒｓｅ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｆｕｌｌ ｍｏｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］ ．
Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ， ２００３， ３８（６）： ５４９⁃５６２．

［６］　 ＷＵ Ｊ， ＷＡＮＧ Ｊ Ｓ， ＷＡＮＧ Ｌ Ｐ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｐｌａｎａｒ ３⁃ＤＯＦ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
ｗｉｔｈ ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ， ２００９， ４４（４）： ８３５⁃８４９．

［７］　 ＷＡＮＧ Ｌ Ｐ， ＷＵ Ｊ， ＷＡＮＧ Ｊ Ｓ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｌａｎａｒ ３⁃ＤＯＦ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
ｗｉｔｈ ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ［Ｊ］ ． Ｒｏｂｏｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ⁃Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ， ２０１０， ２６
（１）： ６７⁃７３．

［８］　 张国伟， 宋伟刚． 并联机器人动力学问题的 Ｋａｎｅ 方法［Ｊ］ ． 系统仿真学报， ２００４， １６（７）： １３８６⁃

４９１１ 韩 江　 　 汪 鹏　 　 董方方　 　 夏 链　 　 陈 珊　 　 卢 磊



１３９１．（ＺＨＡＮＧ Ｇｕｏｗｅｉ， ＳＯＮＧ Ｗｅｉｇａｎｇ． Ａ Ｋａｎｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｏｆ ｓｔｅｗ⁃
ａｒｔ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２００４， １６（７）： １３８６⁃１３９１．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［９］　 杨建新， 汪劲松， 郁鼎文． 空间并联机构运动学与动力学逆解的模块化计算方法［Ｊ］ ． 机械工程

学报， ２００５， ４１（５）： １０４⁃１０７．（ＹＡＮＧ Ｊｉａｎｘｉｎ， ＷＡＮＧ Ｊｉｎｇｓｏｎｇ， ＹＵ Ｄｉｎｇｗｅｎ． Ｍｏｄｕｌａｒ ｃａｌｃｕｌａ⁃
ｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００５， ４１（５）： １０４⁃１０７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 李永泉， 宋肇经， 郭菲． 多能域过约束并联机器人系统动力学建模方法［ Ｊ］ ． 机械工程学报，
２０１６， ５２（２１）： １７⁃２０．（ＬＩ Ｙｏｎｇｑｕａｎ， ＳＯＮＧ Ｚｈａｏｊｉｎｇ， ＧＵＯ Ｆｅｉ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
ｏｖｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｅｎｅｒｇｙ ｄｏｍａｉｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１６， ５２（２１）： １７⁃２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 李永泉， 单张兵， 王立捷． ４⁃ＤＯＦ 混联机器人多能域动力学全解模型及试验［Ｊ］ ． 机械工程学报，
２０１７， ５３（２３）： ９２⁃１００．（ＬＩ Ｙｏｎｇｑｕａｎ， ＳＨＡＮ Ｚｈａｎｇｂｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｌｉｊｉｅ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｅｎｅｒｇｙ ｄｏｍａｉｎ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ｆｕｌｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ４⁃ＤＯＦ ｈｙｂｒｉｄ ｒｏｂｏｔ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１７， ５３（２３）： ９２⁃１００．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 ＵＤＷＡＤＩＡ Ｆ Ｅ， ＫＡＬＡＢＡ Ｒ Ｅ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ： ａ Ｎｅｗ Ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｃａｍ⁃
ｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９９６．

［１３］　 赵韩， 赵晓敏， 姜建满． 基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 理论的 Ｈａｍｅｌ 嵌入法研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０１７， ３８（６）： ６９６⁃７０７．（ＺＨＡＯ Ｈａｎ， ＺＨＡＯ Ｘｉａｏｍｉｎｇ， ＪＩＡＮＧ Ｊｉａｎｍａｎ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ Ｈａｍｅｌ’ｓ ｅｍ⁃
ｂｅｄｄｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｖｉａ ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０１７， ３８（６）： ６９６⁃７０７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＺＨＡＯ Ｘ Ｍ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｈ， ＺＨＡＯ Ｈ． Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍｓ： ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１８，
３１（６）： １１⁃２４．

［１５］　 ＺＨＡＯ Ｈ， ＺＨＥＮ Ｓ Ｃ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｈ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕ⁃
ｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ２６
（５）： ８３９⁃８５０．

［１６］　 张新荣， ＣＨＥＮ Ｙ Ｈ， 平昭琪． 基于 Ｕｄｗａｄｉａ 和 Ｋａｌａｂａ 方程的机械臂轨迹跟踪控制［Ｊ］ ． 长安大

学学报（自然科学版）， ２０１４， ３４（１）： １１５⁃１１９．（ＺＨＡＮＧ Ｘｉｎｒｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｈ， ＰＩＮＧ Ｚｈａｏｑｉ．
Ｍｅｃｈａｎｉｃ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｕｄｗａｄｉａ ａｎｄ Ｋａｌａｂａ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｈａｎｇ’ａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１４， ３４（１）： １１５⁃１１９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 ＳＵＮ Ｈ， ＺＨＡＯ Ｈ， ＺＨＥＮ Ｓ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｒａｃｋｉｎｇ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔｓ ［ Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１５， ８３ （ １ ／ ２）： １⁃１２． ＤＯＩ： １０． １００７ ／
ｓ１１０７１⁃０１５⁃２３３５⁃３．

５９１１基于 Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ 方法的平面冗余并联机器人建模与轨迹跟踪控制



Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ Ｐｌａｎａｒ Ｒｅｄｕｎｄａｎｔ Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｒｏｂｏｔｓ Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ Ｍｅｔｈｏｄ

ＨＡＮ Ｊｉａｎｇ，　 ＷＡＮＧ Ｐｅｎｇ，　 ＤＯＮＧ Ｆａｎｇｆａｎｇ，
ＸＩＡ Ｌｉａｎ，　 ＣＨＥＮ Ｓｈａｎ，　 ＬＵ Ｌｅｉ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｈｅｆｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｈｅｆｅｉ ２３０００９， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ｄｒｉｖｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ． Ｔｈｅ Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ （Ｕ⁃Ｋ）
ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｆｏｒｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｓ ｓｙｓｔｅｍ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｃｈａｉｎ ｍｏｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ｄｒｉｖｅｎ
ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ ｗｅｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ｒｏｂｏｔ ｗａｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ３ ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｐｅｎ⁃
ｃｈａｉｎ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ． Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ
ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ ｂｅ⁃
ｔｗｅｅｎ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｄ ｅｆｆｅｃｔｏｒ， ａｎｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｅ． Ｔｈｅ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｗａｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｅｄ ａｎｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｐｆａｆｆｉａｎ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｆｏｒｍ． Ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｕ⁃Ｋ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｗａｓ ｇｉｖ⁃
ｅｎ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ Ｕ⁃Ｋ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｃａｎ ｂｅ ａｄｄｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｐｅｎ⁃ｃｈａｉｎ
ｓｙｓｔｅｍ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ｄｒｉｖｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏ⁃
ｂｏｔ． Ｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｄｅｓｉｇｎ， ｔｈｅ ｄｅｓｉｒｅｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｗａｓ
ｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ａ ｖｉｒｔｕａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｗａｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ
Ｐｆａｆｆｉａｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｆｏｒｍ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ Ｕ⁃Ｋ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｔｏｒｑｕｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ
ｆｏｒ ｅａｃｈ ｄｒｉｖｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ｔｏ ｓａｔｉｓｆｙ ａ ｇｉｖｅｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ． Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｒｅｑｕｉｒｅ ａｕｘｉｌ⁃
ｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｓｕｃｈ ａｓ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ ｏｒ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｐｅｅｄｓ， ａｎｄ ｃａｎ ｈａｎｄｌｅ ｂｏｔｈ
ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ， ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ａｎｄ ｑｕｉｃｋｌｙ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ
ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎａｒ ２⁃ＤＯＦ ｒｅｄｕｎｄａｎｔｌｙ ｄｒｉｖｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏ⁃
ｂｏｔ， ａｎｄ ｒｅａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ａｌｏｎｇ ａ ｇｉｖｅｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｕｄｗａｄｉａ⁃Ｋａｌａｂａ ｍｅｔｈｏｄ； ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｄｒｉｖｅ； ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ； ｄｙｎａｍｉｃｓ ｍｏｄｅｌ； ｔｒａｊ⁃
ｅｃｔｏｒｙ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｋｅｙ Ｒ＆Ｄ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（２０１８ＹＦＢ１３０８４００）；Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ
Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（５１９０５１４０）

６９１１ 韩 江　 　 汪 鹏　 　 董方方　 　 夏 链　 　 陈 珊　 　 卢 磊


