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摘要：　 使用方向矢量法描述了多刚体系统动力学模型，将指标 ３ 的微分⁃代数方程降至指标 １，构
造多步块数值求解格式，对一个多刚体系统进行了长时间仿真计算．仿真实验表明：在相同时间步

长下，多步块方法解决指标 １ 的方程在能量误差、位移约束、速度约束、加速度约束以及方向矢量

约束的保持上比经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法效果好；Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点构造

的多步块格式，在最大能量误差以及方向矢量约束误差方面的控制上要比等距节点构造的多步块

方法所得的结果更好；在长时间仿真下，多步块格式依然能够保持较好的计算精度，能够克服

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法不适应长时间仿真的缺点．
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引　 　 言

２０ 世纪 ６０ 年代，随着陀螺动力学与航天器动力学研究的深入，学者们开始关注多体系统

动力学研究．时至今日，多体系统动力学模型与数值仿真仍是重要的研究内容．同一多体系统

建立动力学模型可以选取不同的坐标，例如：相对坐标、绝对坐标、Ｌｉｅ 群坐标和自然坐标等，其
中自然坐标又称完全 Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ 坐标．自然坐标法于 ２０ 世纪 ８０ 年代由 ｄｅ Ｊａｌóｎ 等［１］ 提出并发

展，由每个物体上的若干基点和单位基矢量的 Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ 分量构成，具有坐标选择灵活、坐标数

量适中、约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为线性、动力学方程不包含哥氏惯性力与离心力等特点［２］ ．方向矢量

法归属于自然坐标法，由 ｖｏｎ Ｓｃｈｗｅｒｉｎ［３］、Ｋｒａｕｓ 等［４］、Ｕｈｌａｒ 等［５］先后提出并发展，兼具自然坐

标的特点．除此之外，方向矢量法与绝对坐标有很好的兼容性，且较易程式化，便于实现编程．
鉴于这些优点，方向矢量法已开始受到动力学领域的关注．

由方向矢量法建立的方程为微分⁃代数方程，其数值解法也是多体系统动力学研究的热点

和难点，多数方法以常微分方程数值求解方法为基础．Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法是求解常微分方程的
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经典方法，但是在微分⁃代数方程求解中存在约束违约等问题．多步块格式是具有 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
稳定性的一类新的一般线性方法，基于 Ｂｕｔｃｈｅｒ［６］ 提出的一般线性方法进行构造，使用了更多

的过去信息．Ｃｈｏｌｌｏｍ 等［７］ 提出了一种检测整个块格式性能的方法，确定了所构造格式的收敛

性、稳定性和阶数．Ｏｌａｂｏｄｅ［８］采用配点法，在预测校正器模式下用分块线性多步法对特殊常微

分方程初值问题进行求解．Ｍｅｈｒｋａｎｏｏｎ 等［９］提出了求解变步长一阶常微分方程的四点隐式多

步块方法，以 Ａｄａｍｓ 简单形式给出，并采用 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 方法实现．在一阶常微分求解的基础

上，Ｍｅｈｒｋａｎｏｏｎ［１０］ 用变步长直接求解三阶常微分方程，并研究了该方法的局部截断误差．
Ａｗｏｙｅｍｉ 等［１１］基于幂级数近似解的配点法和插值法生成连续的线性多步块方法，为了适应一

般的 ｎ 阶常微分方程，对已有的块格式进行了改进．Ｍａｊｉｄ 等［１２］实现了求解二阶常微分方程的

一步法，无需将方程简化为一阶方程组．Ｏｌａｂｏｄｅ 等［１３］ 研究了自启动的块格式方法，不需要开

发单独的预测器来实现．Ｍｏｈａｍｅｄ 等［１４］采用了多步块方法求解第二类线性与非线性积分微分

方程，将三阶多步块方法与 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｃｏｔｅｓ 方法相结合求解．
目前多步块格式更多是基于常微分方程求解，针对微分⁃代数方程的研究相对较少．本文

针对方向矢量法描述的多体系统动力学微分⁃代数方程，构造多步块格式进行数值计算，在最

大能量误差、位移约束、速度约束、加速度约束以及方向矢量误差方面进行分析比较，并基于

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点、Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点构造不等距节点多步块格式，通过平面双连杆机

械臂进行仿真实验．

图 １　 任意两多刚体系统及铰的示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎｙ ２⁃ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｈｉｎｇｅｓ

１　 方向矢量法建立多刚体系统动力学方程

设系统是由 ｎｉ 个物体和 ｎ ｊ 个铰相互连接构成的多刚体系统，如图 １ 所示，在 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２，

…，ｎ） 的质心 Ｃ ｉ 处建立连体基坐标系 Ｃ ｉｅ（ ｉ）
１ ｅ（ ｉ）

２ ｅ（ ｉ）
３ （三个轴为刚体的惯性主轴） ，原点 Ｃ ｉ 相对

惯性基 Ｏｅ（０）
１ ｅ（０）

２ ｅ（０）
３ 的位矢 ｒ（ ｉ） ＝ ［ ｒ（ ｉ）１ ，ｒ（ ｉ）２ ，ｒ（ ｉ）３ ］ Ｔ， 则物体 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 的动能为

　 　 Ｔｉ ＝
１
２ ∫Ｖρｒ（ ｉ）Ｔｐ ｒ（ ｉ）ｐ ｄＶ ＝ １

２
ｒ（ ｉ）ＴｍｉＥｒ（ ｉ） ＋ １

２ ∑
３

ｊ ＝ １
ｅ（ ｉ）Ｔ
ｊ Π ｊｅ（ ｉ）

ｊ ＝ １
２

ｑ（ ｉ）ＴＭｉｑ（ ｉ）， （１）

其中 ｒ（ ｉ）ｐ ＝ ｒ（ ｉ） ＋∑ ３

ｊ ＝ １
ｘ ｊｅ（ ｉ）

ｊ 为 Ｂ ｉ 上任意点 Ｐ 的绝对速度， ｑ（ ｉ） ＝ ［ｒ（ ｉ）Ｔ，ｅ（ ｉ）Ｔ］ Ｔ， ｒ（ ｉ） ＝ ［ ｒ（ ｉ）１ ，ｒ（ ｉ）２ ，

ｒ（ ｉ）３ ］ Ｔ，ｅ（ ｉ） ＝ ［ｅ（ ｉ）Ｔ
１ ，ｅ（ ｉ）Ｔ

２ ，ｅ（ ｉ）Ｔ
３ ］ Ｔ，ｅ（ ｉ）

ｊ ＝ ［ｅ（ ｉ）１ｊ ，ｅ（ ｉ）２ｊ ，ｅ（ ｉ）３ｊ ］， ｊ ＝ １，２，３， 而 Ｍｉ ＝ ｄｉａｇ（ｍｉＥ，Π（ ｉ）
１ Ｅ，

Π（ ｉ）
２ Ｅ，Π（ ｉ）

３ Ｅ）， ｍｉ ＝ ∫
Ｖ
ρｄＶ，Π（ ｉ）

ｊ ＝ ∫
Ｖ
ρｘ２

ｊ ｄＶ， 物体 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 的势能矩阵记为 Ｖｉ ＝
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Ｖ（ｑ（ ｉ）） ．
约束分两部分：方向矢量性质约束和物体间铰的约束．方向矢量性质约束为

　 　 Φ（ ｉ） ＝

１
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（ｅ（ ｉ）Ｔ

１ ｅ（ ｉ）
１ － １）

１
２
（ｅ（ ｉ）Ｔ

２ ｅ（ ｉ）
２ － １）
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． （２）

物体间铰的约束为：
① ａｉ，ａ ｊ 为图 １ 中 Ｂ ｉ，Ｂ ｊ 上任意矢量，当 ａｉ，ａ ｊ 垂直时， Φ（ａｉ，ａ ｊ） ＝ ａＴ

ｉ ａ ｊ ＝ ０；
② ｄｉｊ 为两点间的相对位矢，当矢量 ａｉ，ｄｉｊ 垂直时， Φ（ａｉ，ｄｉｊ） ＝ ａＴ

ｉ ｄｉｊ ＝ ０；
③ Ｐ ｉ，Ｐ ｊ 为 Ｂ ｉ，Ｂ ｊ 的铰点，当 Ｐ ｉ，Ｐ ｊ 重合时， Φ（Ｐ ｉ，Ｐ ｊ） ＝ ｒ（ ｊ）ｐ － ｒ（ ｉ）ｐ ＝ ０；
④ 当 Ｐ ｉ，Ｐ ｊ 间保持距离不变时， Φ（Ｐ ｉ，Ｐ ｊ） ＝ ｄＴ

ｉｊｄｉｊ － Ｃ２ ＝ ０；
⑤ Ｐ ｉ ｆｉｇｉｈｉ，Ｐ ｊ ｆ ｊｇ ｊｈ ｊ 分别为固结于 Ｐ ｉ，Ｐ ｊ 点的坐标系，当 ｈｉ，ｈ ｊ 为平行矢量时，

　 　 Φ（ｈｉ，ｈ ｊ） ＝
Φ（ ｆｉ，ｈ ｊ）
Φ（ｇｉ，ｈ ｊ）

é

ë

ê
ê
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û
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ú
＝ ０；

⑥ 当 ｈｉ，ｄｉｊ 平行时， Φ（ｈｉ，ｄｉｊ） ＝
Φ（ ｆｉ，ｄｉｊ）
Φ（ｇｉ，ｄｉｊ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０．

类似球铰、万向铰、转动铰、筒铰、滑移铰等都可由以上六种铰间约束表述．
由 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理得

　 　 δ∑
ｎｉ

ｉ ＝ １
∫Ｔ

０

１
２

ｑ（ ｉ）ＴＭｉｑ（ ｉ） － Ｖ（ｑ（ ｉ）） － λ（ ｉ）ＴΦ（ ｉ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ －

　 　 　 　 δ∑
ｎｌ

ｌ ＝ １
∫Ｔ

０
δλＴ

ｌ Φｌｄｔ ＋ ∑
ｎｉ

ｉ ＝ １
∫Ｔ

０
δｑ（ ｉ）ＴＦ（ｑ（ ｉ））ｄｔ ＝ ０． （３）

矩阵表示为

　 　 δ ∫Ｔ
０

１
２

ｑＴＭｑ － Ｖ（ｑ） － λＴΦ（ｑ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
δｑＴＦ（ｑ）ｄｔ ＝ ０， （４）

其中

　 　 ｑ ＝ ［ｑ（１）Ｔ，ｑ（２）Ｔ，…，ｑ（ｎｉ）Ｔ］ Ｔ， Ｍ ＝ ｄｉａｇ（Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｎｉ）， Ｖ（ｑ） ＝ ∑
ｎｉ

ｉ ＝ １
Ｖ（ｑ（ ｉ）），

　 　 Ｆ（ｑ） ＝ ［Ｆ（ｑ（１）） Ｔ，Ｆ（ｑ（２）） Ｔ，…，Ｆ（ｑ（ｎｉ）） Ｔ］ Ｔ，
λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子， Φ（ｑ） 为约束函数．

得到系统动力学指标 ３ 的微分⁃代数方程为

　 　
Ｍｑ ＋ ΦＴ

ｑλ ＝ Ｆ（ｑ） － ∂Ｖ
∂ｑ

，

Φ（ｑ） ＝ ０ ．

ì

î

í
ïï

ïï
（５）
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对约束进行二次时间求导，得到指标 １ 的微分⁃代数方程为

　 　
Ｍｑ ＋ ΦＴ

ｑλ ＝ Ｆ（ｑ） － ∂Ｖ
∂ｑ

，

Φｑ（ｑ）ｑ ＋ ［Φｑｑ（ｑ）ｑ］ｑ ＋ ２Φｑｔ（ｑ）ｑ ＋ Φｔｔ（ｑ） ＝ ０ ．

ì

î

í
ïï

ïï
（６）

对方程（６）进行降阶处理得

　 　

ｚ ＝ ｑ，

Ｍｚ ＋ ΦＴ
ｑλ ＝ Ｆ（ｑ） － ∂Ｖ

∂ｑ
，

Φｑ（ｑ）ｚ ＋ ［Φｑｑ（ｑ）ｚ］ｚ ＋ ２Φｑｔ（ｑ）ｚ ＋ Φｔｔ（ｑ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
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ï
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（７）

２　 多步块法求解多体系统动力学方程

多步块格式属于一般线性方法范畴，是多值多级方法．在 ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１］ 计算步中，将时间离散

为 ｒ 个节点，采用上一步得到的 ｒ 个已知信息 Ｙ ｉ ＝ ［ｙ１，ｙ２，…，ｙｒ］ Ｔ 作为输入矢量，由 ｙｋ 在 ｔｉ 处
的 Ｔａｙｌｏｒ 展式可得线性方程组

　 　 ［Ａ，Ｕ］ ＝ Ｃ
Ｈ
Ｄ
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ù
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－１

， （８）

其中
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　 　 Ｄ ＝
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ｃ１，ｃ２，…，ｃｒ 为节点．求解式（８）可以确定多步块格式中的 Ａ 和 Ｕ， 从而可以得到时间步内 ｒ 个
时刻的输出值．

设时间单元为 ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１］，ｈ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ， 选取等距节点或不等距节点 ｃｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｒ）， 使得

ｔｉ ＜ ｃ１ ＜ ｃ２ ＜ … ＜ ｃｒ ＝ ｔｉ ＋１，Ｙ ｉ 作为初始值，使
　 　 Ｙ ｉ ＋１ ＝ ｈ（Ａ 􀱋 Ｉｍ）Ｙ ｉ ＋１ ＋ （Ｕ 􀱋 Ｉｍ）Ｙ ｉ， （９）

其中 Ｉｍ 为 ｍ × ｍ 阶单位矩阵，􀱋为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积， Ｙ ｉ ＋１ ＝ ［ｙ１，ｙ２，…，ｙｒ］ Ｔ（ｙｋ ＝ ［ｑＴ
ｋ ，ｑＴ

ｋ ，λｋ］） 由

Ｎｅｗｔｏｎ 迭代求解式（７）得到， Ｙ ｉ ＋１ ＝ ［ｙ１，ｙ２，…，ｙｒ］ Ｔ（ｙｋ ＝ ［ｑＴ
ｋ ，ｑＴ

ｋ ，λ
－

ｋ］） 由式（９）计算得到．
选取 ｒ ＝ ３ 的等距节点， ｃ ＝ （１ ／ ３，２ ／ ３，１）， 由 ｙｋ 在 ｔｉ 处的 Ｔａｙｌｏｒ 展式可以确定式（９）中的
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Ａ 和 Ｕ：

　 　 Ａ ＝ １
５ ８３２

４ ３８１ － ２ ６５４ ６９１
５ ３０２ － １ ５０８ ５８６
５ ０２９ － ６２ １ ３３９

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｕ ＝ １
６４８

－ １３７ ４３２ ３５３
－ １３４ ４３２ ３５０
－ １３７ ４３２ ３５３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

同样选取 ｒ ＝ ３， 根据构造过程，选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的零点 ｃ ＝ （１ ／ ２ － ２ ／ ４，１ ／ ２ ＋

２ ／ ４，１） ［１５］为节点，得到

　 　 Ａ ＝

９０３
８ ６３５

－ ２７７
４３ ５４１

６５
１８ ４８２

１ ６０６
２ １９９

１ ２６９
２ ５１５

－ １ １４１
６ ３４０

８３３
１ １５３

８９９
１ ５２４

－ ３５７
３ ０８３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｕ ＝

８７
４４ ０３０

－ １ ０７０
３ ３８０

９９８
７５９

－ ２８１
１０ ４２４

１ ７８２
１ １６３

－ ６６９
１ ３２４

－ １５７
５ ９９３

２９３
１９６

－ １ ４４５
３ ０８３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

以 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的零点 ｃ ＝ （（３－ ３ ） ／ １２，（３＋ ３ ） ／ １２，１） ［１５］为节点，得到

　 　 Ａ ＝

２５３
１ ５８３

－ ７４１
４３ ７９３

１１５
１７ ０７３

１ ２１９
２ １４８

４４３
１ ３４８

－ ３６７
５ ３７４

９９３
１ ８１４

３９３
８４７

６５
３ ５０９

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｕ ＝

１２７
１７ １９６

－ ４０７
１ ２７４

３９１
２９８

－ １２６
７ ２４９

２６３
１ ０５１

１ ０１８
１ ３２７

－ ７２
４ ９６１

５４５
２ ７８４

２ ８７３
３ ５０９

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

选取不同的节点，根据构造方法将得到的 Ａ 与 Ｕ 代入式（９），确定多步块格式，可求得下

一时间段 ［ ｔｉ ＋１，ｔｉ ＋２］ 的初始值 Ｙ ｉ ＋１ ．以此类推，可以求得各时刻的 Ｙ 值．

３　 数 值 算 例

以图 ２ 所示平面双连杆机械臂为例，各杆宽度均为 ａ ＝ ０．１ ｍ 的均质杆，各杆长度 Ｌ１ ＝ ０．５
ｍ， Ｌ２ ＝ １ ｍ，质量 ｍ１ ＝ １０ ｋｇ， ｍ２ ＝ ２０ ｋｇ ．初始时两杆水平，初速度为零．为了方便计算，在各物

体质心建立沿惯性主轴的连体基坐标．

图 ２　 平面双连杆机械臂

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｐｌａｎａｒ ２⁃ｌｉｎｋ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

对任意杆 ｉ（ ｉ ＝ １，２）， 有广义坐标 ｑ（ ｉ） ＝ ［ｒ（ ｉ）Ｔ，ｅ（ ｉ）Ｔ］ Ｔ，ｒ（ ｉ） ＝ ［ ｒ（ ｉ）１ ，ｒ（ ｉ）２ ］ Ｔ，ｅ（ ｉ） ＝ ［ｅ（ ｉ）Ｔ
１ ，

ｅ（ ｉ）Ｔ
２ ］ Ｔ， 广义质量矩阵为

　 　 Ｍｉ ＝

ｍｉＥ２

Π（ ｉ）
１ Ｅ２

Π（ ｉ）
２ Ｅ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

６×６

， （１０）

其中 ｍｉ 为杆 ｉ 的质量，
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　 　 Π（ ｉ）
１ ＝ ∫ａ ／ ２

－ａ ／ ２
∫ｌ ／ ２

－ｌ ／ ２
ρｘ２

１ｄｘ１( ) ｄｘ２ ＝
ｍｉ

１２
Ｌ２
ｉ ， Π（ ｉ）

２ ＝ ∫ｌ ／ ２
－ｌ ／ ２

∫ａ ／ ２
－ａ ／ ２

ρｘ２
２ｄｘ２( ) ｄｘ１ ＝

ｍｉ

１２
ａ２；

系统势能为

　 　 Ｖ（ｑ） ＝ ｒ（１）２ ｍ１ｇ ＋ ｒ（２）２ ｍ２ｇ； （１１）
方向矢量的约束条件为

　 　 Φ（ ｉ） ＝

１
２
（ｅ（ ｉ）Ｔ

１ ｅ（ ｉ）
１ － １）

１
２
（ｅ（ ｉ）Ｔ

２ ｅ（ ｉ）
２ － １）

ｅ（ ｉ）Ｔ
１ ｅ（ ｉ）

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （１２）

在转动铰 Ｏ１，Ｏ２ 处的约束条件为

　 　
ｒ（１） －

Ｌ１

２
ｅ（１）
１ ＝ ０，

ｒ（２） －
Ｌ２

２
ｅ（２）
１ － ｒ（１） －

Ｌ１

２
ｅ（１）
１ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１３）

图 ３　 运动轨迹图及各位矢分量仿真曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｏｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

根据式（６）建立双连杆的动力学微分⁃代数方程，初始值 ｑ０ ＝ （０．２５，０，１，０，０，１，１，０，１，０，
０，１） Ｔ，ｑ０ ＝ （０，…，０） Ｔ

１×１２ ．当仿真时间为 １０ ｓ，步长为 ０．００１ ｓ 时，使用多步块方法计算微分⁃代
数方程得到两杆末端运动轨迹图（见图 ３ 中实线部分）及 ｒ（ ｉ）１ ，ｒ（ ｉ）２ 的时间历程图．总能量、动能、
势能以及由式（１２）、（１３）所得的位移约束、速度约束、加速度约束的时间历程图见图 ４、５．为了

进行比较，采用独立坐标 θ １，θ ２（其中 θ １，θ ２ 分别为杆 Ｌ１，Ｌ２ 与水平坐标的夹角）得到的微分方

程如下：
１
３

ｍ１ ｌ２１ ＋ ｍ２ ｌ２１ ＋ １
３

ｍ２ ｌ２２ ＋ ｍ２ ｌ１ ｌ２ｃｏｓ θ ２
１
３

ｍ２ ｌ２２ ＋ １
２

ｍ２ ｌ１ ｌ２ｃｏｓ θ ２

１
３

ｍ２ ｌ２２ ＋ １
２

ｍ２ ｌ１ ｌ２ｃｏｓ θ ２
１
３

ｍ２ ｌ２２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

θ １

θ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝
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－ １

２
（ｍ１ ＋ ２ｍ２）ｇｌ１ｃｏｓ θ １ － １

２
ｍ２ｇｌ２ｃｏｓ（θ １ ＋ θ ２） ＋ １

２
ｍ２ ｌ１ ｌ２ｓｉｎ θ ２（２θ １θ ２ ＋ θ ２

２）

－ １
２

ｍ２ｇｌ２ｃｏｓ（θ １ ＋ θ ２） － １
２

ｍ２ ｌ１ ｌ２ｓｉｎ θ ２·θ ２
１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．

（１４）
使用多步块方法计算微分方程（１４），两杆末端运动轨迹图见图 ３ 虚线部分．

图 ４　 系统各能量随时间变化历程

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

１） 当仿真时间为 １０ ｓ， ｈ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ 时，选取不同的 ｈ 值，由等距节点所构造的多步块方法

求解微分⁃代数方程（７），对结果进行对照分析．由表 １ 可知：步长越小，多步块格式求解同一微

分⁃代数方程，所消耗时间虽然呈递增趋势，但是最大能量误差在减小，且位移约束、速度约束、
加速度约束保持稳定．在仿真时间较短的情况下，选择多步块格式求解有利于减少误差，达到

更好的仿真效果．
表 １　 多步块格式方法在不同步长下的结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ

ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｈ ／ ｓ ｒｕｎｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ｜ Ｈ ｜ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

０．０１ １９．２６５ ６ ０．３１９ ６ １．５７０ ５Ｅ－４ ３．０００ ０Ｅ－３ ９．６３６ ７Ｅ－１３

０．００７ ５ ２６．０７８ １ ０．０９３ ９ ５．０８６ ６Ｅ－５ ８．９４７ １Ｅ－４ ６．９２７ ８Ｅ－１３

０．００５ ４０．１７１ ９ ０．０１７ ５ ９．９５２ ４Ｅ－６ １．７２５ １Ｅ－４ ３．２５９ ６Ｅ－１３

０．００２ ５ ７５．０１５ ６ ９．２３６ ４Ｅ－４ １．３８０ ０Ｅ－６ １．０６２ ０Ｅ－５ ８．８８１ ８Ｅ－１４

０．００１ １７７．５７８ １ ５．０９９ ６Ｅ－５ ９．１１７ ９Ｅ－５ ２．７７１ ２Ｅ－７ ８．５２６ ５Ｅ－１４

　 　 ２） 取相同步长 ｈ ＝ ０．０１ ｓ，对等距节点和不等距节点（由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
多项式零点所得）所构造的多步块格式求解微分⁃代数方程（７）的结果进行比较分析．由表 ２ 可

知：当步长固定时，以 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点为节点所构造的多步块格

式所得的最大能量误差小于等距节点所构造的多步块格式所得的最大能量误差．
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图 ５　 位移约束、速度约束、加速度约束时间历程

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ， ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

表 ２　 等距节点与不等距节点所构造的多步块格式的结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｄｅｓ

　 ｒｕｎｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ｜ Ｈ ｜ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｄｅｓ １９．２６５ ６ ０．３１９ ６ １．５７０ ５Ｅ－４ ３．０００ ０Ｅ－３ ９．６３６ ７Ｅ－１３

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｎｏｄｅｓ ２２．３９０ ６ ０．０５９ ０ ５．８１７ １Ｅ－４ ７．７２８ ４Ｅ－４ １．１２２ ７Ｅ－１２

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｎｏｄｅｓ ２０．９２１ ９ ０．００３ ５ ６．４４５ ２Ｅ－５ ３．０５２ ０Ｅ－４ １．０７２ ９Ｅ－１２

　 　 ３） 取相同步长 ｈ ＝ ０．０１ ｓ，从程序运行时间、最大能量误差、位移约束、速度约束以及加速

度约束方面对多步块格式和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解同一微分⁃代数方程式（７）所得结果进行分

析．由表 ３ 可知： 在较短时间间隔下，当仿真时间相同时，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法虽然在运行时间上

占据优势，但最大能量误差大于多步块格式所得的最大能量误差；同样是求解指标－１ 的方程，
在位移约束、速度约束的保持方面，多步块格式要好于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，而对于多体系统来

说，保持位移约束和速度约束是至关重要的．
表 ３　 多步块格式方法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法在相同步长下的结果比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｓｔｅｐ

ｍｅｔｈｏｄ ｒｕｎｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ｜ Ｈ ｜ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ １９．２６５ ６ ０．３１９ ６ １．５７０ ５Ｅ－４ ３．０００ ０Ｅ－３ ９．６３６ ７Ｅ－１３

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ １．７３４ ４ ９．８７ ３５ ０．０３１ ５ ０．００８ １ ３．９８Ｅ－１３

　 　 ４） 当 ｒ ＝ ３，在相同步长 ｈ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ 时，用 Δ ＝ ｅＴｅ － Ｉ 来计算方向矢量约束误差．由等距
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节点、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点所得多步块格式的方向矢量约束误差如

图 ６～９ 所示．与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法进行比较，可以看出，三种不同节点构造的多步块格式在保持

方向矢量误差方面要精于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法．采取等距节点方法得到的多步块格式，虽然能够

保持方向矢量约束误差达到比较好的状态，但是稳定性较差，而由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点得到的多步块格式对方向矢量约束误差都能够达到很好的稳定效果，
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式选取节点比 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式选取节点达到的精度更高．

图 ６　 方向矢量约束误差（Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法） 图 ７　 方向矢量约束误差（等距节点）
Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｒｒｏｒｓ Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｒｒｏｒｓ

（Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ） （ｕｎｉｆｏｒｍ ｎｏｄｅｓ）

图 ８　 方向矢量约束误差（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点） 图 ９　 方向矢量约束误差（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式零点）
Ｆｉｇ． ８　 Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｒｒｏｒｓ Ｆｉｇ． ９　 Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｒｒｏｒｓ

（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｚｅｒｏ） （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｚｅｒｏ）

表 ４　 多步块格式在不同仿真时间段下的结果比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
ｔｓ ／ ｓ

ｒｕｎｔｉｍｅ
ｔ ／ ｓ

｜ Ｈ ｜ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

１０ １９．２６５ ６ ０．３１９ ６ １．５７０ ５Ｅ－４ ３．０００ ０Ｅ－３ ９．６３６ ７Ｅ－１３

２５ ４４５．７６５ ６ ０．８５０ １ ０．００２ ０ ０．００３ ０ １．１１２ ０Ｅ－１２

５０ ９８９．２１８ ８ ３．８０２ ８ ０．０１１ １ ０．００４ ０ １．１１２ ０Ｅ－１２

７５ １．５５６ ８Ｅ＋３ ７．４７６ ２ ０．０２４ ３ ０．００４ ４ １．３１５ ４Ｅ－１２

１００ １．９２１ ３Ｅ＋３ １４．０７５ １ ０．０４３ ８ ０．００４ ４ １．３１９ ９Ｅ－１２
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　 　 ５） 在相同步长 ｈ ＝ ０．０１ｓ 下，仿真时间加长，由表 ４ 可知： 多步块格式在最大能量误差上

呈递增趋势，加速度约束却依然保持稳定状态，相较于经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法在仿真时间高于

５０ ｓ 时出现奇异状态，多步块格式更适合长时间的多体系统动力学仿真．
６） 仿真时间加大到 １００ ｓ， ｈ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ， 选取不同的 ｈ 值．在图 ４、图 ５ 和表 １ 的基础上，由

图 １０、图 １１、表 ５ 更可以体现多步块格式在长时间仿真下，在最大能量误差、位移约束、速度约

束和加速度约束的控制上的优势．
表 ５　 多步块格式方法在不同步长下的结果比较

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｔｅｐ ｂｌｏｃｋ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ

ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｈ ／ ｓ ｒｕｎｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ｜ Ｈ ｜ ｍａｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Φ

ｓｐｅｅｄ⁃ｌｅｖｅｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

Φｔ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｌｅｖｅｌ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ Φｔｔ

０．０１ １．９２１ ３Ｅ＋３ １４．０７５ １ ０．０４３ ８ ０．００４ ４ １．３１９ ９Ｅ－１２

０．００７ ５ ２．２６８ ５Ｅ＋３ １．９６１ ３ ０．００５ ７ ０．００１ １ ７．７９８ ２Ｅ－１３

０．００５ ３．５４４ ４Ｅ＋３ ０．１５８ ０ ４．５５２ ６Ｅ－４ ２．１００ ２Ｅ－４ ３．６９４ ８Ｅ－１３

０．００２ ５ ６．５６８ ３Ｅ＋３ ０．００１ ２ ７．９６２ ６Ｅ－６ １．１８８ ４Ｅ－５ ９．９４７ ６Ｅ－１４

０．００１ １．５１６ ８Ｅ＋４ ２．８８９ ４Ｅ－４ ８．７９２ ３Ｅ－７ ３．０８５ １Ｅ－７ １．１３６ ９Ｅ－１３

图 １０　 系统各能量随时间变化历程

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

表 ６　 广义坐标方程在不同步长下的结果比较

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ

ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｈ ／ ｓ ＯＤＥ ｒｕｎｔｉｍｅ ｔＯＤＥ ／ ｓ ｜ Ｈ１ ｜ ｍａｘ ｜ Ｈ２ ｜ ｍａｘ ＤＡＥ ｒｕｎｔｉｍｅ ｔＤＡＥ ／ ｓ

０．０１ ４．３４３ ８ ０．０４９ ９ ０．３１９ ６ １９．２６５ ６

０．００７ ５ ５．７３４ ４ ０．０５６ １ ０．０９３ ９ ２６．０７８ １

０．００５ ７．９６８ ８ ０．０７４ ７ ０．０１７ ５ ４０．１７１ ９

０．００２ ５ １４．７５０ ０ ０．１４１ ２ ９．２３６ ４Ｅ－４ ７５．０１５ ６

０．００１ ３３．０７８ １ ０．３５０ ８ ５．０９９ ６Ｅ－５ １７７．５７８ １

　 　 ７） 取仿真时间为 １０ ｓ， ｈ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ， 对不同的 ｈ 值，比较含两个独立广义坐标的微分方程

和方向矢量法描述的微分⁃代数方程使用等距节点多步块方法求解时的能量误差．由表 ６ 可以
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看出，随着步长减小，多步块方法求解广义坐标描述的微分方程能量 Ｈ１的最大误差积累明显，
而方向矢量法描述的微分⁃代数方程 Ｈ２的最大误差控制较好，但计算时间较长．

　 　 　 　 图 １１　 位移约束、速度约束、加速度约束时间历程

　 　 　 　 Ｆｉｇ． １１　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ， ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

４　 结　 　 论

相较于其他坐标建模方法，方向矢量法具有选择灵活、形式简单较易理解、比较程式化、易
于编程实现等优点．通过数值实验综合比较可得： 等距节点多步块格式法以及根据构造方法

得到的由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 零点决定的不等距节点多步块格式在时间、步长固定的

情况下所得结果优于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的结果，并且由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式零点和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项

式零点所构造的多步块格式效果更好．在步长固定的情况下，多步块格式更适合长时间仿真．
使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解，虽然该方法是计算微分⁃代数方程的经典算法，但是在短时间仿真、
选取步长较大的情况下，会导致精度降低，总能量随时间增大；在长时间仿真时，可以选择多步

块方法对方向矢量法描述的微分⁃代数方程进行仿真计算．
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