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摘要：　 该文研究了一类分数阶金融模型的混沌控制问题．运用时滞反馈控制法成功控制了金融模

型的混沌行为，建立了该模型平衡点稳定及 Ｈｏｐｆ 分支存在的充分条件，揭示了时滞和分数阶的阶

数对该模型的稳定性和分支的影响．计算机模拟验证了理论分析的正确性，研究结果为维持金融稳

定提供了理论依据．
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引　 　 言

建立数学模型来研究经济金融现象，揭示经济运行的内在规律已经引起了诸多学者的广

泛关注．近几十年来，许多有关金融模型动力学的研究成果不断涌现．例如，Ｇａｏ 和 Ｍａ［１］研究了

一类金融模型的混沌和 Ｈｏｐｆ 分支行为；Ｚｈａｎｇ 等［２］讨论了一个金融混沌模型的随机 Ｈｏｐｆ 分支

现象；马军海和陈予恕［３⁃４］详细分析了一类非线性金融模型的分支拓扑结构和全局复杂特性；
Ｚｈａｎｇ 等［５］建立了时滞金融超混沌系统的稳定性条件；林勇新等［６］ 和 Ｃａｉ 等［７］ 对复杂金融系

统的混沌行为展开了详细的探讨；Ｍａ 和 Ｂａｎｇｕｒａ［８］揭示了经济金融系统的复杂特性．更多的关

于金融模型的研究，可参见文献［９⁃１６］．
我们知道，混沌现象经常出现在经济金融系统中．混沌行为的发生在一定程度上会造成经

济秩序混乱，严重影响人们的日常生产生活．因此，控制金融模型的混沌现象引起了经济学家

和数学家的高度重视．如何控制混沌现象的发生成为目前研究的一个焦点问题．过去的几十

年，很多学者对此展开了研究．这里我们需要指出的是，前人大量的工作主要集中于对整数阶

混沌模型的控制，对分数阶混沌模型的控制问题则研究得较少．
分数阶微积分是整数阶微积分的推广．由于长时间以来没有找到明确的物理意义和现实
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背景，分数阶微积分的发展一直比较缓慢．直到近几十年，经过诸多学者的不懈努力，分数阶微

积分在自然科学和工程技术中得到广泛应用，特别是在电磁波、黏弹性系统、经济、生物、医学、
保密通信等发挥了巨大的作用［９⁃１１］ ．用分数阶微积分建立的数学模型比整数阶微积分模型更

能准确地描述实际系统的动态响应，提高对动态系统的设计、表征和控制能力，更能准确地描

述具有记忆特性和历史依赖性的物理变化．基于这种考虑， 我们认为很有必要建立分数阶金

融模型来刻画我们生活的经济金融现象．
２００１ 年，马军海和陈予恕［３⁃４］研究了如下金融模型：

　 　

ｄｗ１

ｄｔ
＝ ｗ３ ＋ （ｗ２ － ｑ１）ｗ１，

ｄｗ２

ｄｔ
＝ １ － ｑ２ｗ２ － ｗ２

１，

ｄｗ３

ｄｔ
＝ － ｕｗ１ － ｑ３ｗ３，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１）

其中 ｑ１ ≥ ０ 代表储蓄量，ｑ２ ≥ ０ 代表投资成本，ｑ３ ≥ ０ 表示商品需求弹性，ｗ１ 表示利率，ｗ２ 表

示投资需求，ｗ３ 表示价格指数．诸多学者对模型（１）展开研究，取得了丰硕的成果［１３⁃１６］ ．
现实情况中，利率、投资需求及价格指数随着时间的变化不断发生改变，为了能更加精细

地刻画利率、投资需求及价格指数不断变化的过程和揭示其中的变化规律．如在房地产市场

中，按揭贷款利率、住房投资需求及住房的价格是相互影响的．为了较准确地描述它们之间的

大范围的瞬时记忆特性和空间作用、刻画在三个量之间的整个物理过程，构建分数阶模型是一

个重要的工具，根据以上讨论，我们建立如下分数阶金融模型：

　 　

ｄθｗ１

ｄｔθ
＝ ｗ３ ＋ （ｗ２ － ｑ１）ｗ１，

ｄθｗ２

ｄｔθ
＝ １ － ｑ２ｗ２ － ｗ２

１，

ｄθｗ３

ｄｔθ
＝ － ｗ１ － ｑ３ｗ３，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２）

其中 ０ ＜ θ ＜ １ 表示分数阶的阶数．研究发现：当 θ ＝ ０．６５，ｑ１ ＝ ０．６，ｑ２ ＝ ０．２，ｑ３ ＝ １ 时，系统（２）
出现混沌现象，见图 １．

本文的主要目标是设计时滞反馈控制器控制混沌行为．
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图 １　 系统（２）的相图和轨线图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

４９３１ 分数阶混沌金融模型的时滞反馈控制策略



１　 时滞反馈控制器的设计

如果条件

　 　 ｑ２ ＋ ｑ１ｑ２ｑ３ ＞ ｑ３ （３）
成立，则系统（２）有唯一的平衡点：

　 　 （ｗ１０，ｗ２０，ｗ３０） ＝ ０， １
ｑ２

，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４）

如果条件

　 　 ｑ２ ＋ ｑ１ｑ２ｑ３ ＜ ｑ３ （５）
成立，则系统（２）有三个平衡点：

　 　

（ｗ１０，ｗ２０，ｗ３０） ＝ ０， １
ｑ２

，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

（ｗ－ １，ｗ
－

２，ｗ
－

３） ＝
ｑ３ － ｑ２ － ｑ１ｑ２ｑ３

ｑ３

，
１ ＋ ｑ１ｑ３

ｑ３
， －

ｑ３ － ｑ２ － ｑ１ｑ２ｑ３
３
ｑ２
３

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

（ｗ∗
１ ，ｗ∗

２ ，ｗ∗
３ ） ＝ －

ｑ３ － ｑ２ － ｑ１ｑ２ｑ３

ｑ３

，
１ ＋ ｑ１ｑ３

ｑ３
，

ｑ３ － ｑ２ － ｑ１ｑ２ｑ３
３
ｑ２
３

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（６）

限于篇幅，本文仅考虑平衡点 （ｗ∗
１ ，ｗ∗

２ ，ｗ∗
３ ）， 对其他平衡点，我们类似考虑．

增加一个反馈控制器 ｖ（ ｔ） ＝ κ［ｗ１（ ｔ － τ） － ｗ１（ ｔ）］（κ 是增益系数）到系统（２）的第一个方

程，则受控的系统变为

　 　

ｄθｗ１

ｄｔθ
＝ ｗ３ ＋ （ｗ２ － ｑ１）ｗ１ ＋ κ［ｗ１（ ｔ － τ） － ｗ１（ ｔ）］，

ｄθｗ２

ｄｔθ
＝ １ － ｑ２ｗ２ － ｗ２

１，
ｄθｗ３

ｄｔθ
＝ － ｗ１ － ｑ３ｗ３ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

系统（７）在平衡点 （ｗ∗
１ ，ｗ∗

２ ，ｗ∗
３ ） 处的线性化方程为

　 　

ｄθｗ１

ｄｔθ
＝ （ｗ∗

２ － ｑ１ － κ）ｖ１ ＋ ｗ∗
１ ｖ２ ＋ ｗ３ ＋ κｗ１（ ｔ － τ），

ｄθｗ２

ｄｔθ
＝ ２ｗ∗

１ ｗ１ － ｑ２ｗ２，

ｄθｗ３

ｄｔθ
＝ － ｗ１ － ｑ３ｗ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（８）

式（８）的特征方程为

　 　 ｄｅｔ

ｓθ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ） － κｅ －ｓτ － ｗ∗

１ － １

２ｗ∗
１ ｓθ ＋ ｑ２ ０

１ ０ ｓθ ＋ ｑ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （９）

于是

　 　 Ａ１（ ｓ） ＋ Ａ２（ ｓ）ｅ
－ｓτ ＝ ０， （１０）

其中

　 　 Ａ１（ ｓ） ＝ ｓ３θ ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ） ｓ２θ ＋
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　 　 　 　 ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］ ｓθ ＋
　 　 　 　 ２（ｗ∗

１ ） ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）ｑ２ｑ３，

　 　 Ａ２（ ｓ） ＝ － κ（ ｓ２θ ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３） ｓθ ＋ ｑ２ｑ３） ．
假设 ｓ ＝ ｉ χ ＝ χ（ｃｏｓ（π ／ ２） ＋ ｉｓｉｎ（π ／ ２）） 为方程（１０）的根，则

　 　
Ａ２Ｒ（χ）ｃｏｓ（χτ） ＋ Ａ２Ｉ（χ）ｓｉｎ（χτ） ＝ － Ａ１Ｒ（χ），
Ａ２Ｉ（χ）ｃｏｓ（χτ） － Ａ２Ｒ（χ）ｓｉｎ（χτ） ＝ － Ａ１Ｉ（χ），

{ （１１）

其中

　 　

Ａ１Ｒ（χ） ＝ χ ３θｃｏｓ ３θπ
２

＋ （ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ）χ ２θｃｏｓ（θπ） ＋

　 　 ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］χ θｃｏｓ θπ
２

＋

　 　 ２（ｗ∗
１ ） ２ｑ３ － （ｗ∗

２ － ｑ１ － κ）ｑ２ｑ３，

Ａ１Ｉ（χ） ＝ χ ３θｓｉｎ ３θπ
２

＋ （ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ）χ ２θｓｉｎ（θπ） ＋

　 　 ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］χ θｓｉｎ θπ
２

，

Ａ２Ｒ（χ） ＝ － κ χ ２θｃｏｓ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θｃｏｓ θπ
２

＋ ｑ２ｑ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａ２Ｉ（χ） ＝ － κ χ ２θｓｉｎ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θｓｉｎ θπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１２）

由式（１１）得

　 　
ｃｏｓ（χτ） ＝ －

Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｒ（χ） ＋ Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｉ（χ）
Ａ２

２Ｒ（χ） ＋ Ａ２
２Ｉ（χ）

，

ｓｉｎ（χτ） ＝ －
Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｉ（χ） － Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｒ（χ）

Ａ２
２Ｒ（χ） ＋ Ａ２

２Ｉ（χ）
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

令

　 　

α１ ＝ ｃｏｓ ３θπ
２

， α２ ＝ （ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ）ｃｏｓ（θπ），

α３ ＝ ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］ｃｏｓ θπ
２

，

α４ ＝ ２（ｗ∗
１ ） ２ｑ３ － （ｗ∗

２ － ｑ１ － κ）ｑ２ｑ３， α５ ＝ ｓｉｎ ３θπ
２

，

α６ ＝ （ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ）ｓｉｎ（θπ），

α７ ＝ ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］ｓｉｎ θπ
２

，

α８ ＝ － κｃｏｓ（θπ）， α９ ＝ － κ（ｑ２ ＋ ｑ３）ｃｏｓ
θπ
２

， α１０ ＝ － κｑ２ｑ３，

α１１ ＝ － κｓｉｎ（θπ）， α１２ ＝ － κ（ｑ２ ＋ ｑ３）ｓｉｎ
θπ
２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１４）

则
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Ａ１Ｒ（χ） ＝ α１
χ ３θ ＋ α２

χ ２θ ＋ α３
χ θ ＋ α４，

Ａ１Ｉ（χ） ＝ α５
χ ３θ ＋ α６

χ ２θ ＋ α７
χ θ，

Ａ２Ｒ（χ） ＝ α８
χ ２θ ＋ α９

χ θ ＋ α１０，

Ａ２Ｉ（χ） ＝ α１１
χ ２θ ＋ α１２

χ θ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１５）

根据式（１３）有
　 　 ［Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｒ（χ） ＋ Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｉ（χ）］ ２ ＋ ［Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｉ（χ） － Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｒ（χ）］ ２ ＝
　 　 　 　 ［Ａ２

２Ｒ（χ） ＋ Ａ２
２Ｉ（χ）］ ２ ． （１６）

注意到

　 　 ［Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｒ（χ） ＋ Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｉ（χ）］ ２ ＝
　 　 　 　 （β １

χ ５θ ＋ β ２
χ ４θ ＋ β ３

χ ３θ ＋ β ４
χ ２θ ＋ β ５

χ θ ＋ β ６） ２，
　 　 ［Ａ１Ｒ（χ）Ａ２Ｉ（χ） － Ａ１Ｉ（χ）Ａ２Ｒ（χ）］ ２ ＝ （β ７

χ ５θ ＋ β ８
χ ４θ ＋ β ９

χ ３θ ＋ β １０
χ ２θ ＋ β １１

χ θ） ２，
　 　 ［Ａ２

２Ｒ（χ） ＋ Ａ２
２Ｉ（χ）］ ２ ＝ （β １２

χ ４θ ＋ β １３
χ ３θ ＋ β １４

χ ２θ ＋ β １５
χ θ） ２，

其中

　 　

β １ ＝ α１α８ ＋ α５α１１， β ２ ＝ α２α８ ＋ α１α９ ＋ α６α１１ ＋ α５α１２，
β ３ ＝ α３α８ ＋ α２α９ ＋ α１α１０ ＋ α７α１１ ＋ α６α１２，
β ４ ＝ α４α８ ＋ α３α９ ＋ α２α１０ ＋ α７α１２， β ５ ＝ α４α９ ＋ α３α１０，
β ６ ＝ α４α１０， β ７ ＝ α１α１１ － α５α８，
β ８ ＝ α２α１１ ＋ α１α１２ － α５α９ － α６α８，
β ９ ＝ α３α１１ ＋ α２α１２ － α５α１０ － α６α９ － α７α８，
β １０ ＝ α４α１１ ＋ α３α１２ － α６α１０ － α７α９，

β １１ ＝ α４α１２ － α７α１０， β １２ ＝ α２
８ ＋ α２

１１，

β １３ ＝ ２（α８α９ ＋ α１１α１２）， β １４ ＝ ２α８α１０ ＋ α１２
２， β １５ ＝ ２α９α１０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）

于是

　 　 γ １
χ １０θ ＋ γ ２

χ ９θ ＋ γ ３
χ ８θ ＋ γ ４

χ ７θ ＋ γ ５
χ ６θ ＋ γ ６

χ ５θ ＋
　 　 　 　 γ ７

χ ４θ ＋ γ ８
χ ３θ ＋ γ ９

χ ２θ ＋ γ １０
χ θ ＋ γ １１ ＝ ０， （１８）

其中

　 　

γ １ ＝ β ２
１ ＋ β ２

７， γ ２ ＝ ２β １ｂ２ ＋ ２β ７β ８，

γ ３ ＝ β ２
２ ＋ β ２

８ － β ２
１２ ＋ ２β １β ３ ＋ ２β ７β ９，

γ ４ ＝ ２（β ２β ３ ＋ β １β ２ ＋ β ７β １０ ＋ β ８β ９ － β １２β １３），

γ ５ ＝ β ２
３ ＋ ２β １β ５ ＋ ２β ２β ４ ＋ β ２

９ ＋ ２β ７β １１ ＋ ２β ８β １０ － β ２
１３ － ２β １２β １４，

γ ６ ＝ ２β １β ６ ＋ ２β ２β ５ ＋ ２β ３β ４ ＋ ２β ９β １０ － ２β １２β １５ － ２β １３β １４，

γ ７ ＝ β ２
４ ＋ ２β ３ｂ５ ＋ β ２

１０ ＋ ２β ８ｂ１１ ＋ ２β ９β １１ － β ２
１４ － ２β １３β １５，

γ ８ ＝ ２β ３β ６ ＋ ２β ４β ５ ＋ ２β １０β １１ － ２β １４β １５，

γ ９ ＝ β ２
５ ＋ ２β ４β ６ ＋ β ２

１１ － β ２
１５， γ １０ ＝ ２β ５β ６， γ １１ ＝ β ２

６ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１９）

若 γ １１ ＜ ０， 则不难得到方程（１８）至少有一个根．不失一般性，假设方程（１８）有 １０ 个根，记为
χ
ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，１０）， 则由式（１３）得
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　 　 τ ｌ
ｉ ＝

１
χ
ｉ

ａｒｃｃｏｓ －
Ａ１Ｒ（χ ｉ）Ａ２Ｒ（χ ｉ） ＋ Ａ１Ｉ（χ ｉ）Ａ２Ｉ（χ ｉ）

Ａ２
２Ｒ（χ ｉ） ＋ Ａ２

２Ｉ（χ ｉ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ｌπé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２０）

其中 ｌ ＝ ０，１，２，…，ｉ ＝ １，２，…，１０．令
　 　 τ ０ ＝ ｍｉｎ

ｉ ＝ １，２，…，１０
{ τ ０

ｉ } ， χ
０ ＝ χ ｜ τ ＝ τ０ ． （２１）

假设

（Ｂ１） Ｉ１Ｊ１ ＋ Ｉ２Ｊ２ ＞ ０，
其中

　 　 Ｉ１ ＝ ３θχ ３θ －１
０ ｃｏｓ （３θ － １）π

２
＋ ２θ（ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗

２ ＋ ｑ１ ＋ κ）χ ２θ －１
０ ｃｏｓ （２θ － １）π

２
＋

　 　 　 　 θ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］χ θ －１
０ ｃｏｓ （θ － １）π

２
－

　 　 　 　 ２θχ ２θ －１
０ ｃｏｓ （２θ － １）π

２
＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）θχ θ －１

０
é

ë
êê

ù

û
úú ｃｏｓ（χ ０τ ０） －

　 　 　 　 κ ２θχ ２θ －１
０ ｓｉｎ （２θ － １）π

２
＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）θχ θ －１

０
é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ（χ ０τ ０），

　 　 Ｉ２ ＝ ３θχ ３θ －１
０ ｓｉｎ （３θ － １）π

２
＋ ２θ（ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗

２ ＋ ｑ１ ＋ κ）χ ２θ －１
０ ｓｉｎ （２θ － １）π

２
＋

　 　 　 　 θ［ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １］χ θ －１
０ ｓｉｎ （θ － １）π

２
＋

　 　 　 　 κ ２θχ ２θ －１
０ ｃｏｓ （２θ － １）π

２
＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）θχ θ －１

０
é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ（χ ０τ ０） －

　 　 　 　 κ ２θχ ２θ －１
０ ｓｉｎ （２θ － １）π

２
＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）θχ θ －１

０
é

ë
êê

ù

û
úú ｃｏｓ（χ ０τ ０），

　 　 Ｊ１ ＝ － κ χ ２θ
０ ｃｏｓ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θ

０ｃｏｓ
θπ
２

＋ ｑ２ｑ３
é

ë
êê

ù

û
úú
χ
０ｓｉｎ（χ ０τ ０） ＋

　 　 　 　 κ χ ２θ
０ ｓｉｎ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θ

０ｓｉｎ
ϑπ
２

＋ ｑ２ｑ３
é

ë
êê

ù

û
úú
χ
０ｃｏｓ（χ ０τ ０），

　 　 Ｊ２ ＝ － κ ζ ２θ
０ ｃｏｓ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θ

０ｃｏｓ
θπ
２

＋ ｑ２ｑ３
é

ë
êê

ù

û
úú
χ
０ｃｏｓ（χ ０τ ０） －

　 　 　 　 κ χ ２θ
０ ｓｉｎ（θπ） ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）χ θ

０ｓｉｎ
θπ
２

＋ ｑ２ｑ３
é

ë
êê

ù

û
úú
χ
０ｓｉｎ（χ ０τ ０） ．

引理 １　 若 ｓ（τ） ＝ ζ（τ） ＋ ｉυ（τ） 是式（１０） 的根且满足 ζ（τ ０） ＝ ０，υ（τ ０） ＝ υ ０， 则

　 　 Ｒｅ ｄｓ
ｄτ{ }

τ ＝ τ０，υ ＝ υ０
＞ ０．

证明　 由式（１０）得

　 　
ｄＡ１（ ｓ）

ｄτ
＋

ｄＡ２（ ｓ）
ｄτ

ｅ －ｓτ － ｅ －ｓτ ｄｓ
ｄτ

τ ＋ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ２（ ｓ） ＝ ０，

于是

　 　 ｄｓ
ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
Ｇ１（ ｓ）
Ｇ２（ ｓ）

－ τ
ｓ
，

其中

８９３１ 分数阶混沌金融模型的时滞反馈控制策略



　 　 Ｇ１（ ｓ） ＝ ３θｓ３θ －１ ＋ ２θ（ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ） ｓ２θ －１ ＋

　 　 　 　 θ ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １[ ] ｓθ －１ －
　 　 　 　 κ ２θｓ２θ －１ ＋ （ｑ２ ＋ ｑ３）θｓθ

－１[ ] ｅ －ｓτ，
　 　 Ｇ２（ ｓ） ＝ Ａ２（ ｓ） ｓｅ

－ｓτ ．
因此

　 　 Ｒｅ ｄｓ
ｄτ{ }

τ ＝ τ０，υ ＝ υ０
＝ Ｒｅ

Ｇ１（ ｓ）
Ｇ２（ ｓ）{ } τ ＝ τ０，υ ＝ υ０

＝
Ｉ１Ｊ１ ＋ Ｉ２Ｊ２

Ｊ２
１ ＋ Ｊ２

２ ．

由假设（Ｂ１）得

　 　 Ｒｅ ｄｓ
ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

{ }
τ ＝ τ０，υ ＝ υ０

＞ ０．

证毕．
令

　 　

δ １ ＝ ｑ２ ＋ ｑ３ － ｗ∗
２ ＋ ｑ１ ＋ κ － κ，

δ ２ ＝ ｑ２ｑ３ － （ｗ∗
２ － ｑ１ － κ）（ｑ２ ＋ ｑ３） ＋ ２（ｗ∗

１ ） ２ ＋ １ － κ（ｑ２ ＋ ｑ３），

δ ３ ＝ ２（ｗ∗
１ ） ２ｑ３ － （ｗ∗

２ － ｑ１）ｑ２ｑ３ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

假设

（Ｂ２） δ １ ＞ ０，δ １δ ２ ＞ ２δ ３，δ ３ ＞ ０．
引理 ２　 若 τ ＝ ０ 且假设（Ｂ２）成立，则系统（２）是局部渐近稳定的．
证明　 由 τ ＝ ０， 则式（１０）可写成

　 　 λ ３ ＋ δ １δ ２ ＋ δ ２λ ＋ δ ３ ＝ ０．
根据假设（Ｂ２）得知方程（１０）的所有根 λ ｉ满足 ｜ ａｒｇ（λ ｉ） ｜ ＞ （θπ） ／ ２（ ｉ ＝ １，２，３） ．因此，引理 ２
的结论成立．证毕．

根据以上分析，我们得到如下结论．
定理 １　 如果条件（５）和假设（Ｂ１）和（Ｂ２）成立，则当 τ ∈ ［０，τ ０） 时，系统（２） 的平衡点

（ｕ∗
１ ，ｕ∗

２ ，ｕ∗
３ ） 是局部渐近稳定的．当 τ ＝ τ ０ 时，系统（２） 在平衡点（ｕ∗

１ ，ｕ∗
２ ，ｕ∗

３ ） 附近出现 Ｈｏｐｆ
分支．

２　 计算机模拟

考虑下列金融系统：

　 　

ｄ０．６５ｗ１

ｄｔθ
＝ ｗ３ ＋ （ｗ２ － ０．６）ｗ１ ＋ κ［ｗ１（ ｔ － τ） － ｗ１（ ｔ）］，

ｄ０．６５ｗ２

ｄｔθ
＝ １ － ０．２ｗ２ － ｗ２

１，

ｄ０．６５ｗ３

ｄｔθ
＝ － ｗ１ － ｗ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２２）

容易得到系统（２２）有平衡点（－０．８２４ ６，１．６００ ０，０．８２４ ６）．定理 １ 中的条件（５）和假设（Ｂ１）和
（Ｂ２）满足．取 κ ＝ ０．３５，得到 τ ０ ≈ ０．７４５ ５．当 τ ＜ τ ０ ≈ ０．７４５ ５ 时，平衡点（－０．８２４ ６，１．６００ ０，
０．８２４ ６）是渐近稳定的；当 τ ＞ τ ０ ≈０．７４５ ５ 时，平衡点（－０．８２４ ６，１．６００ ０，０．８２４ ６）是不稳定的

（见图 ２）；当 τ ＝ τ ０ ≈ ０．７４５ ５ 时，系统（２２）在平衡点（－０．８２４ ６，１．６００ ０，０．８２４ ６）附近出现
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Ｈｏｐｆ 分支（见图 ３）．

００４１ 分数阶混沌金融模型的时滞反馈控制策略



图 ２　 系统（２２）的相图和轨线图 （τ ＝ ０．６９３ ３ ＜ τ ０ ≈ ０．７４５ ５）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２２） （τ ＝ ０．６９３ ３ ＜ τ ０ ≈ ０．７４５ ５）
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图 ３　 系统（２２）的相图和轨线图 （τ ＝ ０．８２ ＞ τ ０ ≈ ０．７４５ ５）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２２） （τ ＝ ０．８２ ＞ τ ０ ≈ ０．７４５ ５）

３　 结　 　 论

本文在前人工作的基础上构建了一个新的分数阶金融模型．通过设计恰当的时滞反馈控

制器，有效地控制了该混沌金融模型的混沌行为，同时得到了受控金融模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ
分支存在的充分条件．运用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进行数值模拟，证实了理论分析的有效性．研究结果

为维持金融稳定提供了一定的参考价值．
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