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摘要：　 给出了基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁冲击失效准则设计方法，建立了基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的冲

击动力学模型．通过求解系统运动方程并结合边界条件，给出了系统固有频率方程，给出了固有振

型的计算方法．为了克服基础激励下冲击响应求解的困难，对 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的位移响应进行了假

设，求解了系统的线位移和角位移冲击响应，进而得到了任意截面的内力，以及截面的最大 ｖｏｎ Ｍｉ⁃
ｓｅｓ 等效应力，基于 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则，给出了分别采用位移、速度和加速度确定失效准则的方法．
典型算例的冲击响应计算结果表明，在 ２０～５ ０００ Ｈｚ 频率范围内，算例中的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁存在 ３ 种

失效模式，分别是根部、中部附近和末端发生屈服破坏．针对每种失效模式，分别给出了以最大可用

位移幅值、速度幅值和加速度幅值表示的冲击失效准则．
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引　 　 言

航天器上使用了火工、弹簧等装置来完成解锁分离功能，这些装置的动作会产生强烈的冲

击环境［１⁃２］，对电子产品、轻薄结构、脆性材料的破坏作用比较明显，可能会导致灾难性的后果．
航天电子设备中常用的带管脚二极管在冲击环境的作用下，其功能很容易失效，由于长细比较

大，可以近似看成一根梁，研究梁在冲击激励下的失效准则，对于航天电子设备抗冲击环境适

应性设计具有重要的意义．
关于梁的冲击问题，已有很多研究．Ｙｕ 等分析了两端固支铝合金梁在质量块撞击作用下

的冲击响应［３］ ．Ｙａｍａｍｏｔｏ 等用解析和数值的方法分析了考虑接触变形的小球与 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁

的撞击问题［４］ ．Ｍａｉｔｉ 等使用高阶剪切变形理论和一阶剪切变形理论分析了复合材料叠层梁的

冲击响应［５］ ．陈镕等将运动刚体与受其横向冲击的无约束 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁看成一个接触冲击系

统，用广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数方法推导了系统的特征方程和特征函数，得到了系统冲击响应的解析

解［６］ ．邢誉峰等给出了四种边界条件的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在质点撞击下的冲击响应解析解［７］，用
间接模态法研究了质点与弹性力学梁的冲击问题［８］，给出了质点与有限长 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向

弹性碰撞接触问题的半解析解［９］ ．田金梅等用平面应力模型来模拟复合材料叠层梁，得到了正
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交各向异性叠层梁的频率和模态函数，并用间接模态叠加法求得了叠层梁遭受刚性圆球冲击

的瞬态响应［１０］ ．陈万祥等求解了具有黏弹性边界梁在质点横向冲击作用下的响应，说明了黏

弹性支承对结构动力响应的影响［１１］ ．张嫄等建立了横向冲击荷载作用下悬浮隧道的动力学模

型，数值模拟了悬浮隧道跨中的响应，分析了张力腿竖向刚度、冲击物质量、冲击速度对悬浮隧

道跨中位移的影响［１２］ ．余同希以飞射物撞击构件引起破坏为工程背景，研究了端头带有质量

块的悬臂梁受到冲击载荷作用后发生剪切失效的可能性［１３］ ．康婷等用数值模拟方法，研究了

拱结构在爆炸冲击荷载作用下的弹塑性动力响应［１４］ ．
以上的研究都集中于梁的冲击响应研究，对冲击失效准则的研究还很少．本文给出了基础

激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁冲击失效准则设计方法，建立了基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的冲击动力学模型．
通过求解系统运动方程并结合边界条件，给出了系统固有频率方程，以及固有振型的计算方

法．为了克服基础激励下冲击响应求解的困难，对 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的位移响应进行了假设，求解

了系统的线位移和角位移冲击响应，进而得到了任意截面的内力，以及截面的最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ
等效应力，基于 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则，给出了分别采用位移、速度和加速度确定失效准则的方

法．本文揭示了基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在冲击环境作用下的失效机理和失效模式，对于每种

失效模式给出了相应的失效准则，可以应用于带管脚的元器件抗冲击环境的适应性设计．

１　 研究对象及模型简化

对于带管脚的元器件，其管脚一般焊接在电路板上，管脚的顶端是质量块．将带管脚的元

器件简化为一端固支、一端自由的梁，在自由端有集中质量，简化模型及坐标系如图 １ 所示．

图 １　 简化后的模型及坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

２　 运动方程及边界条件

设梁为等截面梁，其长度为 ｌ，截面积为Ａ，密度为 ρ，
截面绕惯性主轴的惯性矩为 Ｉ，其横向位移为 ｙ（ｘ，ｔ），自
由端集中质量为 Ｍ，转动惯量为 Ｊ ．

采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁建模，运动方程为

　 　 ＥＩ ∂
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式中， ｙ为梁截面的横向线位移，φ为截面角位移，Ｅ为弹

性模量，Ｇ 为剪切弹性模量，Ｉ 为截面惯性矩，Ａ 为截面面

积，ρ 为密度，ｋ 为截面剪切系数．
由式（１）、（２）可得

　 　 ＥＩ ∂
４ｙ

∂ｘ４
＋ ρＡ ∂２ｙ

∂ｔ２
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　 　 ＥＩ ∂
４φ

∂ｘ４
＋ ρＡ ∂２φ

∂ｔ２
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÷
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∂ｘ２ φ ＋ ρ２Ｉ
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梁的边界条件为

　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ｙ０（ ｔ）， φ（０，ｔ） ＝ ０， （５）
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ＥＩ ∂φ（ｘ，ｔ）
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３　 模 态 求 解

梁有约束端的边界条件为

　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ０， φ（０，ｔ） ＝ ０， （７）
另一端边界条件同式（６）．令

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ）ｅｊωｔ ． （８）
将上式代入式（３），可得

　 　 ＥＩＷ″″ － ρＡω２Ｗ ＋ ρＩ １ ＋ Ｅ
ｋＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２Ｗ″ ＋ ρ２Ｉ

ｋＧ
Ｗω４ ＝ ０． （９）

令 Ｗ（ｘ） ＝ Ｄｅλｘ， 代入上式可得

　 　 ＥＩλ４ － ρＡω２ ＋ ρＩ １ ＋ Ｅ
ｋＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２λ２ ＋ ρ２Ｉ

ｋＧ
ω４ ＝ ０． （１０）

令

　 　 Ｂ ＝ ρ １
Ｅ

＋ １
ｋＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２，

则式（１０）的 ４ 个根分别为

　 　
λ１，２ ＝ ± ａ１，
λ３，４ ＝ ± ａ２ ｊ，

{ （１１）

其中
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（１２）

则振型可写为

　 　 Ｗ（ｘ） ＝ Ｆ１ｃｏｓ（ａ２ｘ） ＋ Ｆ２ｓｉｎ（ａ２ｘ） ＋ Ｆ３ｃｏｓｈ（ａ１ｘ） ＋ Ｆ４ｓｉｎｈ（ａ１ｘ） ． （１３）
由式（２）可得

　 　 φ ＝ ∂ｙ
∂ｘ

－ ρ
ｋＧ

∂２

∂ｔ２∫ｙｄｘ ． （１４）

由式（６） ～ （８）可得

　 　 Ｗ ＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０， （１５ａ）

　 　 ∂Ｗ
∂ｘ

＋ ρ
ｋＧ

ω２∫Ｗｄｘ ＝ ０，　 　 ａｔ ｘ ＝ ０， （１５ｂ）
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　 　 － ρＡ
Ｍ∫Ｗｄｘ ＝ Ｗ，　 　 ａｔ ｘ ＝ ｌ ． （１５ｄ）

由式（１３）和式（１５）可得

　 　
Ｆ１ ＋ Ｆ３ ＝ ０，

Ｆ２ａ２ ＋ Ｆ４ａ１ ＋ ρ
ｋＧ
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（１６）

令

　 　

ｒ１ ＝ ＥＩρω２ｃｏｓ（ａ２ ｌ） ／ （ｋＧ） － ＥＩａ２
２ｃｏｓ（ａ２ ｌ） ＋ Ｊω２ａ２ｓｉｎ（ａ２ ｌ） －

　 　 Ｊω４ρｓｉｎ（ａ２ ｌ） ／ （ｋＧａ２），

ｒ２ ＝ ＥＩρω２ｓｉｎ（ａ２ ｌ） ／ （ｋＧ） － ＥＩａ２
２ｓｉｎ（ａ２ ｌ） － Ｊω２ａ２ｃｏｓ（ａ２ ｌ） ＋

　 　 Ｊω４ρｃｏｓ（ａ２ ｌ） ／ （ｋＧａ２），

ｒ３ ＝ ＥＩρω２ｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） ／ （ｋＧ） ＋ ＥＩａ２
１ｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） － Ｊω２ａ１ｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） －

　 　 Ｊω４ρｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） ／ （ｋＧａ１），

ｒ４ ＝ ＥＩρω２ｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） ／ （ｋＧ） ＋ ＥＩａ２
１ｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） － Ｊω２ａ１ｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） －

　 　 Ｊω４ρｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） ／ （ｋＧａ１），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）

　 　

ｒ５ ＝ ｓｉｎ（ａ２ ｌ） ／ ａ２ ＋ Ｍｃｏｓ（ａ２ ｌ） ／ （ρＡ），
ｒ６ ＝ － ｃｏｓ（ａ２ ｌ） ／ ａ２ ＋ Ｍｓｉｎ（ａ２ ｌ） ／ （ρＡ），
ｒ７ ＝ ｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） ／ ａ１ ＋ Ｍｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） ／ （ρＡ），
ｒ８ ＝ ｃｏｓｈ（ａ１ ｌ） ／ ａ１ ＋ Ｍｓｉｎｈ（ａ１ ｌ） ／ （ρＡ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

将式（１３）代入式（１５），并由式（１７）和式（１８）可得

　 　
ｒ１Ｆ１ ＋ ｒ２Ｆ２ ＋ ｒ３Ｆ３ ＋ ｒ４Ｆ４ ＝ ０，
ｒ５Ｆ１ ＋ ｒ６Ｆ２ ＋ ｒ７Ｆ３ ＋ ｒ８Ｆ４ ＝ ０ ．{ （１９）

令 λ ＝ （ρω２ａ１ － ｋＧａ１ａ２
２） ／ （ρω２ａ２ ＋ ｋＧａ２

１ａ２）， 由式（１６）和式（１９）可得系统的频率方程为

　 　 （ ｒ１ － ｒ３）（ ｒ６ ＋ ｒ８λ） － （ ｒ５ － ｒ７）（ ｒ２ ＋ ｒ４λ） ＝ ０． （２０）
该方程为超越方程，求解该方程，可得系统的无限阶固有频率，对每阶频率，由式（１３）、（１６）、
（１９）、（２０）可得对应的振型．

４　 冲击响应求解及失效准则设计

设支座的横向位移为

　 　 ｙ０（ ｔ） ＝ ｙ０ｓｉｎ（ωｔ）， （２１）
式中， ｙ０ 是支座位移的幅值，ω 是支座运动的频率．直接求解支座激励下连续系统的冲击响应

较为困难，因此对管脚的线位移和角位移进行假设，令

　 　
ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ）ｙ０（ ｔ），
φ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ｘ）ｙ０（ ｔ），

{ （２２）

式中， ｆ（ｘ） 和 ｇ（ｘ） 为待定的函数．
将式（２２）代入式（５）和式（６），可得

　 　 ｆ（０） ＝ １， ｇ（０） ＝ ０， （２３）
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ＥＩｇ′（ ｌ） ＝ Ｊω２ｇ（ ｌ），

ｆ ′（ ｌ） － ｇ（ ｌ） ＝ Ｍω２

ｋＧＡ
ｆ（ ｌ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２４）

将式（２２）代入式（３）和式（４）中，可得

　 　 ＥＩｆ ″″（ｘ） ＋ ρＩ １ ＋ Ｅ
ｋＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２ ｆ ″（ｘ） ＋ ρ２Ｉ
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è
ç
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ø
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　 　 ＥＩｇ″″（ｘ） ＋ ρＩ １ ＋ Ｅ
ｋＧ

æ
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ç

ö

ø
÷ ω２ｇ″（ｘ） ＋ ρ２Ｉ

ｋＧ
ω４ － ρＡω２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ（ｘ） ＝ ０． （２６）

令

　 　 ｂ２ ＝ ρＡω２

ＥＩ
， ｂ２ｒ２ ＝ ρ

Ｅ
ω２， ｂ２ｓ２ ＝ ρ

ｋＧ
ω２，

则式（２５）和式（２６）分别可写为

　 　 ∂４ ｆ
∂ｘ４

＋ ｂ２（ ｒ２ ＋ ｓ２） ∂２ ｆ
∂ｘ２

－ ｂ２（１ － ｂ２ｒ２ｓ２） ｆ ＝ ０， （２７）

　 　 ∂４ｇ
∂ｘ４

＋ ｂ２（ ｒ２ ＋ ｓ２） ∂２ｇ
∂ｘ２

－ ｂ２（１ － ｂ２ｒ２ｓ２）ｇ ＝ ０． （２８）

令

　 　
α ＝ ｒ２ ＋ ｓ２ ＋ （ ｒ２ － ｓ２） ２ ＋ ４ ／ ｂ２

２
，

β ＝ － （ ｒ２ ＋ ｓ２） ＋ （ ｒ２ － ｓ２） ２ ＋ ４ ／ ｂ２

２
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２９）

则式（２７）和式（２８）的解可写为

　 　
ｆ（ｘ） ＝ Ｃ１ｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｃ２ｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｃ３ｃｏｓｈ（ｂβｘ） ＋ Ｃ４ｓｉｎｈ（ｂβｘ），
ｇ（ｘ） ＝ Ｄ１ｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｄ２ｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｄ３ｃｏｓｈ（ｂβｘ） ＋ Ｄ４ｓｉｎｈ（ｂβｘ） ．{ （３０）

将式（２２）和式（３０）代入式（２），可得

　 　 － ω２ρＡ（Ｃ１ｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｃ２ｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｃ３ｃｏｓｈ（ｂβｘ） ＋ Ｃ４ｓｉｎｈ（ｂβｘ）） ＋
　 　 　 　 ｋＧＡ［Ｃ１ｂ２α２ｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｃ２ｂ２α２ｓｉｎ（ｂαｘ） － Ｃ３ｂ２β２ｃｏｓｈ（ｂβｘ） －
　 　 　 　 Ｃ４ｂ２β２ｓｉｎｈ（ｂβｘ） ＋ （ － Ｄ１ｂαｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｄ２ｂαｃｏｓ（ｂαｘ） ＋
　 　 　 　 Ｄ３ｂβｓｉｎｈ（ｂβｘ） ＋ Ｄ４ｂβｃｏｓｈ（ｂβｘ））］ ＝ ０． （３１）

为使得上式成立，需满足

　 　

Ｄ１ ＝ Ｃ２（α２ － ｓ２）ｂ ／ α，

Ｄ２ ＝ Ｃ１（ ｓ２ － α２）ｂ ／ α，

Ｄ３ ＝ Ｃ４（β２ ＋ ｓ２）ｂ ／ β，

Ｄ４ ＝ Ｃ３（β２ ＋ ｓ２）ｂ ／ β ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３２）

将式（３０）代入边界条件式（５）和式（６），可得

　 　 Ｃ１ ＋ Ｃ３ ＝ １， Ｄ１ ＋ Ｄ３ ＝ ０， （３３）
　 　 － Ｄ１ｂαｓｉｎ（ｂαｌ） ＋ Ｄ２ｂαｃｏｓ（ｂαｌ） ＋ Ｄ３ｂβｓｉｎｈ（ｂβｌ） ＋ Ｄ４ｂβｃｏｓｈ（ｂβｌ） ＝

　 　 　 　 Ｊω２

ＥＩ
（Ｄ１ｃｏｓ（ｂαｌ） ＋ Ｄ２ｓｉｎ（ｂαｌ） ＋ Ｄ３ｃｏｓｈ（ｂβｌ） ＋ Ｄ４ｓｉｎｈ（ｂβｌ））， （３４）

６７０１ 基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁冲击失效准则设计方法



　 　 － Ｃ１ｂαｓｉｎ（ｂαｌ） ＋ Ｃ２ｂαｃｏｓ（ｂαｌ） ＋ Ｃ３ｂβｓｉｎｈ（ｂβｌ） ＋ Ｃ４ｂβｃｏｓｈ（ｂβｌ） －
　 　 　 　 （Ｄ１ｃｏｓ（ｂαｌ） ＋ Ｄ２ｓｉｎ（ｂαｌ） ＋ Ｄ３ｃｏｓｈ（ｂβｌ） ＋ Ｄ４ｓｉｎｈ（ｂβｌ）） ＝

　 　 　 　 Ｍω２

ｋＧＡ
（Ｃ１ｃｏｓ（ｂαｌ） ＋ Ｃ２ｓｉｎ（ｂαｌ） ＋ Ｃ３ｃｏｓｈ（ｂβｌ） ＋ Ｃ４ｓｉｎｈ（ｂβｌ）） ． （３５）

联立式（３２） ～ （３５），并令

　 　

ｈ１ ＝ Ｊω２ｃｏｓ（ｂαｌ） ／ （ＥＩ） ＋ ｂαｓｉｎ（ｂαｌ），

ｈ２ ＝ Ｊω２ｓｉｎ（ｂαｌ） ／ （ＥＩ） － ｂαｃｏｓ（ｂαｌ），

ｈ３ ＝ Ｊω２ｃｏｓｈ（ｂβｌ） ／ （ＥＩ） － ｂβｓｉｎｈ（ｂβｌ），

ｈ４ ＝ Ｊω２ｓｉｎｈ（ｂβｌ） ／ （ＥＩ） － ｂβｃｏｓｈ（ｂβｌ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３６）

　 　

ｈ５ ＝ Ｍω２ｃｏｓ（ｂαｌ） ／ （ｋＧＡ） ＋ ｂαｓｉｎ（ｂαｌ），

ｈ６ ＝ Ｍω２ｓｉｎ（ｂαｌ） ／ （ｋＧＡ） － ｂαｃｏｓ（ｂαｌ），

ｈ７ ＝ Ｍω２ｃｏｓｈ（ｂβｌ） ／ （ｋＧＡ） － ｂβｓｉｎｈ（ｂβｌ），

ｈ８ ＝ Ｍω２ｓｉｎｈ（ｂβｌ） ／ （ｋＧＡ） － ｂβｃｏｓｈ（ｂβｌ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３７）

　 　

ｈ９ ＝ ｈ２ － ｈ４（ ｓ２ ＋ β２）α ／ （ ｓ２ － α２）β[ ] ，
ｈ１０ ＝ ｈ３ － ｈ１，

ｈ１１ ＝ ｈ５ － ｈ７ ＋ ｓｉｎ（ｂαｌ）·（ ｓ２ － α２）ｂ ／ α － ｓｉｎｈ（ｂβｌ）·（ ｓ２ ＋ β２）ｂ ／ β，

ｈ１２ ＝ ｈ６ ＋ ｈ８（ ｓ２ － α２）β ／ ［（ ｓ２ ＋ β２）α］ － ｃｏｓ（ｂαｌ）·（ ｓ２ － α２）ｂ ／ α ＋

　 　 ｃｏｓｈ（ｂβｌ）·（ ｓ２ － α２）ｂ ／ α，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３８）

可得

　 　 Ｃ１ ＝
［ｈ７ ＋ （ ｓ２ ＋ β２）ｂ ／ β·ｓｉｎｈ（ｂβｌ）］ｈ１０ － ｈ４ｈ１２（ ｓ２ ＋ β２）α ／ ［（ ｓ２ － α２）β］

ｈ９ｈ１２ － ｈ１０ｈ１１
， （３９）

　 　 Ｃ２ ＝
［ｈ７ ＋ （ ｓ２ ＋ β２）ｂ ／ β·ｓｉｎｈ（ｂβｌ）］ｈ９ － ｈ４ｈ１１（ ｓ２ ＋ β２）α ／ ［（ ｓ２ － α２）β］

ｈ１０ｈ１１ － ｈ９ｈ１２
． （４０）

由式（３２）和式（３３），可求得 Ｃ３，Ｃ４ 和 Ｄ１ ～ Ｄ４，于是 ｆ（ｘ） 和 ｇ（ｘ） 可求得．由式（２２） 可求

得线位移 ｙ（ｘ，ｔ） 和角位移 φ（ｘ，ｔ） ．
求出位移后，可得梁的内力为

　 　

Ｍ（ｘ，ｔ） ＝ ＥＩｙ０（ ｔ）［ － Ｄ１ｂαｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｄ２ｂαｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｄ３ｂβｓｉｎｈ（ｂβｘ） ＋
　 　 Ｄ４ｂβｃｏｓｈ（ｂβｘ）］，
Ｑ（ｘ，ｔ） ＝ ｋＧＡｙ０（ ｔ）［Ｄ１ｃｏｓ（ｂαｘ） ＋ Ｄ２ｓｉｎ（ｂαｘ） ＋ Ｄ３ｃｏｓｈ（ｂβｘ） ＋ Ｄ４ｓｉｎｈ（ｂβｘ） ＋
　 　 Ｃ１ｂαｓｉｎ（ｂαｘ） － Ｃ２ｂαｃｏｓ（ｂαｘ） － Ｃ３ｂβｓｉｎｈ（ｂβｘ） － Ｃ４ｂβｃｏｓｈ（ｂβｘ）］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４１）
由式（４１）可得梁截面的应力，由 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则可知，当 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力 σｅ 超过

材料的屈服强度时，材料将发生塑性变形，ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力 σｅ 为

　 　 σｅ ＝
１
２
［（σ１ － σ２） ２ ＋ （σ２ － σ３） ２ ＋ （σ３ － σ１） ２］ ， （４２）

式中 σ１，σ２ 和σ３ 为 ３ 个主应力，采用式（４２）计算截面各位置的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力 σｅ ．设材料

的屈服强度为σｙ， 由支座的单位位移产生的最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力为 σ０
ｅ，则为使材料不发生
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屈服破坏，最大可用的支座位移幅值 Ｙｅ 为

　 　 Ｙｅ ＝ σｅ ／ σ０
ｅ ． （４３）

对应的速度幅值 Ｖｅ 和加速度幅值 Ａｅ 分别为

　 　 Ｖｅ ＝ σｅω ／ σ０
ｅ， （４４）

　 　 Ａｅ ＝ σｅω２ ／ σ０
ｅ ． （４５）

由式（４２） ～ （４５）可确定系统的冲击失效准则．

５　 算　 　 例

设管脚材料为铝，密度 ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ ＝ ７ × １０１０ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３，屈服

强度 σｙ ＝ ３００ ＭＰａ，管脚长度 ｌ ＝ ０．０１ ｍ，截面形状为圆环，外半径 Ｒ ＝ ２ ｍｍ，内半径 ｒ ＝ １ ｍｍ，
Ｍ ＝ ０．０６ ｋｇ， Ｊ ＝ ６ × １０ －６ ｋｇ·ｍ２ ．为了使 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型计算结果更准确，采用基于应力精确

解的梁截面剪切系数计算方法［１５］，见式（４６）：

　 　 ｋ ＝ ２４（１ ＋ ｍ２） ２（１ ＋ ν） ２

（ｍ２ ＋ １） ２（３２ν２ ＋ ５６ν ＋ ２８） ＋ ｍ２（７６ν２ ＋ １９６ν ＋ １０７）
， （４６）

式中　 　 ｍ ＝ ｒ ／ Ｒ ．
用二分法求解式（２０）所示的频率方程，令 ξ ＝ ｘ ／ ｌ，设置搜索步长 ｄω ＝ ０．０１ ｒａｄ ／ ｓ，误差为

１Ｅ－６，计算得到的系统前三阶频率为 ５２１．２，１ ７６１．１，１００ ４１１．８ Ｈｚ，振型见图 ２．在梁的支座施

加冲击激励，激励的形式见式（２１），设为半正弦冲击，令 ｙ０ ＝ １， 如图 ３ 所示．

图 ２　 各阶振型 图 ３　 支座冲击激励

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔ

设置不同的激励频率，频率范围为 ２０ ～ ５ ０００ Ｈｚ，分别计算管脚各截面的位移响应、内力

和 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力，记录每个频点管脚的位移、内力和 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力．５９０ Ｈｚ 下的计

算结果见图 ４～７．
计算得到的各频点最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力见图 ８，每个频点对应的最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应

力出现的相对位置见图 ９．
图 ８ 中的双峰对应于系统的前两阶固有频率．由图 ９ 可见，当激励频率低于 ５９０ Ｈｚ 时，最

大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力出现于 ξ ＝ ０ 处，即管脚根部；当激励频率等于 ５９０ Ｈｚ 时，最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ
等效应力出现于管脚中部附近，此时管脚各处的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力相差不大，如图 ７ 所示；当
激励频率大于 ５９０ Ｈｚ 时，最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力出现于管脚末端．

为使材料不发生屈服破坏，由屈服强度 σｙ 和最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力，可求出最大可用的

８７０１ 基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁冲击失效准则设计方法



支座位移幅值 Ｙｅ， 及对应的速度幅值 Ｖｅ 和加速度幅值 Ａｅ， 见图 １０～１２．

图 ４　 位移计算结果 图 ５　 剪力计算结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ

图 ６　 弯矩计算结果 图 ７　 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力计算结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ Ｆｉｇ． ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓｅｓ

图 ８　 各频点最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力 图 ９　 最大 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 等效应力出现的相对位置

Ｆｉｇ． ８　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓｅｓ Ｆｉｇ． ９　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍａｘｉｍｕｍ
ａｔ ｅａｃｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓｅｓ

由图 １０～１２ 可知：
（ａ） 从 ２０ Ｈｚ 开始，到系统的一阶固有频率，最大可用位移幅值逐渐减小，最大可用位移
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图 １０　 各频点最大可用位移幅值

Ｆｉｇ． １０　 Ｍａｘｉｍｕｍ ａｖａｉｌａｂｌｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ
ａｔ ｅａｃｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔ

幅值在系统前两阶固有频率处达到极小值，当激

励频率高于系统第二阶频率，最大可用位移幅值

逐渐增加，并逐渐收敛，高频段最大可用位移幅

值为 ０．０５３ ｍｍ；
（ｂ） 从 ２０ Ｈｚ 开始，到系统的一阶固有频

率，最大可用速度幅值逐渐减小，最大可用速度

幅值在系统前两阶固有频率处达到极小值，当激

励频率高于系统第二阶频率，至 ５ ０００ Ｈｚ，最大

可用速度幅值逐渐增加，高频段最大可用速度幅

值为 １．６７１ ｍ ／ ｓ；
（ｃ） 从 ２０ Ｈｚ 开始，到 ２００ Ｈｚ，最大可用加

速度幅值变化平缓，最大可用加速度幅值在系统

前两阶固有频率处达到极小值，当激励频率高于

系统第二阶频率，最大可用加速度幅值快速增加．
由图 ９ 可得，在支座的冲击激励下管脚的失效模式可分为：
（ａ） 模式Ⅰ，管脚根部发生屈服破坏；
（ｂ） 模式Ⅱ，管脚中部附近发生屈服破坏；
（ｃ） 模式Ⅲ，管脚末端发生屈服破坏．

图 １１　 各频点最大可用速度幅值 图 １２　 各频点最大可用加速度幅值

Ｆｉｇ． １１　 Ｍａｘｉｍｕｍ ａｖａｉｌａｂｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ Ｆｉｇ． １２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ａｖａｉｌａｂｌｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ
ａｔ ｅａｃｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔ ａｔ ｅａｃｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｏｉｎｔ

由图 ９～１２ 可得，三种失效模式的失效准则分别为：
（ａ） 当激励频率 ｆ ＜ ５９０ Ｈｚ，基座位移幅值 ｙ０、 基座速度幅值 ｖ０ 或基座加速度幅值 ａ０ 分

别达到图 １０～１２ 中的支座最大可用位移幅值 Ｙｅ、 速度幅值 Ｖｅ 和加速度幅值 Ａｅ 时，按照模式

Ⅰ失效，管脚根部发生屈服破坏；
（ｂ） 当激励频率 ｆ 达到 ５９０ Ｈｚ，基座位移幅值 ｙ０、 基座速度幅值 ｖ０ 或基座加速度幅值 ａ０

分别达到图 １０～１２ 中的支座最大可用位移幅值 Ｙｅ、 速度幅值 Ｖｅ 和加速度幅值 Ａｅ 时，按照模

式Ⅱ失效，管脚中部附近发生屈服破坏；
（ｃ） 当激励频率 ｆ ＞ ５９０ Ｈｚ，基座位移幅值 ｙ０、 基座速度幅值 ｖ０ 或基座加速度幅值 ａ０ 分

别达到图 １０～１２ 中的支座最大可用位移幅值 Ｙｅ、 速度幅值 Ｖｅ 和加速度幅值 Ａｅ 时，按照模式

０８０１ 基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁冲击失效准则设计方法



Ⅲ失效，管脚末端发生屈服破坏．

６　 结　 　 论

１） 本文建立了基础激励下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的冲击动力学模型，可模拟实际工程中相应边界

条件梁的冲击响应问题．根据系统的运动方程和边界条件，给出了系统固有频率方程，该方程

为超越方程，给出了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁振型的计算方法．
２） 通过对 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁截面的线、角位移进行假设，并结合边界条件，求解了其在基础激

励下的冲击响应，进一步得到了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁截面的剪力和弯矩．基于 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则，给
出了以最大可用基础激励的位移幅值、速度幅值和加速度幅值表示的冲击失效条件．

３） 典型算例的冲击响应计算结果表明，在 ２０ ～ ５ ０００ Ｈｚ 频率范围内，基础激励下算例中

的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁存在 ３ 种失效模式，分别是根部、中部附近和末端发生屈服破坏．针对每种失

效模式，本文分别给出了以最大可用位移幅值、速度幅值和加速度幅值表示的冲击失效准则．
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