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摘要：　 研究了一类具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型功能反应和状态反馈控制的捕食模型，利用相似的 Ｐｏｉｎｃａｒé
准则和半连续动力系统几何理论，得到了半平凡周期解稳定和阶 １⁃周期解存在的充分条件．数值模

拟验证了结论的正确性和状态反馈控制的有效性．同时，数值模拟揭示了状态反馈控制系统存在着

丰富的动力学行为，比如 ｆｏｌｄ 分岔、ｆｌｉｐ 分岔和混沌现象．
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引　 　 言

种群动力学模型，可用于描述种群与环境以及种群与其它种群之间相互作用的动态关系，
并可用于解释、预测、调节和控制物种的发展过程和趋势．对于种群的研究，主要关注两个问

题：一是种群随时间的演变规律；二是如何实施人工干预对种群进行保护和控制［１］ ．
为了加强对种群的保护和控制，Ｌｉｕ 等［２］、Ｌａｊｍｉｒｉ 等［３］和 Ｓｅｎ 等［４］利用常微分方程定性理

论研究了食饵或捕食者种群具有常数收获率的捕食模型，他们假设食饵或捕食者的收获是连

续的．然而，在实际生活中，人们对种群的保护和控制并非是一个连续的过程，用脉冲微分方程

描述这些系统更合适．文献［５⁃７］中控制措施都是在固定时刻进行的，这种控制策略称为固定

时刻控制策略，其过程可用固定时刻的脉冲微分系统来描述．虽然该策略考虑了种群数量的瞬

间变化，但忽略了种群的生长规律．相比之下，状态脉冲控制策略比固定时刻控制策略更适合

描述种群的控制［８］ ．
状态脉冲控制策略是只有种群数量达到一定的经济阈值时才采取控制措施的一种策

略［８⁃１４］，文献［９⁃１２］和［１３⁃１４］分别考虑了食饵和捕食者数量达到一定阈值的控制策略．对于

状态脉冲动力系统，Ｙａｎｇ 等［９］、Ｈｅ［１０］和钱临宁等［１１］建立 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射， 将周期解问题转化为

不动点问题， 推导并给出了阶 ｋ⁃周期解（ｋ ≥１） 存在的充分条件．同时， 数值模拟揭示了状态

反馈控制系统存在着复杂的动力学性质， 如混沌现象等．另外， 白露等［１２］、 Ｌｉａｎｇ 等［１３］和 Ｚｈｏｕ
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等［１４］采用后继函数分析了不同情况下阶 １⁃周期解的存在性， 并用数值模拟验证了结论的正

确性．
本文研究一类具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型的捕食模型，考虑成比例收获食饵和释放捕食者的控制措

施，构建具有状态反馈控制的数学模型，研究生物资源充足条件下将食饵控制在某一经济阈值

内的防控策略．在后续分析中，利用相似的 Ｐｏｉｎｃａｒé 准则研究了捕食者消除周期解的稳定性，
并借助半连续动力系统几何理论，给出了两物种共存的充分条件．与无状态脉冲控制的捕食系

统相比，数值模拟揭示了状态脉冲反馈控制系统存在着复杂的动力学行为，并有效地验证了所

得结论的正确性．

１　 模型的建立

文献［１５］采用定性分析、分岔理论和数值模拟的方法，研究了一类具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型功能

反应捕食系统
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的动力学行为．其中， ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 分别为食饵和捕食者的种群密度，参数 ｒ 为食饵的最大增长

率，ｋ是食饵的最大环境容纳量，ａ为半饱和常数，ｂ为功能反应常数，ｃ为捕食者的最大增长率，
ｄ 为捕食者的死亡率．对于系统（１），Ｈｕａｎｇ 和 Ｘｉａｏ［１５］对平衡点和极限环的存在性、稳定性进行

了定性分析和数值模拟，同时分岔分析显示了鞍结点分岔、Ｈｏｐｆ 分岔、同宿分岔和余维⁃２ 的尖

点型分岔，并用数值模拟的方法证明了余维⁃３ 退化平衡点和同宿轨的存在性，得到如下结论．
引理 １［１５］ 　 （ａ） 如果 ｄ１ ＜ ０ 或 ｄ２ ≤ ０， 系统（１）没有正平衡点，而平衡点（０，０）是鞍点，

（ｋ，０） 是全局稳定的结点．
（ｂ） 如果 ｄ１ ＝ ０，０ ＜ ｄ３ ＜ ｋ， 系统（１）有三个平衡点：鞍点（０，０）、稳定结点 （ｋ，０） 和唯一

正平衡点（ｘ０，ｙ０），而且系统（１）没有闭轨．当 ｋ≠ ｄ４ 时，（ｘ０，ｙ０） 是鞍结点；当 ｋ ＝ ｄ４ 时，（ｘ０，ｙ０）
是尖点．其中，ｘ０ ＝ ｄ３，ｙ０ ＝ ｒ（１ － ｘ０ ／ ｋ）（ａ ＋ ｂｘ０ ＋ ｘ０

２） ．
（ｃ） 如果 ｄ１ ＞ ０，ｄ２ ＞ ０， 系统（１）最多有四个平衡点：（０，０）， （ｋ，０），（ｘ１，ｙ１） 和（ｘ２，ｙ２） ．

当 ｋ≤ ｘ１ 时，系统（１）只有两个平衡点：鞍点（０，０），稳定结点 （ｋ，０）；当 ｘ１ ＜ ｋ≤ ｘ２ 时，有三个

平衡点：鞍点（０，０） 和（ｋ，０），焦点或结点（ｘ１，ｙ１）；当 ｋ ＞ ｘ２ 时，有四个平衡点：鞍点（０，０） 和

（ｘ２，ｙ２），稳定结点（ｋ，０） 和 ｋ ＜ ｄ０（ｋ ＞ ｄ０） 的稳定（不稳定） 焦点或结点（ｘ１，ｙ１） ．其中

　 　 ｄ０ ＝ （ａ ＋ ２ｂｘ１ ＋ ３ｘ２
１） ／ （ｂ ＋ ２ｘ１）， ｄ１ ＝ （ｃ － ｂｄ） ２ － ４ａｄ２，

　 　 ｄ２ ＝ ｃ － ｂｄ， ｄ３ ＝ （ｃ － ｂｄ） ／ ２ｄ， ｄ４ ＝ ２ｄ３ ．
基于系统（１），考虑成比例收获食饵和释放捕食者的控制措施，构建具有状态反馈控制的

捕食模型：
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研究在生物资源充足条件下将食饵控制在某一经济阈值内的防控策略．其中， ０≤ ｐ ＜ １，ｑ≥０
分别表示食饵数量达到阈值 ｈ ＞ ０ 时，因采取控制措施导致食饵和捕食者变化的比例．也就是

说，在 ｔｉ（ｈ） 时刻食饵数量 ｘ（ ｔ） 达到阈值 ｈ 时，经脉冲控制食饵数量 ｘ（ ｔ） 减少为（１ － ｐ）ｈ，捕
食者的数量 ｙ（ ｔ） 因释放变化为（１ ＋ ｑ）ｙ（ ｔｉ（ｈ）） ．

设模型（２）的解定义在 Ｒ ＋ 上，并在 Ｒ ＋ － { ｔｉ（ｈ） } 上连续可微．若 ｙ（ ｔ） ＝ ０，那么解（ｘ（ ｔ），
ｙ（ ｔ）） 称为系统（２）的半平凡解［１０］ ．由于 ｋ 是食饵 ｘ（ ｔ） 的环境容纳量，所以本文假设 ｈ ＜ ｋ ．另

外，为了保证 ｘ（ ｔ） 的非负性，假定不等式 ｂ ＞ － ２ ａ 成立．进一步考虑其生物意义，本文在 Ω ＝
{ （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０ } 上研究系统（２）的动力学行为．

２　 定 性 分 析

２．１　 半平凡周期解的存在性和稳定性

对所有的 ｔ ≥ ０，ｙ（ ｔ） ＝ ０ 时，系统（２）变为
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令 ｘ０ ＝ ｘ（０） ＝ （１ － ｐ）ｈ， ｌｏｇｉｓｔｉｃ 方程 ｘ′ ＝ ｒｘ（１ － ｘ ／ ｋ） 的解为

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｋ
１ ＋ Ａｅ －ｒｔ，　 　 Ａ ＝ ｋ － （１ － ｐ）ｈ
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，

则 ｘ（Ｔ） ＝ ｈ，ｘ（Ｔ ＋） ＝ ｘ０ ．于是，系统（２）存在半平凡周期解：
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　 　 （ｋ － １）Ｔ ＜ ｔ ≤ ｋＴ， ｋ ∈ Ｎ ．

下面考虑一个平面自治脉冲微分系统：
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如果系统（３）有一个周期解 ｘ ＝ ξ（ ｔ），ｙ ＝ η（ ｔ），而且关于该周期解的变分系统有乘数 μ １ ＝ １ 和
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Ｑ（ξ（τ ＋
ｋ ），η（τ

＋
ｋ ）） ．

引理 ２［８］（相似的 Ｐｏｉｎｃａｒé 准则）　 如果式（４）满足 ｜ μ ２ ｜ ＜ １， 那么系统（３）的 Ｔ周期解 ｘ
＝ ξ（ ｔ），ｙ ＝ η（ ｔ） 是轨道渐近稳定的．

定理 １　 当 ｂ２ ＜ ４ａ，０ ＜ ｈ ＜ ｋ 且 ０ ＜ ｑ ＜ ｑ∗ 时，系统（２）的半平凡周期解 （ξ（ ｔ），η（ ｔ））
是轨道渐近稳定的．其中
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证明　 将引理 ２ 应用于系统（２），有
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０
（Ｇ１（ ｔ） ＋ Ｇ２（ ｔ））ｄｔ[ ] ，

式中

　 　 ∫Ｔ
０
Ｇ１（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
ｒ － ｄ － ２ｒ

ｋ
ξ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ ＝ （ ｒ － ｄ）Ｔ － ２ｌｎ ｋ － （１ － ｐ）ｈ

ｋ － ｈ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ｌｎ ｋ － ｈ
（１ － ｐ）（ｋ － （１ － ｐ）ｈ）

é

ë
êê

ù

û
úú － ｄ

ｒ
ｌｎ ｋ － （１ － ｐ）ｈ

（ｋ － ｈ）（１ － ｐ）
é

ë
êê

ù

û
úú ，

２７３１ 王　 小　 娥　 　 　 蔺　 小　 林　 　 　 李　 建　 全



　 　 ∫Ｔ
０
Ｇ２（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０

ｃξ（ ｔ）
ａ ＋ ｂξ（ ｔ） ＋ ξ（ ｔ） ２ ｄｔ， ξ（ ｔ） ＝ ｋｅｒｔ

Ａ ＋ ｅｒｔ，

其中　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
做变量代换

　 　 ｕ ＝ ｋｅｒｔ

Ａ ＋ ｅｒｔ，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

则 ｕ ∈ ［（１ － ｐ）ｈ，ｈ］ ＜ ｋ，ｄｔ ＝ ｋ
ｒｕ（ｋ － ｕ）

ｄｕ， 并且

　 　 ∫Ｔ
０
Ｇ２（ ｔ）ｄｔ ＝ ｃ∫ｈ

（１－ｐ）ｈ

ｋ
ｒ（ｋ － ｕ）（ａ ＋ ｂｕ ＋ ｕ２）

ｄｕ ＝

　 　 　 　 ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２）∫

ｈ

（１－ｐ）ｈ

１
ｋ － ｕ

＋ ｕ ＋ ｂ ＋ ｋ
ａ ＋ ｂｕ ＋ ｕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＝

　 　 　 　 ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２）∫

ｈ

（１－ｐ）ｈ

１
ｋ － ｕ

＋ １
２

２ｕ ＋ ｂ
ａ ＋ ｂｕ ＋ ｕ２

＋ ｂ ／ ２ ＋ ｋ
ａ ＋ ｂｕ ＋ ｕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＝

　 　 　 　 ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２） { １

２
ｌｎ（ａ ＋ ｂｕ ＋ ｕ２） － ｌｎ（ｋ － ｕ） ＋é

ë
êê

　 　 　 　
２（ｂ ／ ２ ＋ ｋ）

４ａ － ｂ２
ａｒｃｔａｎ ２ｕ ＋ ｂ

４ａ － ｂ２

ù

û

ú
ú

ｈ

（１－ｐ）ｈ
} ＝

　 　 　 　 ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２） { １

２
ｌｎ

ａ ＋ ｂｈ ＋ ｈ２

ａ ＋ ｂ（１ － ｐ）ｈ ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú － ｌｎ ｋ － ｈ

ｋ － （１ － ｐ）ｈ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 ｂ ＋ ２ｋ

４ａ － ｂ２
ａｒｃｔａｎ ２ｈ ＋ ｂ

４ａ － ｂ２
－ ａｒｃｔａｎ ２（１ － ｐ）ｈ ＋ ｂ

４ａ － ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ＝

　 　 　 　 ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２） { １

２
ｌｎ

ａ ＋ ｂｈ ＋ ｈ２

ａ ＋ ｂ（１ － ｐ）ｈ ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú － ｌｎ ｋ － ｈ

ｋ － （１ － ｐ）ｈ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 ｂ ＋ ２ｋ

４ａ － ｂ２
ａｒｃｔａｎ ２ｐｈ ４ａ － ｂ２

４ａ － ｂ２ ＋ （２（１ － ｐ）ｈ ＋ ｂ）（２ｈ ＋ ｂ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ，　 　 ｂ２ ＜ ４ａ ．

此时

　 　 ｅｘｐ ∫Ｔ
０

∂Ｐ
∂ｘ

（ξ（ ｔ），η（ ｔ）） ＋ ∂Ｑ
∂ｙ

（ξ（ ｔ），η（ ｔ））æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｅｘｐ ∫Ｔ

０
（Ｇ１（ ｔ） ＋ Ｇ２（ ｔ））ｄｔ[ ] ＝

　 　 　 　 ｋ － ｈ
（１ － ｐ）（ｋ － （１ － ｐ）ｈ）

（ｋ － ｈ）（１ － ｐ）
ｋ － （１ － ｐ）ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｄ ／ ｒ

×

　 　 　 　 ｋ － （１ － ｐ）ｈ
ｋ － ｈ

ａ ＋ ｂｈ ＋ ｈ２

ａ ＋ ｂ（１ － ｐ）ｈ ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃｋ ／ （ ｒ（ａ＋ｂｋ＋ｋ２））

×

　 　 　 　 ｅｘｐ { ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２）

ｂ ＋ ２ｋ

４ａ － ｂ２
ａｒｃｔａｎ ２ｐｈ ４ａ － ｂ２

４ａ － ｂ２ ＋ （２（１ － ｐ）ｈ ＋ ｂ）（２ｈ ＋ ｂ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ．

于是，乘数 μ ２ 的值为
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　 　 μ ２ ＝ Δ１ｅｘｐ ∫Ｔ
０

∂Ｐ
∂ｘ

（ξ（ ｔ），η（ ｔ）） ＋ ∂Ｑ
∂ｙ

（ξ（ ｔ），η（ ｔ））æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔé

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ｑ） （ｋ － ｈ）（１ － ｐ）
ｋ － （１ － ｐ）ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｄ ／ ｒ

×

　 　 　 　 ｋ － （１ － ｐ）ｈ
ｋ － ｈ

ａ ＋ ｂｈ ＋ ｈ２

ａ ＋ ｂ（１ － ｐ）ｈ ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃｋ ／ （ ｒ（ａ＋ｂｋ＋ｋ２））

×

　 　 　 　 ｅｘｐ { ｃｋ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２）

ｂ ＋ ２ｋ

４ａ － ｂ２
ａｒｃｔａｎ ２ｐｈ ４ａ － ｂ２

４ａ － ｂ２ ＋ （２（１ － ｐ）ｈ ＋ ｂ）（２ｈ ＋ ｂ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } ．

由引理 ２ 知，当且仅当 ０ ＜ ｑ ＜ ｑ∗ 时，即 ｜ μ ２ ｜ ＜ １ 时，系统（２）的半平凡周期解是轨道渐近稳

定的．证毕．

注　 当 ｑ ＝ ｑ∗ 时，系统（２）出现 ｆｏｌｄ 分岔．

说明　 采用文献［８］的方法，可得系统（２）的一类 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射为

　 　 δｙ１ ＝ ｆ（ｑ，δｙ０） ＝ （１ ＋ ｑ）ｖ（Ｔ）δｙ０ ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ｑ）ｅｘｐ ∫Ｔ
０

ｃ ξ（ ｔ）
ａ ＋ ｂξ（ ｔ） ＋ ξ（ ｔ） ２

－ ｄæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｙ０ ＝

　 　 　 　 （１ ＋ ｑ） （ｋ － ｈ）（１ － ｐ）
ｋ － （１ － ｐ）ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｄ ／ ｒ

×

　 　 　 　 ｋ － （１ － ｐ）ｈ
ｋ － ｈ

ａ ＋ ｂｈ ＋ ｈ２

ａ ＋ ｂ（１ － ｐ）ｈ ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃｋ ／ （ ｒ（ａ＋ｂｋ＋ｋ２））

×

　 　 　 　 ｅｘｐ { ｋｃ
ｒ（ａ ＋ ｂｋ ＋ ｋ２）

ｂ ＋ ２ｋ

４ａ － ｂ２
×

　 　 　 　 ａｒｃｔａｎ ２ｐｈ ４ａ － ｂ２

４ａ － ｂ２ ＋ （２（１ － ｐ）ｈ ＋ ｂ）（２ｈ ＋ ｂ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } δｙ０ ．

因 δｙ０ ＝ ０是映射 ｆ（ｑ，δｙ０） 的一个不动点，并且Ｄδｙ０ ｆ（ｑ
∗，０） ＝ １，所以在 ｑ ＝ ｑ∗ 处系统（２）出现

ｆｏｌｄ 分岔．详细的分析类似于文献［８］．
２．２　 阶 １⁃周期解的存在性

对于系统（１），由引理 １（ｂ）知：当 ｄ１ ＝ ０，０ ＜ ｄ３ ＜ ｋ 时，系统（１）有鞍点（０，０）、稳定结点

（ｋ，０） 和唯一正平衡点（ｘ０，ｙ０） ．其中，（ｘ０，ｙ０） 的动力学性态取决于 ｋ 与 ｄ４ ．下面讨论 ｄ１ ＝ ０，０
＜ ｄ３ ＜ ｋ 时，系统（２）正周期的存在性．其中，系统（２）的脉冲集为 Ｓ１ ＝ { （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ＝ ｈ，ｙ≥０ } ，
脉冲映射为 ϕ：（ｘ，ｙ） ∈ Ｓ１ →（（１ － ｐ）ｈ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋，相集为 Ｓ０ ＝ ϕ（Ｍ） ＝ { （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ＝ （１ － ｐ）ｈ，
ｙ ≥ ０ } ．

定理 ２　 对任意的 ｑ ＞ ０，当 ｈ ＜ ｄ３ 时，系统（２）存在阶 １⁃周期解．
证明　 当 ｈ ＜ ｄ３ 时，从（ｘ，ｙ）（ｘ ＜ ｈ） 出发的轨线与脉冲集 Ｓ１ 相交无数次，并且不受奇点

（ｘ０，ｙ０） 动力学性态的影响．设点 Ａ１（（１ － ｐ）ｈ，ε） 在相集 Ｓ０ 上，ε ＞ ０ 且充分小．如图 １ 所示，
轨线弧 Ａ１Ｂ１ 与脉冲集 Ｓ１ 交于点 Ｂ１（ｈ，ε），而点 Ａ２（（１ － ｐ）ｈ，（１ ＋ ｑ）ε） 是点 Ｂ１ 的相点，轨线

弧 Ａ２Ｂ２ 与脉冲集 Ｓ１ 交于点 Ｂ２（ｈ，ε １） ．因（１ ＋ ｑ）ε ＞ ε，故 Ａ２ 和 Ｂ２ 分别在 Ａ１ 和 Ｂ１ 的上方．其
中，点 Ｂ２ 是点 Ｂ１ 的后继点，而且点 Ｂ１ 的后继函数满足 Ｆ（Ｂ１） ＝ ε １ － ε ＞ ０．

设垂直等倾线 ｌ１：ｙ ＝ ｒ（ａ ＋ ｂｘ ＋ ｘ２）（１ － ｘ ／ ｋ） 与相集 Ｓ０ 相交于点Ｎ（（１ － ｐ）ｈ，ｒ［１ － （ｈ（１
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－ ｐ）） ／ ｋ］［ａ ＋ ｂｈ（１ － ｐ） ＋ （ｈ（１ － ｐ）） ２］） ．从点 Ｎ出发的轨线交脉冲集 Ｓ１ 于点Ｍ（ｈ，ｍ０），点
Ｍ ＋ （（１ － ｐ）ｈ，（１ ＋ ｑ）ｍ０） 是点 Ｍ 的相点，从点 Ｍ ＋ 出发的轨线交 Ｓ１ 于点 Ｍ１（ｈ，ｍ

－
０） ．

若存在某一 ｑ０ ＞ ０，使得点 Ｎ 恰好为点 Ｍ 的相点，即

　 　 （１ ＋ ｑ０）ｍ０ ＝ ｒ １ － （１ － ｐ）ｈ
ｋ

é

ë
êê

ù

û
úú ａ ＋ ｂｈ（１ － ｐ） ＋ （１ － ｐ） ２ｈ２[ ] ．

也就是说，当 ｑ ＝ ｑ０ 时，点 Ｍ ＋ 与点 Ｎ 重合．当 ０ ＜ ｑ ＜ ｑ０ 时，点 Ｍ ＋ 位于点 Ｎ 的下方；当 ｑ ＞ ｑ０

时，点 Ｍ ＋ 位于点 Ｎ 的上方．而且对任意的 ｑ ＞ ０，由系统（１） 的向量场知，点 Ｍ１ 始终在 Ｍ 的下

方，即 ｍ－ ０ ≤ ｍ０ ．
１） 如果 ｍ－ ０ ＝ ｍ０，那么轨道 ＮＭＮ 即为系统（２）的阶 １⁃周期解．
２） 如果 ｍ－ ０ ≤ｍ０，点Ｍ的后继函数满足 Ｆ（Ｍ） ＝ ｍ－ ０ － ｍ０ ＜ ０．由后继函数的连续性知，在脉

冲集 Ｓ１ 上点 Ｍ 和点 Ｂ１ 之间至少存在一点 Ｃ， 使得 Ｆ（Ｃ） ＝ ０， 即系统（２）存在阶 １⁃周期解［１６］ ．
证毕．

图 １　 当 ｈ ＜ ｄ３ 时，系统（２）阶 １⁃周期解的存在性

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ⁃１ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｓｙｓｔｅｍ （２） ｆｏｒ ｈ ＜ ｄ３

３　 数 值 模 拟

为了验证系统（２）结论的正确性，考虑如下具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型功能反应和状态反馈控制的

捕食模型：

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ０．７５ｘ １ － ｘ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｘｙ

１ ＋ ｘ ＋ ｘ２，

ｄｙ
ｄｔ

＝ ６ｘｙ
１ ＋ ｘ ＋ ｘ２

－ ２ｙ，
　 　 ｘ ≠ ｈ，

Δｘ ＝ － ｐｘ，
Δｙ ＝ ｑｙ，

　 　 ｘ ＝ ｈ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（５）

其中， ｒ ＝ ０．７５，ａ ＝ １，ｂ ＝ １，ｃ ＝ ６，ｄ ＝ ２．简单计算，易知 ｄ１ ＝ ０，ｄ３ ＝ １，ｄ４ ＝ ２ ．当 ｄ３ ＜ ｋ 时，由
引理 １（ｂ）知无状态脉冲控制系统（５）有鞍点（０，０）、稳定结点 （ｋ，０） 和正平衡点（１，２．２５（１ －
１ ／ ｋ）） ．如图 ２ 所示：（ａ） ｋ ＝ １．２５ 时，奇点（１，０．４５）是鞍结点； （ｂ） ｋ ＝ ２ 时，奇点（１，１．１２５）是
尖点； （ｃ） ｋ ＝ ３ 时，奇点（１，１．５）是鞍结点．

当 ｐ ＝ ０．６，ｈ ＝ ０．８ 时，系统（５）的两个 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面分别为 Ｓ０ ＝ { （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ＝ ０．８，ｙ≥０ } ，
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Ｓ１ ＝ { （ｘ，ｙ） ｜ ｘ ＝ ０．３２，ｙ ≥０ } ．当 ｋ 分别取 １．２５，２ 和 ３ 时，由定理 １ 可得 ｑ∗ 分别为 ０．７７６ ６，
０．６００ １ 和 ０．５３４ ６．如图 ３（ａ） ～ （ｃ）所示，当 ｑ∗ ＞ ｑ ＝ ０．３且 ｋ ＝ １．２５， ２ 和 ３ 时，系统（５）过初值

（０．３，０．１）的解随着时间的增加而趋于半平凡周期解，即半平凡周期解是稳定的；当 ｑ∗ ＜ ｑ ＝ １
时，半平凡周期解失去稳定性，通过 ｆｏｌｄ 分岔，分岔出阶 １⁃周期解（见图 ３（ｄ） ～ （ ｆ））．显然，数
值模拟有效地验证了定理 １ 的正确性．

（ａ） ｋ ＝ １．２５ （ｂ） ｋ ＝ ２ （ｃ） ｋ ＝ ３
图 ２　 无状态脉冲控制时， 系统（５）的相图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５） ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ

（ａ） ｋ ＝ １．２５， ｑ ＝ ０．３ （ｂ） ｋ ＝ ２， ｑ ＝ ０．３ （ｃ） ｋ ＝ ３， ｑ ＝ ０．３

（ｄ） ｋ ＝ １．２５， ｑ ＝ １ （ｅ） ｋ ＝ ２， ｑ ＝ １ （ｆ） ｋ ＝ ３， ｑ ＝ １
图 ３　 当 ｑ ＝ ０．３ 和 １ 且 ｋ ＝ １．２５，２，３ 时，系统（５）的相图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５） ｗｉｔｈ ｑ ＝ ０．３ ａｎｄ ｑ ＝ １ ｆｏｒ ｋ ＝ １．２５，２，３

为了进一步了解参数 ｑ 对系统（５）动力学性态的影响，以 ｑ为分支参数绘制捕食者 ｙ关于
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ｑ 的分支图（见图 ４），并得到不同 ｋ 值对应的分支临界值（见表 １）．随着 ｑ 在［０，２０］的不断增

加，系统（５）呈现复杂的动力学性态．当 ｋ ＝ １．２５ 时，系统（５）始终存在半平凡周期解

　 　
ξ（ ｔ） ＝ １．２５

１ ＋ ２．９０６ ３ｅ －０．７５（ ｔ －２．１８９ ６（ｋ－１）） ，

η（ ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ２．１８９ ６（ｋ － １） ＜ ｔ ≤ ２．１８９ ６ｋ， ｋ ∈ Ｎ ．

当 ｑ 足够小时，半平凡周期解（ξ（ ｔ），η（ ｔ）） 是稳定的，该周期解保持其稳定性直到达到临

界点 ｑ∗ ．在 ｑ ≈ ｑ∗ 处，半平凡周期解通过 ｆｏｌｄ 分岔分岔出阶 １⁃周期解．该阶 １⁃周期解在 ｑ ∈
（ｑ∗，ｑ１） 时是稳定的，而在 ｑ ＞ ｑ１ 时是不稳定的．即当 ｑ 增加到 ｑ１ 时，阶 １⁃周期解失稳，出现阶

２⁃周期解；当 ｑ增大到 ｑ２ 时，出现阶 ４⁃周期解，周期翻倍；当 ｑ达到 ｑ３ 时，出现阶 ８⁃周期解，周期

再翻倍，这种现象叫做倍周期分岔（ｆｌｉｐ 分岔）；当 ｑ 达到 ｑ４ 时，倍周期分岔现象突然中断，过渡

到混沌运动状态．

（ａ） ｋ ＝ １．２５

（ｂ） ｋ ＝ ２ （ｃ） ｋ ＝ ３
图 ４　 当 ｑ ∈ ［０，２０］ 且 ｋ ＝ １．２５，２，３ 时， 系统（５）的分支图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５） ｆｏｒ ｋ ＝ １．２５，２，３ ａｎｄ ｑ ∈ ［０，２０］

表 １　 分支临界值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ

ｋ ｑ∗ ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４ ｑ５ ｑ６ ｑ７
１．２５ ０．７７６ ６ ７．４５８ １２．７８ １５．００ １５．４５ － － －

２ ０．６００ １ ５．０１７ ８．６９６ １０．１７ １０．５７ １６．５２ １７．５３ １８．００

３ ０．５３４ ６ ４．２８１ ７．３５８ ８．６２９ ８．８９６ １３．６５ １４．６５ １５．１８

　 　 对于 ｋ ＝ ２ 和 ｋ ＝ ３ 这两种情形，虽然无状态反馈控制下正平衡点的类型不同，但状态反馈

控制下系统（５）有着相似的动力学性态．当 ｑ从 ０趋于 ｑ４ 时，系统（５）历经了稳定的半平凡周期

７７３１具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型功能反应捕食系统的状态反馈控制



解→ｆｏｌｄ 分岔→ｆｌｉｐ 分岔．随着 ｑ 的继续增大，从 ｆｌｉｐ 分岔过渡到混沌．当 ｑ 进一步增加时，稳定

的周期窗口再次出现：在 ｑ ≈ ｑ５ 处出现周期 ３ 窗口；在 ｑ ≈ ｑ６ 处出现周期 ５ 窗口．之后，稳定周

期性态再次中断，进入新的混沌运动状态．
由图 ４ 可以看出，系统（５）总在 ｑ 的某一范围内出现混沌运动状态．那么混沌状态的出现

对生物学有什么影响呢？ 混沌的出现对生物学捕捞有着负面影响，它的出现导致我们无法定

性地考虑（食饵）捕获率或（捕食者）释放率．本文考虑了捕食者 ｙ（ ｔ） 关于释放率 ｑ 的分支图，
故当系统（５）处于混沌状态时，无法确定释放率，进而难以制定合理有效且经济的控制措施．同
时，混沌状态的出现打破了两物种间的平衡．为此，我们对混沌进行控制，即混沌控制．混沌控

制，简言之从混沌到有序［１７］ ．如：固定 ｋ ＝ ２，当 ｑ４ ＜ ｑ ＜ ｑ５ 时，系统处于混沌状态；当 ｑ５ ＜ ｑ ＜
ｑ６ 时，系统处于有序状态．因此，可以通过调节参数 ｋ 和 ｑ 对混沌进行控制．

依上述分析，参数 ｋ 和 ｑ 影响着系统（５）解的性态，有效地验证了系统（２）结论的正确性．
同时，分支图 ４ 揭示了状态反馈控制系统存在着复杂的动力学行为：半平凡周期解通过 ｆｏｌｄ 分

岔分岔出阶 １⁃周期解，阶 １⁃周期解以周期不断加倍的 ｆｌｉｐ 分岔方式逐步过渡到混沌运动状态．
综合其生物意义：通过状态反馈控制使食饵密度不超过某一阈值的同时释放一定量的捕食者，
这一措施可使两物种共存，有效地保护了物种的多样性，维持了生态系统的平衡．

４　 总　 　 结

对于具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅳ型功能反应的捕食系统，当 ｄ１ ＝ ０，０ ＜ ｄ３ ＜ ｋ时该连续捕食系统存在

唯一的正平衡点（ｄ３，ｒ（１ － ｄ３ ／ ｋ）（ａ ＋ ｂｄ３ ＋ ｄ３
２）） ．对于状态脉冲反馈控制捕食系统，本文推导

并给出了半平凡周期解稳定的充分条件，并利用半连续动力系统几何理论详细分析了 ｈ ＜ ｄ３

时正周期解的存在性．数值模拟揭示了 ｈ ＜ ｄ３ 时状态脉冲反馈控制系统存在着复杂的动力学

行为：半平凡周期解通过 ｆｏｌｄ 分岔分岔出阶 １⁃周期解，阶 １⁃周期解以周期不断加倍的 ｆｌｉｐ 分岔

方式逐步过渡到混沌运动状态．然而，对状态脉冲控制系统 ｈ ＜ ｄ３ 时混沌的存在性以及（１ －
ｐ）ｈ ＜ ｄ３ ＜ ｈ 和 ｄ３ ＜ （１ － ｐ）ｈ 的动力学尚未给出具体的理论分析，需后续进一步研究．
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