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摘要：　 研究了含有离散时滞及分布时滞的分数阶神经网络在 Ｃａｐｕｔｏ 导数意义下的渐近稳定性问

题．通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数和利用分数阶 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 定理给出了含有离散时滞和分布时滞的分数

阶神经网络渐近稳定性的充分条件，并给出 ４ 个例子验证了定理条件的有效性．
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引　 　 言

分数阶微积分在流体力学、控制系统、人工智能等诸多领域的应用［１⁃４］，引起了学者们对分

数阶微积分的广泛关注．与整数阶微积分相比，分数阶微积分可以更精确地描述系统的遗传和

记忆特性．基于分数阶微积分的这些特性，相关学者在神经网络中引入了分数阶微积分，从而

更好地描述神经元的动态行为．针对分数阶神经网络已经出现了相关的研究背景：文献［５］给
出了分数阶神经网络模型，并分析了分数阶神经网络的动力学行为．文献［６］给出了环型和中

心结构的分数阶神经网络系统，讨论了该模型的分岔和混沌现象，建立了分岔条件，并给出了

系统的稳定性条件．文献［７］通过整数阶神经网络和分数阶神经网络的对比，说明了分数阶神

经网络比整数阶神经网络有更好的动力学行为，对系统的动力学行为描述得更加精确．文献

［８］研究了分数阶神经网络的修正投影同步问题．
分数阶神经网络的稳定性分析是分数阶神经网络研究的重要课题之一，也取得了丰富的

成果：如文献［９］研究了含有单侧 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件的分数阶脉冲神经网络的全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳
定性．文献［１０］讨论了含有参数扰动的分数阶记忆电阻器神经网络的 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 鲁棒稳定性．文
献［１１］给出了含有脉冲的分数阶神经网络全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性的 ＬＭＩ 条件．
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随着人们对神经网络研究的不断深入，特别在具有约束条件的神经网络中，考虑含有时滞

的分数阶神经网络具有重要的理论意义和应用价值．到目前为止，考虑含有时滞的分数阶神经

网络的稳定性已经取得了若干成果：文献［１２］研究了具有多重时间延迟非线性分数阶细胞神

经网络的稳定性．文献［１３］研究了一类基于记忆电阻器的时滞分数阶神经网络，通过构造 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 泛函并应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 积分不等式，提出了一种新的保证全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性的准

则．文献［１４］给出了具有时滞的中立型分数阶神经网络一致稳定性的充分条件．文献［１５］研究

了含有时滞的分数阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络的全局稳定性．文献［１６］研究了基于忆阻器的分数阶

时滞复值神经网络的全局渐近稳定性．基于以上研究成果，本文将研究同时含有离散时滞及分

布时滞的分数阶神经网络的渐近稳定性问题．

１　 准 备 知 识

为了讨论方便，本文给出以下的记号： Ｒｎ 是 ｎ 维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间，Ｒｎ×ｎ 是所有 ｎ × ｎ 实矩阵的

集合，Ｉ 是 ｎ 阶单位矩阵，ＵＴ 是实矩阵或向量 Ｕ 的转置，‖ｘ‖ 是实向量 ｘ 的 Ｅｕｃｌｉｄ 范数，Ａ ＜
０ 表示对称矩阵 Ａ 是负定的，λｍａｘ（Ｐ） 与 λｍｉｎ（Ｐ） 表示矩阵 Ｐ 的最大特征值和最小特征值．

定义 １［１］ 　 设可积函数 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ［ ｔ０， ＋ ∞）， α ＞ ０， 则当 ｔ ＞ ｔ０ 时，记

　 　 ｔ０Ｄ
－α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（α）∫
ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ （１）

为函数 ｆ（ ｔ） 的 α 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分．
定义 ２［１］ 　 设 ０ ≤ ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ，ｎ ∈ Ｎ ＋， ｆ（ ｔ） 具有 ｎ 阶连续导数，记

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｎ － α）∫
ｔ

ｔ０

ｆ（ｎ）（τ）
（ ｔ － τ） α＋１－ｎ ｄτ （２）

为函数 ｆ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数．
引理 １［１７］ 　 若 ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是可微函数且 Ｐ∈ Ｒｎ×ｎ 是对称正定矩阵，则有下列不等式成立：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ［ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ）］ ≤ ２ｘＴ（ ｔ）ＰＣ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ），　 　 ∀α ∈ （０，１） ． （３）

引理 ２［１８］ 　 对任意的 ｕ，ｖ ∈ Ｒｎ，δ ＞ ０，则 ２ｕＴｖ ≤ δｕＴｕ ＋ （１ ／ δ）ｖＴｖ 成立．
考虑分数阶时滞方程：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘｔ），　 　 ｔ ≥ ｔ０， （４）

这里 ０ ＜ α ≤ １，ｘｔ（θ） ＝ ｘ（ ｔ ＋ θ），θ ∈ ［ － ｒ，０］， ｆ 是一个连续向量函数满足 ｆ（ ｔ，０） ＝ ０．
引理 ３［１９］ 　 如果存在常数 ａ１ ＞ ０，ａ２ ＞ ０，ａ３ ＞ ０ 和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ：Ｒｎ → Ｒ 满足

　 　 ａ１‖ｘ‖２ ≤ Ｖ（ｘ） ≤ ａ２‖ｘ‖２， （５）
且当 Ｖ（ｘ（ ｔ ＋ θ）） ≤ γＶ（ｘ（ ｔ）），θ ∈ ［ － ｒ，０］，γ ＞ １ 时，沿着方程（４） 的 α 阶导数满足

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤－ ａ３‖ｘ‖２， （６）

则分数阶时滞方程（４）的零解是渐近稳定的．
引理 ４（Ｓｃｈｕｒ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ） ［２０］ 　 对一个给定的对称矩阵 Ｓ， 下列说法是等价的：

　 　 Ｓ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２

ＳＴ
１２ Ｓ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＜ ０， （７ａ）

　 　 Ｓ１１ ＜ ０， Ｓ２２ － ＳＴ
１２Ｓ

－１
１１ Ｓ１２ ＜ ０， （７ｂ）

　 　 Ｓ２２ ＜ ０， Ｓ１１ － Ｓ１２Ｓ
－１
２２ ＳＴ

１２ ＜ ０． （７ｃ）
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引理 ５［２１］ 　 对任意常矩阵 Ｗ ∈ Ｒｍ×ｍ，Ｗ ＝ ＷＴ ＞ ０， 标量 ０ ＜ ｒ（ ｔ） ＜ ｒ，向量函数 ω：［０，
ｒ］ → Ｒｍ， 则有

　 　 ｒ（ ｔ）∫
０

ｒ（ ｔ）
ωＴ（ ｓ）Ｗω（ ｓ）ｄｓ ≥ ∫

０

ｒ（ ｔ）
ω（ ｓ）ｄｓ( )

Ｔ
Ｗ ∫

０

ｒ（ ｔ）
ω（ ｓ）ｄｓ( ) ． （８）

下面主要考虑含有离散时滞和分布时滞的分数阶神经网络的渐近稳定性：

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｙｉ（ ｔ） ＝ － ａｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｉｉ， （９）

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｙｉ（ ｔ） ＝ － ａｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｄｉｊｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｉｉ， （１０）

其中 ｉ ∈ { １，２，…，ｎ } ， 或等价为

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｙ（ ｔ） ＝ － Ａｙ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｙ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｉ， （１１）

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｙ（ ｔ） ＝ － Ａｙ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｙ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｙ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｉ， （１２）

其中 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｙ（ ｔ） 表示 ｙ（ ｔ） 的α阶Ｃａｐｕｔｏ导数，０ ＜ α ＜ １， ｎ表示神经元的单位数，ｙ（ ｔ）＝ ［ｙ１（ ｔ），

ｙ２（ ｔ）， …， ｙｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ Ｒｎ 表示在时刻 ｔ 的状态向量；Ａ ＝ ｄｉａｇ { ａｉ } ， ａｉ ＞ ０，ｉ ∈ { １，２，…，ｎ } ，
ａｉ 表示在断开网络和外部输入时第 ｉ个神经元将其电位重置为静止状态的速率；Ｂ ＝ （ｂｉｊ） ｎ×ｎ，Ｃ
＝ （ｃｉｊ） ｎ×ｎ，Ｄ ＝ （ｄｉｊ） ｎ×ｎ 代表权重矩阵； ｆ（ｙ（ ｔ）） ＝ ［ ｆ１（ｙ１（ ｔ））， ｆ２（ｙ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ｙｎ（ ｔ））］ Ｔ，
ｇ（ｙ（ ｔ）） ＝ ［ｇ１（ｙ１（ ｔ））， ｇ２（ｙ２（ ｔ））， …， ｇｎ（ｙｎ（ ｔ））］ Ｔ， ｈ（ｙ（ ｔ）） ＝ ［ｈ１（ｙ１（ ｔ））， ｈ２（ｙ２（ ｔ））， …，
ｈｎ（ｙｎ（ ｔ））］ Ｔ 表示激励函数，且 ｆ（０） ＝ ｇ（０） ＝ ｈ（０） ＝ ０；Ｉ ＝ ［ Ｉ１，Ｉ２， …，Ｉｎ］ Ｔ 是神经元的输出；
ｒ１（ ｔ），ｒ２（ ｔ） 是时变时滞，且满足 ０ ≤ ｒ１（ ｔ） ≤ ｒ１，０ ≤ ｒ２（ ｔ） ≤ ｒ２ ．

已知系统（１１）和（１２）至少存在一个平衡点，可以将系统（１１）和（１２）的平衡点 ｙ∗ ＝ （ｙ∗
１ ，

ｙ∗
２ ，…，ｙ∗

ｎ ） Ｔ 平移到原点．通过变换 ｘ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） － ｙ∗ 将系统（１１）和（１２）转化为下面的形式：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））， （１３）

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｄ∫ｔ

ｔ －ｒ２（ ｔ）
ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ， （１４）

其中 ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ 是变换后的系统的状态向量，且 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｆ（ｙ（ ｔ）） －
ｆ（ｙ∗），ｇ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｇ（ｙ（ ｔ）） － ｇ（ｙ∗），ｈ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｈ（ｙ（ ｔ）） － ｈ（ｙ∗） ．

２　 主 要 结 果

２．１　 含有离散时滞的分数阶神经网络的稳定性

考虑含有离散时滞的分数阶神经网络：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），　 　 ０ ＜ α ≤ １， （１５）

这里 ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ，ｒ１（ ｔ） 是变时滞且满足 ０ ≤ ｒ１（ ｔ） ≤ ｒ１，Ａ 是正定对角矩阵，Ａ，Ｂ，Ｃ ∈ Ｒｎ×ｎ 且

ｆ（·），ｇ（·） ∈ Ｒｎ， ｆ（０） ＝ ０，ｇ（０） ＝ ０．
为了研究系统（１５），做如下假设：
（Ｈ１）　 假设存在非负常数 ｌ１，ｌ２ 使得对任意 ｕ，ｖ ∈ Ｒｎ， ｆ，ｇ 满足
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　 　 ‖ｆ（ｕ） － ｆ（ｖ）‖ ≤ ｌ１‖ｕ － ｖ‖， ‖ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ）‖ ≤ ｌ２‖ｕ － ｖ‖ ． （１６）
定理 １　 如果条件（Ｈ１）成立，且存在常数 ｋ ＞ ０ 和对称正定矩阵 Ｐ 满足

　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋＰ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋＰ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０， （１７）

那么分数阶时滞神经网络（１５）的零解是渐近稳定的．
证明　 构造一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ）， 这里 Ｐ ＝ ＰＴ ＞ ０．则
　 　 λｍｉｎ（Ｐ）‖ｘ（ ｔ）‖２ ≤ Ｖ（ ｔ） ≤ λｍａｘ（Ｐ）‖ｘ（ ｔ）‖２ ． （１８）

由引理 １ 可以得到沿着方程（１５）的 Ｖ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤ ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ［ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））］ ． （１９）
又由条件（Ｈ１）和引理 ２ 有

　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＢｆ（ｘ（ ｔ）） ≤ ｘＴ（ ｔ）ＰＢＢＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｆＴ（ｘ（ ｔ）） ｆ（ｘ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＢＢＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｌ２１ｘＴ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）（ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ）ｘ（ ｔ）， （２０）
　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＣｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＣＣＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｇＴ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＣＣＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｌ２２ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）） ． （２１）

所以

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤ ｘＴ（ ｔ）（ － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ）ｘ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｌ２２ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）） ． （２２）
存在常数 γ ＞ １，当 ｘｔ 满足 Ｖ（ｘ（ ｔ ＋ ξ）） ＜ γＶ（ｘ（ ｔ）），ξ ∈ ［ － ｒ１，０］ 时，对任意 ｋ ＞ ０ 有

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤ ｘＴ（ ｔ）（ － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ）ｘ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｌ２２ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）） ＋ ｋ［γｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））Ｐｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））］ ＝

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））( ) ×

　 　 　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋ γＰ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋＰ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ｘ（ ｔ）
ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（２３）
由式（１７）表明：对充分小的 δ ＞ ０，γ ＝ １ ＋ δ， 有

　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋ γＰ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋＰ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０． （２４）

记

　 　 Ω ＝
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋγＰ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋＰ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （２５）

λｍｉｎ（ － Ω） ＝ λ ０，则 λ ０ ＞ ０．可以得到

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤－ λ ０（‖ｘ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））‖２） ≤－ λ ０‖ｘ（ ｔ）‖２ ． （２６）

则由引理 ３ 可知，分数阶时滞神经网络（１５）的零解是渐近稳定的，定理得证．
２．２　 含有分布时滞分数阶神经网络的稳定性

下面考虑含有分布时滞分数阶神经网络：
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　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （２７）

这里 ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ，ｒ１（ ｔ），ｒ２（ ｔ） 是时变时滞且满足 ０ ≤ ｒ１（ ｔ） ≤ ｒ１，０ ≤ ｒ２（ ｔ） ≤ ｒ２，Ａ 是正定对角

矩阵，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ ∈ Ｒｎ×ｎ且 ｆ（·），ｇ（·），ｈ（·） ∈ Ｒｎ， ｆ（０） ＝ ０，ｇ（０） ＝ ０，ｈ（０） ＝ ０．
为了研究系统（２７），做如下假设：
（Ｈ２）　 假设存在非负常数 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 使得对任意 ｕ，ｖ ∈ Ｒｎ， ｆ，ｇ，ｈ 满足

　 　
‖ｆ（ｕ） － ｆ（ｖ）‖ ≤ ｌ１‖ｕ － ｖ‖，
‖ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ）‖ ≤ ｌ２‖ｕ － ｖ‖，
‖ｈ（ｕ） － ｈ（ｖ）‖ ≤ ｌ３‖ｕ － ｖ‖ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２８）

定理 ２　 如果条件（Ｈ２）成立，且存在对称正定矩阵 Ｐ 和常数 ｋ１ ＞ ０，ｋ３ ＞ ｋ２ ＞ ０ 满足

　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ３ｒ２ ＋ ｋ１）Ｐ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０，

（２９）

　 　 　
（ｋ２ － ｋ３）Ｐ ０

０ ｒ２ ｌ３ ２Ｉ － ｋ２Ｐ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＜ ０， （３０）

那么分数阶时滞神经网络（２７）的零解是渐近稳定的．
证明　 构造一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ．这里 Ｐ ＝ ＰＴ ＞ ０．则
　 　 λｍｉｎ（Ｐ）‖ｘ（ ｔ）‖２ ≤ Ｖ（ ｔ） ≤ λｍａｘ（Ｐ）‖ｘ（ ｔ）‖２ ． （３１）

由引理 １ 可以得到沿着方程（２７）的 Ｖ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤ ２ｘＴ（ ｔ）ＰＣ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ[ ] ＝

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ（ － Ａ）ｘ（ ｔ） ＋ ２ｘＴ（ ｔ）ＰＢｆ（ｘ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＣｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ ２ｘＴ（ ｔ）ＰＤ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ ． （３２）

又由条件（Ｈ２）和引理 ２ 有

　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＢｆ（ｘ（ ｔ）） ≤ ｘＴ（ ｔ）ＰＢＢＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｆＴ（ｘ（ ｔ）） ｆ（ｘ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＢＢＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｌ２１ｘＴ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）（ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ）ｘ（ ｔ）， （３３）
　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＣｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＣＣＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｇＴ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ≤
　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＣＣＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｌ２２ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））， （３４）

　 　 ２ｘＴ（ ｔ）ＰＤ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＤＤＴＰｘ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ( )
Ｔ ∫ｔ

ｔ －ｒ２（ ｔ）
ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ( ) ≤

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＤＤＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｒ２（ ｔ） ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈＴ（ｘ（ ｓ））ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ( ) ≤

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）ＰＤＤＴＰｘ（ ｔ） ＋ ｒ２ ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｌ２３ｘＴ（ ｓ）ｘ（ ｓ）ｄｓ( ) ． （３５）

０５６ 含有离散时滞及分布时滞分数阶神经网络的渐近稳定性分析



存在常数 γ ＞ １，当 Ｖ（ｘ（ ｔ ＋ ξ）） ＜ γＶ（ｘ（ ｔ）），ξ ∈ ［ － ｒ，０］ 时，这里 ｒ ＝ ｍａｘ（ ｒ１，ｒ２）， 对任意

ｋ１，ｋ２ ＞ ０ 时，有
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ[ ] ≤

　 　 　 　 ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋ Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ[ ] ＋

　 　 　 　 ｋ１［γｘ（ ｔ） ＴＰｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））Ｐｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｋ２［γｘ（ ｔ） ＴＰｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｓ）Ｐｘ（ ｓ）］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）［ － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋

　 　 　 　 （ｋ３ｒ２（ ｔ） ＋ ｋ１γ）Ｐ］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））（ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ）ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

［（ｋ２γ － ｋ３）ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｓ）（ ｒ２ ｌ２３Ｉ － ｋ２Ｐ）ｘ（ ｓ）］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ）［ － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋

　 　 　 　 （ｋ３ｒ２ ＋ ｋ１γ）Ｐ］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））（ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ）ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

［（ｋ２γ － ｋ３）ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｓ）（ ｒ２ ｌ２３Ｉ － ｋ２Ｐ）ｘ（ ｓ）］ｄｓ ＝

　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））( ) ×

　 　 　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ３ ｒ２ ＋ ｋ１γ）Ｐ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×

　 　 　 　
ｘ（ ｔ）

ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｓ）( )
（ｋ２γ － ｋ３）Ｐ ０

０ ｒ２ ｌ３ ２Ｉ － ｋ２Ｐ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｓ）( ) Ｔｄｓ ． （３６）

由式（２９）和（３０）表明对充分小的 δ ＞ ０，γ ＝ １ ＋ δ， 有

　 　
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ３ ｒ２ ＋ ｋ１γ）Ｐ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０， （３７）

　 　
（ｋ２γ － ｋ３）Ｐ ０

０ ｒ２ ｌ３ ２Ｉ － ｋ２Ｐ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＜ ０． （３８）

记

　 　 Φ ＝
－ ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ３ ｒ２ ＋ ｋ１γ）Ｐ ０

０ ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （３９）

　 　 Θ ＝
（ｋ２γ － ｋ３）Ｐ ０

０ ｒ２ ｌ３ ２Ｉ － ｋ２Ｐ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （４０）

λｍｉｎ（ － Φ） ＝ μ ０，λｍｉｎ（ － Θ） ＝ ω ０， 则 μ ０ ＞ ０，ω ０ ＞ ０．可以得到

　 　 Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ ｔ） ≤－ μ ０（‖ｘ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））‖２） ＋
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　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

（ － ω ０）（‖ｘ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ｘ（ ｓ）‖２）ｄｓ ≤

　 　 　 　 － μ ０‖ｘ（ ｔ）‖２ ． （４１）
则由引理 ３ 可知，分数阶时滞神经网络（２７）的零解是渐近稳定的，定理得证．

３　 数 值 例 子

例 １　 考虑含有离散时滞的分数阶神经网络系统：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），　 　 ０ ＜ α ≤ １， （４２）

其中

　 　 Ａ ＝
２ ０
０ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝

０．２ ０
０ ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝

０．５ － ０．１
－ ０．１ ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

这里

　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ ｘ１，ｓｉｎ ｘ２） Ｔ，

　 　 ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＝ １
２
（ｔａｎｈ（ｘ１（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），ｔａｎｈ（ｘ２（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））） Ｔ，　 　 ｒ１（ ｔ） ＞ ０．

显然 ｌ１ ＝ １，ｌ２ ＝ １ ／ ２．取 ｋ ＝ １，Ｐ ＝ Ｉ２，直接计算得到 ｌ２２Ｉ － ｋＰ ＝ － （３ ／ ４）Ｉ２ ＜ ０， 且有

　 　 － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋＰ － ０ ＝
－ １．７ － ０．０８
－ ０．０８ － １．８１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０．

根据引理 ４（Ｓｃｈｕｒ 引理）可知式（１７）成立，这表明系统（４２）的解是渐近稳定的．
下面的图像是在初值 ｘ１ ＝ ０．１ × （ ｔ ＋ １），ｘ２ ＝ ０．１ × （ ｔ ＋ １），ｔ ∈ ［ － １，０］ 时，α ＝ ０．５，

　 　 Ａ ＝
２ ０
０ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝

０．２ ０
０ ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝

０．５ － ０．１
－ ０．１ ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ ｘ１，ｓｉｎ ｘ２） Ｔ，

　 　 ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＝ １
２
（ｔａｎｈ（ｘ１（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），ｔａｎｈ（ｘ２（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））） Ｔ，

　 　 ｒ１（ ｔ） ＝ １ ＞ ０，
这些条件下对系统（４２）解的数值模拟（见图 １ 和图 ２）．算法参考了文献［２２］．

图 １　 方程（４２）的 ｘ１ 状态轨迹 图 ２　 方程（４２）的 ｘ２ 状态轨迹

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｘ１ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４２） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｘ２ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４２）

２５６ 含有离散时滞及分布时滞分数阶神经网络的渐近稳定性分析



下面给出不满足定理 １ 的判定条件时，分数阶时滞神经网络的解的数值模拟．
例 ２　 考虑含有离散时滞的分数阶神经网络系统：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），　 　 ０ ＜ α ≤ １， （４３）

其中

　 　 Ａ ＝
２ ０
０ ２
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æ

è
ç
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ø
÷ ，

这里

　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ ｘ１，ｓｉｎ ｘ２） Ｔ，

　 　 ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＝ １
２
（ｔａｎｈ（ｘ１（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），ｔａｎｈ（ｘ２（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））） Ｔ，　 　 ｒ１（ ｔ） ＞ ０．

显然 ｌ１ ＝ １，ｌ２ ＝ １ ／ ２．取 ｋ ＝ １，Ｐ ＝ Ｉ２，直接计算得到 ｌ２２Ｉ － ｋＰ ＝ － （３ ／ ４）Ｉ２ ＜ ０， 且有

　 　 － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ｋＰ － ０ ＝
２．２６ － ０．０８
－ ０．０８ － １．８１

æ

è
ç

ö

ø
÷

不是负定矩阵．
下面的图像是在初值 ｘ１ ＝ ０．１ × （ ｔ ＋ １），ｘ２ ＝ ０．１ × （ ｔ ＋ １），ｔ ∈ ［ － １，０］，α ＝ ０．５，ｒ１（ ｔ） ＝

１ 时，对系统（４３）解的数值模拟（见图 ３ 和图 ４）．

图 ３　 方程（４３）的 ｘ１ 状态轨迹 图 ４　 方程（４３）的 ｘ２ 状态轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｘ１ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４３） Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｘ２ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４３）

由系统（４３）的数值模拟结果可知系统（４３）的解不是渐近稳定的．
例 ３　 考虑含有离散时滞和分布时滞的分数阶神经网络系统：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （４４）

其中

　 　 Ａ ＝
２ ０
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这里 ｒ１（ ｔ） ＞ ０，ｒ２（ ｔ） ＝ ０．５ｓｉｎ２ ｔ ≤ ０．５ ＝ ｒ２ 且

　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ ｘ１，ｓｉｎ ｘ２） Ｔ，
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　 　 ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＝ １
２
（ｔａｎｈ（ｘ１（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），ｔａｎｈ（ｘ２（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））） Ｔ，

　 　 ｈ（ｘ（ ｓ）） ＝ （ｔａｎｈ ｘ１（ ｓ），ｔａｎｈ ｘ２（ ｓ）） Ｔ ．
显然 ｌ１ ＝ １，ｌ２ ＝ １ ／ ２，ｌ３ ＝ １．这里取 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １，ｋ３ ＝ ２，Ｐ ＝ Ｉ２，直接计算得到 ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ ＝ － （３ ／ ４）Ｉ２
＜ ０， 且有

　 　 － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ１ ＋ ｋ３ｒ２）Ｐ － ０ ＝

　 　 　 　
－ ０．５７ ０．０１
０．０１ － ０．７２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０．

显然 （ｋ２ － ｋ３）Ｐ ＝ － Ｉ２ ＜ ０，且 ｒ２ ｌ３ ２Ｉ － ｋ２Ｐ ＝ － ０．５Ｉ２ ＜ ０．
根据引理 ４（Ｓｃｈｕｒ 引理）可知，式（２９）和（３０）成立，这表明系统（４４）的解是渐近稳定的．
下面的图像是在初值 ｘ１ ＝ １ × （ ｔ ＋ ０．５），ｘ２ ＝ １ × （ ｔ ＋ ０．５），ｔ ∈ ［ － ０．５，０］，α ＝ ０．５，ｒ１（ ｔ）

＝ ｒ２（ ｔ） ＝ ０．５ 时，对系统（４４）解的数值模拟（见图 ５ 和图 ６）．

图 ５　 方程（４４）的 ｘ１ 状态轨迹 图 ６　 方程（４４）的 ｘ２ 状态轨迹

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｘ１ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４４） Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｘ２ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４４）

下面给出不满足定理 ２ 的判定条件时，分数阶时滞神经网络解的数值模拟．
例 ４　 考虑含有离散时滞和分布时滞的分数阶神经网络系统：
　 　 Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｃｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 Ｄ∫ｔ
ｔ －ｒ２（ ｔ）

ｈ（ｘ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （４５）

其中

　 　 Ａ ＝
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０ ２
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÷ ， Ｂ ＝
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０ ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝
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æ
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这里 ｒ１（ ｔ） ＞ ０，ｒ２（ ｔ） ＝ ０．５ｓｉｎ２ ｔ ≤ ０．５ ＝ ｒ２ 且

　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ ｘ１，ｓｉｎ ｘ２） Ｔ，

　 　 ｇ（ｘ（ ｔ － ｒ１（ ｔ））） ＝ １
２
（ｔａｎｈ（ｘ１（ ｔ － ｒ１（ ｔ））），ｔａｎｈ（ｘ２（ ｔ － ｒ１（ ｔ）））） Ｔ，

　 　 ｈ（ｘ（ ｓ）） ＝ （ｔａｎｈ ｘ１（ ｓ），ｔａｎｈ ｘ２（ ｓ）） Ｔ ．
显然 ｌ１ ＝ １，ｌ２ ＝ １ ／ ２，ｌ３ ＝ １．这里取 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １，ｋ３ ＝ ２，Ｐ ＝ Ｉ２ ．直接计算得到 ｌ２２Ｉ － ｋ１Ｐ ＝ － （３ ／ ４）Ｉ２
＜ ０， 且有
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　 　 － ＰＡ － ＡＴＰ ＋ ＰＢＢＴＰ ＋ ｌ２１Ｉ ＋ ＰＣＣＴＰ ＋ ＰＤＤＴＰ ＋ （ｋ１ ＋ ｋ３ｒ２）Ｐ － ０ ＝
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不是负定的，此时不满足定理 ２ 的判定条件．
下面的图像是在初值 ｘ１ ＝ － ｔ，ｘ２ ＝ － ｔ，ｔ ∈ ［ － ０．５，０］，α ＝ ０．５，ｒ１（ ｔ） ＝ ｒ２（ ｔ） ＝ ０．５ 时，对系

统（４５）解的数值模拟（见图 ７ 和图 ８）．

图 ７　 方程（４５）的 ｘ１ 状态轨迹 图 ８　 方程（４５）的 ｘ２ 状态轨迹

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｘ１ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４５） Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｘ２ ｓｔａｔｅ ｔｒａｃｅ ｏｆ ｅｑ． （４５）

由系统（４５）的数值模拟可知，系统（４５）的解不是渐近稳定的．

４　 结　 　 论

本文研究了含有离散时滞和分布时滞的分数阶神经网络在 Ｃａｐｕｔｏ 导数意义下的渐近稳

定性问题．通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，并利用分数阶 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 定理分别讨论了含有离散时滞

和分布时滞的分数阶神经网络渐近稳定性的充分条件．最后通过数值例子仿真验证了所得结

果的有效性．事实上，在神经网络中普遍存在时滞、脉冲等复杂现象， 研究含有时滞的分数阶

神经网络具有很重要的理论意义和应用价值，也是一项具有挑战性的工作．在将来的研究工作

中，本研究团队将进一步分析时滞对分数阶神经网络性态的影响．
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