
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程
最优动力系统建模和分析

∗

王金城１，　 齐　 进２，　 吴锤结１

（１． 大连理工大学 航空航天学院， 辽宁 大连 １１６０２４；
２． 北京应用物理与计算数学研究所， 北京 １０００８８）

（我刊编委吴锤结来稿）

摘要：　 研究了同时满足任意速度边界条件和速度不可压条件的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优动力系统

的建模方法．通过对方柱绕流问题的最优动力系统的建模与分析，发现该最优动力系统的动力学特

性为极限环．同时，该最优动力系统仅使用了三个最优基函数就很好地描述了所有主要的流场特征

和该问题的动力学特性，故满足任意速度边界条件和速度不可压条件 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优动力

系统的建模方法，能够用最少的基函数最大限度地描述复杂流体问题及其动力学特性．

关　 键　 词：　 最优化；　 动力系统；　 三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程；　 动力学特性

中图分类号：　 Ｏ３５７．４１　 　 　 文献标志码：　 Ａ ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４００２７９

引　 　 言

在过去的几十年里，偏微分方程（ＰＤＥｓ）的研究受到了数学家和物理学家的广泛关注．
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的求解和解的非线性动力学特性是流体力学家最为关注的．然而，对于一般

的三维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组而言，其理论解的存在性和唯一性尚未被证明［１］ ．因此，复杂流动

的研究变得极为困难，例如湍流．降维方法是研究偏微分方程的有效方法之一，它的基本思想

是将偏微分方程这一无穷维动力系统投影到常微分方程（ＯＤＥｓ）这一有限维动力系统上［２］，
从而最大化地保留偏微分方程动力系统的主要特性．通过这一方式，有限维模型就可以表现出

偏微分方程的无穷维动力系统的部分动力学特性和长期行为．除此之外，为了研究湍流拟序结

构［３］，了解低维湍流模型的动力学行为是非常重要的．
目前，降维方法主要分为先验方法和后验方法两类．先验方法不依赖于偏微分方程，例如

基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 分解［４］或广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法、局部 Ｔａｙｌｏｒ 展开方法［５］、中心流形和
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惯性流形方法、能量稳定性分析方法和建模［６］等．相反，后验方法依赖于具体的偏微分方程，例
如特征正交分解（ＰＯＤ）方法．Ｐｏｊｅ、Ｂｅｒｋｏｏｚ、Ｌｕｍｌｅｙ 等［６⁃７］率先将 ＰＯＤ 方法引入湍流研究，其主

要贡献是在 ＰＯＤ 基函数上构造 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影［８］，从而得到一系列低维模

型，用它们来分析流场的特性．
ＰＯＤ 基有许多很好的性质．首先，从数学的角度，ＰＯＤ 基被证明是均方意义（能量）下的最

优降维方法，因此 ＰＯＤ 基能够客观地逼近未知流动数据库．其次，根据惯性流形能够掌控变量

的思想，高阶模态的影响可以被低阶模态包含．并且，用 ＰＯＤ 方法来降维偏微分方程可以抑制

数值不稳定现象［８］和节省计算资源［９⁃１２］ ．然而，有必要指出 ＰＯＤ 方法的三个缺陷： 第一，此方

法只能被用于内积型最优化问题；第二，投影误差无法被避免；第三，ＰＯＤ 基必须从已知的数

据库中获得．
另一方面，最优化和最优控制方法在流体力学领域被广泛使用．为了利用 ＰＯＤ 方法的优

点，并弥补它的不足，Ｗｕ［１３］提出了建立最优低维动力系统（以下简称“最优动力系统”）的新

理论．与上述方法（如广义 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开等）相比，这一新理论的主要思想是假设用于谱展开的

基函数是未知的，需要通过最优化方法求得．通过这一方式，基于最优基函数的低维动力系统

将会最优地逼近原偏微分方程的特性．
最优动力系统理论有三个发展阶段．第一阶段中，Ｗｕ 和 Ｓｈｉ［１４］ 提出了流动数据库分析和

低维动力系统建模的最优化理论，它不仅仅是 ＰＯＤ 方法的拓展和修正，而是一个更广泛的、全
新的理论，在一定程度上包含了 ＰＯＤ 方法；随后，吴锤结和赵红亮［１５］ 提出了直接从偏微分方

程构建最优动力系统的理论，进一步弥补了 ＰＯＤ 方法的不足．然而，最优泛函是在余量极小的

意义下得到的，这一假设在某些情况下是不适用的．在第二阶段中，Ｗｕ 和 Ｗａｎｇ［１６］用最小残差

构造了最优泛函，并使用了全局最优化方法．然而，在研究 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程时发现，当以残差为收

敛准则时，误差可能会不可控．为了解决这一问题，在第三阶段中，Ｐｅｎｇ 等［１７⁃１８］ 用最小加权残

数构造了最优泛函，并将该理论应用于三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程和基于螺旋波分解的

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，很好地克服了上述不足．
然而，根据我们最近的研究，发现第三阶段的最优动力系统理论只能满足时间平均意义下

的弱解边界条件，且速度的不可压缩性条件并未采用任何措施进行满足，同时加权残数最优泛

函与 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影等价，可以略去．
本文基于最优动力系统的理论框架，提出了一种可以同时满足任意速度边界条件和速度

不可压缩性的最优动力系统理论，将其应用于三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，并对该最优动

力系统的动力学特性进行了分析．本文的概要如下：第 １ 节详细阐述了建立最优动力系统的理

论基础．第 ２ 节中，将该理论应用于三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程，得到满足任意速度边界

条件和速度不可压条件的最优动力系统模型，并详细介绍了边界条件的处理．第 ３ 节中，基于

方柱绕流算例，运用多尺度全局最优化方法获得全局最优基函数，得到具体的最优动力系统模

型．第 ４ 节中，对该最优动力系统的动力学特性进行了分析．最后，第 ５ 节中，总结了本研究并得

出结论．

１　 最优动力系统建模理论基础

１．１　 一般理论框架

对于一般的非线性初边值偏微分方程问题，其控制方程、初始条件和边界条件为
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∂ｔ

＋ Ｌ（ｕ） ＝ ０， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
Ｋ（ｕ，ｔ） ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，
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（１）

其中， Ω⊂ Ｒｎ，ｔ∈［０，Ｔ］，ｕ（ｘ，ｔ） 可以是任意的标量、矢量或张量函数，Ｌ 和 Ｋ 是 ｕ（ｘ，ｔ） 的线

性算子或非线性矢量算子．因此方程（１）的边界条件可以是线性、非线性或其他复杂边界条件．
假设该问题被定义在 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间，即
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｗｍ，ｐ（ΩＴ）， （２）

指标 ｍ，ｑ 与 ｕ的光滑性有关，且 ｍ，ｑ∈ Ｎ ＋，ｐ ＝ ２ｑ，Ｎ ＋ 是所有正整数集合，ΩＴ ＝ Ω × ［０，Ｔ］ ．在
Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｗｍ，ｐ（ΩＴ） 中，范数的定义为

　 　 ‖ｕ‖Ｗｍ，ｐ（ΩＴ）
＝ ( ∑

｜ α｜ ≤ｍ
‖Ｄαｕ‖ｐ

Ｉｐ（ΩＴ） )
１ ／ ｐ

， （３）

其中， Ｄαｕ 是 α 阶广义微分，且 Ｉｐ（ΩＴ） 是 ΩＴ 中的 ｐ 阶可积函数的集合．如果 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２，…，
ｕＮ） Ｔ， 它的范数可以表示为

　 　 ‖ｕ‖Ｉｐ（ΩＴ）
＝ (∫

ΩＴ
∑
Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｕｋ ｜ ｐｄΩｄｔ )

１ ／ ｐ
． （４）

下面在 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间中定义基函数集合 ξ ｋ（ｘ）（ｋ ＝ １，２，…，∞），它张成的空间 Ｂ 满足如下条件：
　 　 Ｂ ＝ { ［ξ ｋ（ｘ）］∞

ｋ ＝ １ ｜ ｘ ∈ Ω ⊂ Ｒｎ， ξ ｋ ∈ Ｗｍ，ｐ（Ω） } ． （５）
注意， ξ ｋ 是未知的．方程（１）的精确解基于 ξ ｋ（ｘ） 的谱展开形式为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ １
ａｋ（ ｔ）ξ ｋ（ｘ）， （６）

它对应于无穷维动力系统．
接下来， 将问题进一步限定在 Ｎ 维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 ＨＮ 中， 其中基函数应该满足正交性条件．

由这些基函数张成的函数空间 ＢＮ 的定义为

　 　 ＢＮ ＝ { ［ξ ｋ（ｘ）］ Ｎ
ｋ ＝ １ ｜ ｘ ∈ Ω ⊂ Ｒｎ， ξ ｋ ∈ ＨＮ（Ω），（ξ ｋ，ξ ｌ） ＝ δ ｋｌ } ， （７）

其中，（·）是 ＨＮ（Ω） 中的 Ｉ２ 内积运算，定义为

　 　 （ξ ｋ，ξ ｌ） ＝ ∫
Ω
ξ ｋξ ｌｄΩ ． （８）

对方程（６）的前 Ｎ 项进行截断，得到 ｕ（ｘ，ｔ） 在空间 ＢＮ 中的低维近似表达式：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕＮ（ｘ，ｔ） ＋ ｕＲ（ｘ，ｔ） ≈ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ（ ｔ）ξ ｋ（ｘ）， （９）

其中， ｕＲ（ｘ，ｔ） 是余项，ａｋ（ ｔ） 和 ξ ｋ（ｘ） 都是未知的待求函数，且它们之间满足

　 　 ａｋ ＝ （ｕ，ξ ｋ） ． （１０）
将方程（９）代入方程（１），并将得到的结果在任意未知基函数 ξ ｋ 上投影［２］，得到如下的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方程组：

　 　 Ｇｋ ＝
∂ｕＮ

∂ｔ
＋ Ｌ（ｕＮ），ξ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１１）

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方程组是方程（１）的低维模型，也被称为低维动力系统，可以写为

　 　 ａｋ（ ｔ） ＝ ｆ（ａｋ，ξ ｋ，Ñξ ｋ，…）， （１２）
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其中， ａｋ 代表 ａｋ 的时间导数，Ñξ ｋ 代表 ξ ｋ 的一阶空间导数，“…” 代表 ξ ｋ 的高阶空间导数．至此

实现了方程（１）的降维近似．如果动力系统建立在最优基 ξ∗
ｋ 上，那么就被称为最优动力系统．

可见，最优基的获得是建立最优动力系统的核心．因此，基于合适的最优条件，可以建立出目标

泛函并得到如下的最优化问题：

　 　
ｍｉｎ　 Ｊ（ξ ｋ），
　 ｓ．ｔ．　 Ｇｋ（ａｋ，ξ ｋ） ＝ ０，

ξ ｋ ∈ ＢＮ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

综上所述，最优动力系统的构建依赖于以下因素：
１） 函数空间 Ｂ 或 ＢＮ 的类型；
２） 目标泛函 Ｊ（ξ ｋ） 的具体形式；
３） 具体问题，包括控制方程、初始条件和边界条件；
４） 截断阶数 Ｎ ．

１．２　 广义目标泛函及最优动力系统模型方程

为将约束优化问题转化为无约束优化问题，可以通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法或罚函数法对约束

条件进行转化，使得转化后的约束条件与目标泛函 Ｊ共同组成广义目标泛函 Ｊｇ ．通过对 Ｊｇ 求变

分，便可得到最优动力系统模型方程：

　 　
ａｋ ＝ ｆ（ａｋ，ξ ｋ，Ñξ ｋ，…），

ÑＪｇ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １

∂Ｊｇ
ｋ

∂ξ ｋ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

其中， Ｊｇ
ｋ 是 Ｊｇ 的第 ｋ 项，被称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数．最优基 ξ∗

ｋ 通过联立求解方程组（１４）得到．
１．３　 多尺度全局优化方法

由于方程（１４）是通过对空间 ＢＮ 中 Ｊｇ 的局部极值点的变分得到的，因此求得的最优基 ξ∗
ｋ

不是整个空间中的全局最优基．然而，根据全局最优化理论［１９］，一般情况下，全局极值点无法

通过有限次搜索得到．同理，本问题中，最后的收敛结果依赖于初始迭代基 ξ∗
ｋ （０）， 因此，当且

仅当初始基位于全局极值点附近时，才能得到全局最优基．
因此，应采用多尺度全局最优化方法［１７］ 来得到最优基．其基本思想是，基于粗粒化的分

析，局部极值点将会被光滑化，可以迅速定位到全局极值点．以双尺度方法为例，具体步骤见参

考文献［１７， ２０］．
需要强调的是，这一方法虽然用到了粗糙数据库，但是数据库仅被用来生成初始基函数，

后续优化过程中不再用到数据库．因此，最终得到的最优基仍然是不依赖于数据库的．

２　 不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优动力系统建模与分析

出于简洁性的考虑，在本节中，所有的公式都用指标记号［２１］表示．指标 ｉ和 ｊ对应于物理空

间中的坐标，满足 ｉ， ｊ ＝ １，２，３；指标标 ｋ，ｌ 和 ｍ 对应于函数空间 ＢＮ 中的坐标，满足 ｋ，ｌ，ｍ ＝ １，
２，…，Ｎ ．除非特别说明，任意指标成对出现时，则构成哑指标，满足 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 求和约定．
２．１　 建模理论

对于一般的三维流体力学问题，无量纲 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程、连续性方程和初边值条件为
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ｕｔ ＋ ｕ ｊ ｕｉ， ｊ ＝ － ｐ，ｉ ＋
１
Ｒｅ

ｕｉ， ｊｊ，

ｕｉ，ｉ ＝ ０，
（ｕｉ） ｔ ＝ ０ ＝ ｕ０ｉ，
Ｆ∂Ω ＝ ０，
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（１５）

其中， ｐ 为压力，Ｒｅ 为 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数， Ｆ∂Ω 表示各种边界条件，具体形式见后文．
基函数 ξ ｋｉ 的函数空间定义为

　 　 ＢＮ ＝ { ［ξ ｋｉ］ Ｎ
ｋ ＝ １ ｜ ξ ｋｉ ∈ ＨＮ（Ω）， ξ ｋｉ，ｉ ＝ ０， ∫

Ω
ξ ｋｉξ ｌｉｄΩ ＝ δ ｋｌ } ， （１６）

ξ ｋｉ 二阶可微．
ｕｉ 在函数空间 ＢＮ 中的低维近似表达式为

　 　 ｕｉ ＝ ａｋ（ ｔ） ξ ｋｉ（ｘｉ） ＋ ｕＲｉ ≈ ａｋ（ ｔ） ξ ｋｉ（ｘｉ）， （１７）
其中， ｋ ＝ １，２，…，Ｎ，Ｎ 为截断阶数，在后文中省略．

将方程（１７）代入方程（１５）得到

　 　

ａｌ，ｔξ ｌｉ ＋ ａｌξ ｌｊａｍξｍｉ， ｊ ＝ － ｐ，ｉ ＋
１
Ｒｅ

ａｌξ ｌｉ， ｊｊ，

ａｋ（０） ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉｕ０ｉｄΩ，

Ｆ∂Ω ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１８）

其中，由基函数定义式（１６）可知，方程（１５）中的连续方程已自动满足．
对方程组（１８）中第一式构造 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方程，在投影时引入边界条件：

　 　 Ｕｉ ＝
ａｋξ ｋｉ， ｉｎ　 Ω ＼∂Ω，

（ａｋξ ｋｉ） ｂ， ｏｎ　 ∂Ω，{ （１９）

其中， （ａｋξ ｋｉ） ｂ 的具体形式由边界条件决定，得到满足边界条件的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影方程：

　 　 Ｇｋ ＝ ａｋ，ｔ ＋ ＡⅠ
ｋ － １

Ｒｅ
ＡⅡ

ｋ ＝ ０， （２０）

其中

　 　
ＡⅠ

ｋ ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉＵ ｊ Ｕｉ， ｊｄΩ，

ＡⅡ
ｋ ＝ ∫

Ω
ξ ｋｉＵｉ， ｊｊｄΩ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２１）

至此，偏微分方程定解问题（１８）便转化为常微分方程（动力系统）定解问题：

　 　

ａｋ，ｔ ＋ ＡⅠ
ｋ － １

Ｒｅ
ＡⅡ

ｋ ＝ ０，

ａｋ（０） ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉｕ０ｉｄΩ，

Ｆ∂Ω ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２２）

需要着重说明的是，上述定解问题中，边界条件通过积分项 ＡⅠ
ｋ 和 ＡⅡ

ｋ 中边界处的 Ｕｉ 和

边界附近的导数 Ｕｉ， ｊ，Ｕｉ， ｊｊ 与内部流场耦合起来．动力系统方程求解完毕后，内部速度场由基

函数及其系数给出，而边界处的速度由边界条件给出．
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下面结合速度的不可压缩条件，建立速度不可压缩性目标泛函：

　 　 Ｊ ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉ，ｉξ ｋｊ， ｊｄΩ ． （２３）

速度的不可压缩性是指速度的散度为零，即速度场是无源场，满足速度不可压缩性条件的流体

的声速是无穷大的．
同时引入罚函数 μ 来转化正交性约束条件，使之与目标泛函 Ｊ 共同组成广义目标泛函 Ｊｇ：

　 　 Ｊｇ ＝ Ｊ ＋ μ (∫
Ω
ξ ｋｉξ ｌｉｄΩ － δ ｋｌ ) (∫

Ω
ξ ｋｊξ ｌｊｄΩ － δ ｋｌ ) ＝

　 　 　 　 ＡⅣ ＋ μ（ＡⅢ
ｋｌ ＡⅢ

ｋｌ － ２ＡⅢ
ｋｋ ＋ δ ｋｋ）， （２４）

其中

　 　
ＡⅢ

ｋｌ ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉξ ｌｉｄΩ，

ＡⅣ ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉ，ｉξ ｋｊ， ｊｄΩ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

通过对方程（２４）的变分运算，得到三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的最优动力系统模型

方程．
１） 关于 ａｋ，ｔ 的动力系统方程

　 　

ａｋ，ｔ ＋ ＡⅠ
ｋ － １

Ｒｅ
ＡⅡ

ｋ ＝ ０，

ａｋ（０） ＝ ∫
Ω
ξ ｋｉｕ０ｉｄΩ，

Ｆ∂Ω ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２６）

２） 广义目标泛函梯度方程

在 Ω 内

　 　 ４μＡⅢ
ｋｌ ξ ｌｉ － ４μξ ｋｉ － ２ξ ｋｊ， ｊｉ ＝ ０； （２７）

在边界 ∂Ω 上

　 　 ξ ｋｊ， ｊｎｉ ＝ ０， （２８）
其中， ｎｉ 为边界的单位外法向向量．

至此，即可用共轭梯度优化算法对最优动力系统模型进行求解．
２．２　 速度边界条件的数值实现

传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 谱方法虽然精度很高，但使用条件非常苛刻，即要求基函数满足边界条件，
因此只能被用来求解具有简单边界条件的物理问题．本文提出的方法，可以将 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 谱方法

推广到任意速度边界条件的问题中，主要思想是在物理空间中满足速度边界条件．
下面讨论各类常见边界条件 Ｆ∂Ω 的数值实现．
􀃬 滑移边界条件

设边界处的局部坐标系由正交单位方向向量 ｎｉ，ｓｉ 和 ｔｉ 组成，其中 ｎｉ 指向边界的外法向，ｓｉ
和 ｔｉ 分别指向与边界相切但互相正交的两个方向，则有

　 　

（ａｋξ ｋｉｎｉ） ｂ ＝ ０，

（ａｋξ ｋｉｓｉ） ｂ ＝ ａｋ（ξ ｋｉｓｉ） ∂Ω －，

（ａｋξ ｋｉ ｔｉ） ｂ ＝ ａｋ（ξ ｋｉ ｔｉ） ∂Ω －，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２９）
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其中，上标 ｂ 表示边界网格，下标 ∂Ω － 表示与边界相邻的一层网格．
􀃭 无滑移边界条件

　 　 （ａｋξ ｋｉ） ｂ ＝ ０． （３０）
􀃮 入流边界条件

　 　 （ａｋξ ｋｉ） ｂ ＝ ｕｂｉ， （３１）
其中， ｕｂｉ 为入口速度分布函数．

􀃯 连续出流边界条件

　 　 （ａｋξ ｋｉ） ｂ ＝ ａｋ（ξ ｋｉ） ∂Ω － ． （３２）
􀃰 周期边界条件

　 　
（ａｋξ ｋｉ） ｂＬ ＝ ａｋ（ξ ｋｉ） ∂Ω －Ｒ

，

（ａｋξ ｋｉ） ｂＲ ＝ ａｋ（ξ ｋｉ） ∂Ω －Ｌ
，{ （３３）

其中，以左右周期边界为例，上标 ｂＬ，ｂＲ 分别代表左、右边界网格，下标 ∂Ω －
Ｌ ，∂Ω

－
Ｒ 分别表示与

左、右边界相邻的一层网格，其他方向的周期边界条件设置方式与此类似．
根据以上边界条件的定义，方柱绕流问题的边界条件 Ｆ∂Ω 如下：
１） 左边界　 入流边界和无滑移边界的混合；
２） 右边界　 连续出流边界；
３） 前后上下边界　 滑移边界．

３　 最优动力系统的数值分析

３．１　 数值算例和 ＰＯＤ 分析

本小节中，以三维方柱绕流问题为例，进行最优动力系统的数值分析．整个计算域的无量

纲尺寸为 Ω ＝ ５０．０×８．０×２０．０，左边界由方柱和来流共同组成，方柱部分为无滑移边界条件，方
柱的特征尺寸为 ２．０；非方柱部分为入流边界条件，无量纲来流速度为 ｕＢ ＝ （１．０， ０．０， ０．０）；流

向四周的边界皆为滑移边界条件，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数为 Ｒｅ ＝ １００．

（ａ） 带状流线 （ｂ） 速度模值云图

（ａ） Ｒｉｂｂｏｎｅｄ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒ

图 １　 ｔ ＝ ７００．０ 粗糙流场

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏａｒｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ ｔ ＝ ７００．０
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注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

该算例通过 ＮＡＳＡ⁃ＶＯＦ３Ｄ 程序［２２］计算．粗糙网格数为 ５０×８×２０， 无量纲网格尺寸为 Δｘ ＝
Δｙ ＝ Δｚ ＝ １．０，无量纲时间步长为 Δｔ ＝ ０．０５ ．图 １ 展示了 ｔ ＝ ７００．０ 无量纲时刻速度场的带状流

线（用速度模值 ｜ ｕ ｜ 对流线进行着色） 和速度模值 ｜ ｕ ｜ 的云图．
表 １　 ＰＯＤ 基能量分布

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ＰＯＤ ｂａｓｅｓ

ｏｒｄｅｒ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｋｔｈ ｂａｓｉｓ ｅｋ ／ ％ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ｋ ｂａｓｅｓ∑ｅｋ ／ ％

１ ９７．７１７ ９７６ ９７．７１７ ９７６

２ １．０９３ ８２９ ２ ９８．８１１ ８０５

３ １．０１３ １２６ ３ ９９．８２４ ９３１

４ ０．０７９ ７２６ １ ９９．９０４ ６５８

５ ０．０７７ ３３６ ０ ９９．９８１ ９９４

６ ０．００８ ９２４ ４ ９９．９９０ ９１８

７ ０．００８ ６１６ ８ ９９．９９９ ５３５

８ ０．０００ ２２８ ４ ９９．９９９ ７６３

９ ０．０００ ２２３ ８ ９９．９９９ ９８７

１０ ０．０００ ００４ ９ ９９．９９９ ９９２

　 　 选取无量纲时间 ｔ ＝ ７００．０～７４０．０ 的流体数据库来提取 ＰＯＤ 基．令无量纲时间步长Δｔ ＝ ０．２，
通过 ｓｎａｐｓｈｏｔｓ 方法［２３］获得 ２００ 个 ＰＯＤ 基．表 １ 列出了前 １０ 阶基函数捕捉的能量（动能）的比

例，从中可以看出，前 ３ 阶基捕获了几乎 １００％的能量，所以选取前 ３ 阶基函数来拟合原始流

场．同时，根据动力系统的理论，为了表征一个真实的流体动力系统，至少需要三个基函数，其
中，第一阶基反映的是平均流动的特征；第二阶基反映流动的线性特征；第三阶反映流动的非

线性特征．因此，选取前三阶基函数来构造最优动力系统是合理的．
３．２　 全局最优化与最优基

采用双尺度全局最优化方法．首先，将前三阶基插值到密一倍的网格上，密网格尺寸为 Δｘ′
＝ Δｙ′ ＝ Δｚ′ ＝ ０．５．然后，将这些密基函数作为迭代初始基，代入共轭梯度优化算法进行计算，即
可得到近似全局最优基 ξ∗

ｋｉ ．图 ２ 展示了式（２４）中的广义目标泛函值 Ｊｇ 的收敛曲线，该值反映

了对全局最优的速度不可压缩性和基函数正交性的逼近程度．

图 ２　 Ｊｇ 的收敛曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｊｇ

已知速度的旋度即为涡量，涡量可以反映流

场的涡结构．类似地，通过对最优基求旋度，即可从

物理上反映出最优基中的涡结构特点．图 ３ 展示了

流向中截面上最优基 ξ∗
ｋｉ 的模 ｜ ξ∗

ｋｉ ｜ 的云图和最优

基旋度Ñ× ξ∗
ｋｉ 的模 ｜ Ñ× ξ∗

ｋｉ ｜ 的云图．图 ３ 中的最

优基包含了真实流场的典型物理结构，如周期涡

结构．随着阶数的升高，最优基的结构越来越复杂，
即低阶基反映了流场的大尺度结构，高阶基反映

了小尺度结构．最优基与 ＰＯＤ 基最大的区别是，基
函数的个数（即截断阶数 Ｎ） 不同时，优化后的最

优基就不同，这是因为最优基是真实流体动力系

统的内禀量，与所选取的函数空间的种类和维度
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密切相关．如图 ３ 所示，最优基流形的拓扑结构还具有数学上的拉伸对称性，具体的表达式可

以通过群论［２４］得到．

（ａ） 第一阶最优基模值 （ｂ） 第一阶最优基旋度模值

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ （ｂ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ ｃｕｒｌｓ

（ｃ） 第二阶最优基模值 （ｄ） 第二阶最优基旋度模值

（ｃ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ （ｄ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ ｃｕｒｌｓ

（ｅ） 第三阶最优基模值 （ｆ） 第三阶最优基旋度模值

（ｅ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ （ ｆ） Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ ｃｕｒｌｓ
图 ３　 流向中截面上的最优基模值云图和最优基旋度模值云图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｂａｓｉｓ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ａｎｄ ｃｕｒｌｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｗｉｓｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

（ａ） ｔ ＝ ７００．０ 最优动力系统流场 （ｂ） ｔ ＝ ７００．０ 数据库流场

（ａ） Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔ ＝ ７００．０ （ｂ） Ｔｈｅ ｄａｔａｂａｓｅ ｆｏｒ ｔ ＝ ７００．０
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（ｃ） ｔ ＝ ７１３．０ 最优动力系统流场 （ｄ） ｔ ＝ ７１３．０ 数据库流场

（ｃ） Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔ ＝ ７１３．０ （ｄ） Ｔｈｅ ｄａｔａｂａｓｅ ｆｏｒ ｔ ＝ ７１３．０

（ｅ） ｔ ＝ ７２０．０ 最优动力系统流场 （ｆ） ｔ ＝ ７２０．０ 数据库流场

（ｅ） Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔ ＝ ７２０．０ （ｆ） Ｔｈｅ ｄａｔａｂａｓｅ ｆｏｒ ｔ ＝ ７２０．０
图 ４　 最优动力系统速度模值和数据库速度模值比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｄａｔａｂａｓｅ

３．３　 最优基对流场的拟合
图 ４ 展示了前三阶最优基拟合的的近似流场的中截面速度模值云图与数据库流场的中截

面速度模值云图的对比，可以发现拟合的流场抓住了流动的所有主要特征．

４　 最优动力系统的动力学特性分析

下面对不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程最优动力系统的相空间轨道、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面、功率谱、
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数集和分岔等特性进行分析．
４．１　 相空间轨道

首先观察最优动力系统在相空间中的轨迹，如图 ５ 所示，其反映了最优动力系统的周期性
特征，这对应了图 ３ 和图 ４ 中的周期性流场结构．图 ５（ａ）为系统在三维相空间中的轨迹，图 ５
（ｂ）、５（ｃ）、５（ｄ）依次为系统在上述三维相空间的三个二维子空间中的轨迹．

（ａ） ａ１ ⁃ａ２ ⁃ａ３ （ｂ） ａ１ ⁃ａ２
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（ｃ） ａ２ ⁃ａ３ （ｄ） ａ３ ⁃ａ１

图 ５　 最优动力系统相空间轨道

Ｆｉｇ． ５　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔａｉｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ

图 ６　 相空间轨迹经过 ａ２ ＝ ０ 平面时的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ
ｐｏｒｔｒａｉｔ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇ ｐｌａｎｅ ａ２ ＝ ０

４．２　 Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面是一种分析高维动力系统的

有效方法，可以看作是一种离散的动力系统．图 ６
是最优动力系统在相平面 ａ２ ＝ ０ 上的 Ｐｏｉｎｃａｒé
截面，右端的点对应初始时刻，左端的点对应于

末端时刻，结合图 ５ 的相轨迹，可以断定此系统

在 Ｒｅ ＝ １００ 时的长期动力学特性是极限环．
４．３　 功率谱分析

下面采用功率谱分析的方法来对最优动力

系统的结果进行分析．取无量纲时间 ｔ ＝ ７００．０ ～
２０ ７００．０ 的最优动力系统时间序列，一共 Ｍ ＝
１０５ 个点．首先，计算该序列的自相关函数：

　 　 Ｃ ｉ ＝
１
Ｍ

ｘ ｊｘ ｊ ＋１； （３４）

其次，对 Ｃ ｉ 进行离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，得到功率谱：

　 　 Ｐω ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉｅ

－２πωｉ ／ Ｍ ． （３５）

在实际操作中，离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换由 ＦＦＴ 方法代替，且假设动力系统时间序列的总时长为 １，根据

采样定理，频率范围仅仅取为 ０～０．５，结果如图 ７ 所示，其中横坐标为频率 ω，纵坐标率谱 Ｐω ．
理论上，功率谱中的尖峰代表周期运动，而宽峰和噪声背景代表混沌运动．由图 ７ 可知， ａ１

的功率谱在 ０．０１ 附近有两个主频，而 ａ２ 和 ａ３ 在 ０．０１ 附近有三个主频，且存在宽峰．
４．４　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

动力系统的众多特性中，Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数扮演了很重要的角色，它可以定量地反映相邻轨道
的分离程度，因此是一个可被用来衡量系统是否可以被预测的定量指标．Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为正

时，反映出系统中存在正的不稳定能量，它会使得两个原本在一起的质点的运动轨迹逐渐分
离；Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为负时，运动轨迹规则；Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为 ０ 时，质点轨迹不收缩也不发散．

在高维动力系统中，系统的混沌程度可以用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数集来描述，混沌程度与动力系
统中正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数个数正相关．对于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，混沌的特征是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数有正有
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负．对于非保守动力系统，动力学行为更混沌，因为正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数可能有多个．Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数在数学中的定义为

　 　 λ ｉ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ { ｅｉｇ [∏
ｎ

ｋ ＝ ０
Ｊ（ｋ） ] } ， （３６）

其中， Ｊ 是动力系统的的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式， ｉ ＝ １，２，…，ｋ，ｋ 为动力系统维数．该定义反映了动力系

统在相空间中各个正交方向上的轨迹距离随指数变化情况的平均．

（ａ） ａ１ 的功率谱 （ｂ） ａ２ 的功率谱 （ｃ） ａ３ 的功率谱

（ａ） Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ａ１ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ａ２ （ｃ） Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ａ３

图 ７　 最优动力系统轨迹的功率谱

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的计算可以根据动力系统方程的右端项计算出 Ｊａｃｏｂｉ 行列式而直接求出，
但对于本文的最优动力系统，Ｊａｃｏｂｉ 行列式无法直接求出，这是因为对于为了使动力系统在任

意时刻都满足边界条件，其右端项是随时间变化的，且不易求导，因此采用中心差分公式［２５］来

计算 Ｊａｃｏｂｉ 行列式，即

　 　 ∂ｆ
∂ｘｉ

＝
ｆ（ｘ１， …， ｘｉ ＋ δ， …， ｘｎ） － ｆ（ｘ１， …， ｘｉ － δ， …， ｘｎ）

２δ
， （３７）

其中， ｉ ＝ １，２，…，ｋ， δ 是一个与机器精度相关的小量．

图 ８　 最优动力系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数集的演化

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ

采用上述方法对最优动力系统在 ｔ ＝ ７００．０ ～ ２０ ７００．０ 无量纲时段内的动力学行为进行

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数集分析．假设动力系统起始时间为 ｔ ＝ ０．０， 结果如图 ８ 所示，三个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

分别为 ０．０００ ４４０ ５８，－０．０００ ２５２ ２９ 和－０．０００ ５１９ ０３，即一个为正，两个为负，三者之和为负，
反映出此最优动力系统为耗散系统，且长期动力学行为趋于稳定，与 ４．２ 小节中根据 Ｐｏｉｎｃａｒé
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截面得出的动力系统长期行为是极限环的结论相符合．
４．５　 分岔特性

分岔图可以帮助全面了解最优动力系统在不同参数下的动力学特性，此前所描述的最优

动力系统的动力学特性是在 Ｒｅ ＝ １００ 下的特殊情形，它们仅仅是分岔图的横轴上这一固定参

数所具有的动力学特性．因此，下面研究最优动力系统随 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ 变化的分岔特性．需要

说明，图 ９ 为分叉图，图中的横轴代表 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ，纵轴代表 ａ１，图中的点代表 ｔ ＝ ２ ７００．０～
４ ７００．０ 无量纲时段内，最优动力系统轨迹与 ａ２ ＝ ０ 相平面相交时，在该 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上的位

置，无量纲时间步长为 ０．２．

（ａ） Ｒｅ ＝ １００～３００ （ｂ） Ｒｅ ＝ ２５０～３００
图 ９　 最优动力系统分岔图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｙｓｔｅｍ

图 ９（ａ）给出了 Ｒｅ ＝ １００～３００ 之间的最优动力系统分岔特性， Ｒｅ 步长取为 ２；图 ９（ｂ）给
出了 Ｒｅ ＝ ２５０～３００ 之间更为精细的最优动力系统分岔特性， Ｒｅ 步长取为 ０．１．可见，当 Ｒｅ ＝
１００～２５０ 时，最优动力系统的动力学特性为极限环或不动点； 当 ２６０＜ Ｒｅ ＜２７９ 时，最优动力系

统出现分岔；当 Ｒｅ≈２８０ 时，最优动力系统的动力学特性恢复为极限环；当 Ｒｅ ＞２８５ 时，最优动

力系统再次出现分岔．

５　 结　 　 论

本文在最优动力系统的框架下，建立了满足任意速度边界条件和速度不可压条件的三维

不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的最优动力系统．其中，速度边界条件是通过满足物理空间的速度

边界条件来实现的．以方柱绕流算例为例，对最优动力系统进行了数值分析和动力学特性分

析，从相轨迹、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面以及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数集可以发现，方柱绕流最优动力系统的动力学

特性为极限环．当改变参数 Ｒｅ 时，从分岔图可以看出，该系统的动力学特性随着 Ｒｅ 的增大，分
岔特性呈现间歇性的变化．由于仅包含了三个最优基函数的最优动力系统，就能很好地描述方

柱绕流算例所有主要的流场特征和该问题的动力学特性，故本文提出的建模方法是一种能够

用最少的基函数最大限度地描述复杂流体问题及其动力学特性的方法．
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