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摘要：　 为研究剪切流作用下顶张力立管的涡激振动响应规律，将立管简化为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁模

型，用 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 尾流振子描述流体的作用，建立了立管涡激振动的非线性动力学模型．基于二阶

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 模态离散所得常微分方程组，采用谐波平衡法、Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数法分析

系统响应特点．研究结果表明：随着流速的增加，系统响应在周期运动和概周期运动间多次转换，其
中周期解区域对应系统的涡激共振区；谐波平衡法结果能够较准确地预测涡激共振区周期解的振

幅和频率，以及非涡激共振区概周期解的主要频率成分．
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引　 　 言

随着世界油气资源需求量日益增大，海洋油气资源的开采逐渐由浅海向深海领域发展．立
管是进行深海石油天然气开采必不可少的设备，也是采油平台结构中最薄弱的环节之一［１］，
由于涡激振动（ＶＩＶ）造成的疲劳损坏可能会导致立管结构的失效和重大事故的发生，因此海

洋立管涡激振动的非线性动力学分析具有重要的理论和工程意义．
近些年，对海洋立管的涡激振动在实验［２⁃４］和数值仿真［５⁃９］方面已有了较为广泛的研究．关

于立管涡激振动的理论研究主要基于 ３ 种半经验模型［１０］：强迫力系统模型、水弹性系统模型

和耦合系统模型．这些模型都是基于实验数据得到的，其中前两类模型是第三类模型的简化．
由于耦合系统模型能够准确地预测涡激振动的锁频现象，因此得到了广泛的应用．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 和
Ｚａｒａｎｔａｎｅｌｌｏ［１１］首次提出了非线性振子模型的概念．随后，Ｂｉｓｈｏｐ 和 Ｈａｓｓａｎ［１２］ 在此基础上提出

了用 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子方程来模拟尾流作用于圆柱上的流体力． Ｓｒｉｎｉｌ 等［１３］ 使用双 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ｖａｎ
ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子来预报两向耦合的涡激振动响应，该模型可以较成功地预报出两向涡激振动的振

幅响应，并且从振幅随约化速度递增和递减曲线中发现跳跃和滞后现象．文献［１４⁃１８］通过对

柔性管涡激振动偏微分方程进行高阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散，采用直接数值积分法求解系统响应进而
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分析涡激振动中多模态相互作用的现象．然而完全基于数值计算的方法，难以全面揭示立管系

统涡激共振时的分岔现象以及各阶模态的作用效果，需要采用解析方法进一步分析．
因为尾流振子的非线性，高阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散方程较为复杂，在解析分析立管多模态涡激振

动时存在困难．涉及解析分析时，多针对双模态离散模型．比如，唐友刚等［１９］采用多尺度法得到

了仅考虑立管前两阶模态的涡激振动模型的近似解析解；Ｗａｎｇ［２０］ 对双模态离散系统特征值

问题进行分析，研究了分布力作用下两端简支输油管道的颤振失稳问题．相比于单模态离散模

型，立管涡激振动双模态简化模型既能够部分反映系统多模态振动特性，又便于进行理论分

析，在研究立管动力学分岔及多模态相互作用机理方面具有非常重要的价值，值得深入分析．
本文利用 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 尾流振子模型描述流体的作用，采用加速度耦合模型，建立深海立管

涡激振动的非线性动力学方程组，基于二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散将该偏微分方程组简化为一组常微

分方程；采用谐波平衡法分析流速变化对立管振动幅值和频率的影响，使用 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法

和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数法研究流速变化引起立管涡激振动行为的分岔现象；根据谐波平衡法所得频

率对系统概周期区域频率成分进行预测．

１　 深海立管涡激振动模型及求解

１．１　 运动方程

如图 １ 所示，考虑顶张力立管的涡激振动．立管底端铰接在万向节上，顶部通过张紧器与

平台连接，立管模型可简化为具有弯曲刚度的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁．

图 １　 海洋立管模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍａｒｉｎｅ ｒｉｓｅｒ ｍｏｄｅｌ

立管涡激振动动力学的研究表明，立管在横流向的振动比顺流向振动大一个数量级，因此

仅考虑横流向振动．作用在立管上的流体升力可用 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 尾流振子描述，则有
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式中 ｙ（ ｚ，ｔ） 表示立管横向位移； ＥＩ为抗弯刚度； Ｔ（ ｚ） 为顶张力； ｍｒ，ｍｆ 和 ｍａ 分别表示单位长

度立管质量、立管内流体质量和附加质量； Ｃ 为结构阻尼； Ｆｙ 是流体对立管的作用力；变量 ｑ

１８４孙　 云　 卿　 　 　 吴　 志　 强　 　 　 章　 国　 齐　 　 　 王　 远　 岑



表示局部流体对结构的瞬时升力系数 ＣＬ 与结构静态横向升力系数 ＣＬ０ 之比，有 ｑ ＝ ２ＣＬ ／ ＣＬ０；Ωｆ

是涡泄频率，有 Ωｆ ＝ ２πＳｒＵｆ ／ Ｄｏ，Ｓｒ 是 Ｓｔｒｏｕｈａｌ 数； Ａ，ε 为试验测定的耦合系数．
立管单位长度质量为
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式中 ρｓ，ρｆ 和 ρｗ 分别为立管材料密度、内部流体密度和海水密度， Ｃａ 为附加质量系数， Ｄｏ 为立

管外径， ｄ 为立管内径．
立管轴向有效张力为

　 　 Ｔ（ ｚ） ＝ Ａｓｇ（ρｓ － ρｗ）（ ｆｔｏｐＬ － ｚ）， （３）
式中 ｆｔｏｐ 是顶张力系数， Ａｓ 为立管截面面积，有 Ａｓ ＝ π２（Ｄ２

ｏ － ｄ２） ／ ４，Ｌ 是顶张力立管的长度．
流体对立管的作用力为
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式中 ｆｙ 表示立管横向振动的涡激升力， ｆ ′ｙ 表示流体产生的非线性阻尼力， ＣＤ 是阻力系数．
采用线性剪切流模型，假设海平面最大流速为 Ｕ， 海底最小流速为 ０，流速从海平面到海

底线性减小，则立管管身不同位置处的海流速度为
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为分析方便引入无量纲变量， ｙ－ ＝ ｙ ／ Ｄｏ，ｚ
－ ＝ ｚ ／ Ｌ， 方程（１）可转化为如下形式：
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式中

　 　 Ｍ ＝ ｍｒ ＋ ｍｆ ＋ ｍａ， α１ ＝
Ａｓｇ（ρｓ － ρｗ）

ＭＬ
， α２ ＝ Ｃ

Ｍ
，
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ρｗＣＬ０

４Ｍ
， α４ ＝

ρｗＤｏＣＤ

２Ｍ
， α５ ＝ ＥＩ

ＭＬ４ ．

立管的边界条件为

　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ｙ（Ｌ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｄ２ｙ
ｄｚ２ ｚ ＝ ０，ｚ ＝ Ｌ

＝ ０． （７）

１．２　 二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

根据 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散方法，原始的偏微分方程（６）可离散为一组常微分方程．综合考虑分析
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难度和讨论的流速范围，本文对系统进行二阶离散，设解有如下形式：

　 　 ｙ－ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
φｉ（ ｚ

－）ｈｉ（ ｔ）， ｑ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
φｉ（ ｚ

－）Ｈｉ（ ｔ）， （８）

其中 φｉ（ ｚ
－） ＝ ２ ｓｉｎ（ ｉπｚ－） 为满足相应位移边界条件和力边界条件的模态函数； ｈｉ（ ｔ），Ｈｉ（ ｔ） 分

别为立管和 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子对应的离散系统的广义坐标，表示在系统整体响应中各阶模态函

数所占权重．将式（８）代入方程（６）中，得离散后的深海立管耦合系统的运动方程为

　 　 ｈ１ ＋ β１１ｈ１ ＋ β１２ｈ２ ＝ β１３Ｈ１ ＋ β１４Ｈ２ ＋ β１５ｈ１ ＋ β１６ｈ２， （９ａ）
　 　 ｈ２ ＋ β２１ｈ２ ＋ β２２ｈ１ ＝ β２３Ｈ２ ＋ β２４Ｈ１ ＋ β２５ｈ２ ＋ β２６ｈ１， （９ｂ）
　 　 Ｈ１ ＋ ｆ１１（Ｈ１，Ｈ１，Ｈ２） ＋ ｆ１２（Ｈ２，Ｈ１，Ｈ２） ＋ β３４Ｈ１ ＋ β３９Ｈ２ ＝ Ａｈ１， （９ｃ）
　 　 Ｈ２ ＋ ｆ２１（Ｈ１，Ｈ１，Ｈ２） ＋ ｆ２２（Ｈ２，Ｈ１，Ｈ２） ＋ β４４Ｈ２ ＋ β４９Ｈ１ ＝ Ａｈ２ ． （９ｄ）
离散系统中各系数具体表达式在附录中给出．

１．３　 谐波平衡法求解系统响应

立管涡激振动离散方程（９）是自治的四自由度耦合方程，周期解具有时移不变性，不失一

般性，可设方程（９）的解为如下形式：
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其中 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４），ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，３），ω 为待求量．

立管一阶模态广义坐标 ｈ１ 的幅值为 ｒ１ ＝ ｃ２１ ＋ ｄ２
１ ， 尾流振子一阶模态广义坐标 Ｈ１ 的幅

值为 ｒ２ ＝ ｃ２２ ＋ ｄ２
２ ， 立管二阶模态广义坐标 ｈ２ 的幅值为 ｒ３ ＝ ｃ２３ ＋ ｄ２

３ ， 尾流振子二阶模态广

义坐标 Ｈ２ 的幅值为 ｒ４ ＝ ｃ４ ．
根据谐波平衡法，将设解（１０）代入微分方程式（９），只考虑一阶谐波平衡，令方程两侧

ｃｏｓ（ωｔ） 和 ｓｉｎ（ωｔ） 前系数相等，得如下代数方程组：
　 　 β１１ｃ１ ＋ β１２ｃ３ － β１３ｃ２ － β１４ｃ４ － β１５ｄ１ω － β１６ｄ３ω － ｃ１ω２ ＝ ０， （１１ａ）
　 　 β１１ｄ１ ＋ β１２ｄ３ － β１３ｄ２ ＋ β１５ｃ１ω ＋ β１６ｃ３ω － ｄ１ω２ ＝ ０， （１１ｂ）
　 　 β２１ｃ１ ＋ β２２ｃ３ － β２３ｃ２ － β２４ｃ４ － β２５ｄ１ω － β２６ｄ３ω － ｃ３ω２ ＝ ０， （１１ｃ）
　 　 β２１ｄ１ ＋ β２２ｄ３ － β２３ｄ２ ＋ β２５ｃ１ω ＋ β２６ｃ３ω － ｄ３ω２ ＝ ０， （１１ｄ）
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　 　 Ａｃ３ω２ ＋ １
４

β４６ｃ２２ｄ２ω － １
４

β４７ｃ２４ｄ２ω ＋ β３５ｄ２ω ＋ １
２

β４２ － １
２

β４１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ２ｃ４ｄ２ω ＋

　 　 　 　 β４１０ｄ２ω ＋ β４９ｃ２ ＋ β４４ｃ４ － ｃ４ω２ ＋ １
４

β４６ｄ３
２ω ＋ ３

４
β４８ｃ２４ｄ２ω ＝ ０， （１１ｇ）
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　 　 １
４

β４２ｃ４ｄ２
２ω － １

４
β４３ｃ３４ω － １

４
β４６ｃ２ｄ２

２ω － １
４

β４６ｃ３２ω － １
４
（β４２ ＋ β４１）ｃ２２ｃ４ω －

　 　 　 　 １
４

β４７ ＋ １
４

β４８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃ２ｃ２４ω － ３

４
β４１ｃ４ｄ２

２ω －

　 　 　 　 β４５ｃ４ω ＋ Ａｄ３ω２ － β４１０ｃ２ω ＋ β４９ｄ２ ＝ ０． （１１ｈ）
本文以 １００ ｍ 长 ＡＰＩ Ｘ６５ 级钢材制顶张力立管的涡激振动为算例，计算和分析立管的振

动特性．对上文讨论的非线性代数方程组（１１）进行编程求解，给定流速及适当初始条件，可得

对应 ｃｉ，ｄｉ，ω 的值，逐步改变流速即可得到系统周期解随流速变化曲线，进而对系统分岔现象

进行分析．立管参数如表 １［２１⁃２２］所示．
表 １　 计算模型参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｒｉｓｅｒ ｌｅｎｇｔｈ Ｌ ／ ｍ １００

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ Ｐａ ２．１ × １０１１

ｏｕｔｓｉｄｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ Ｄｏ ／ ｍ ０．３２５

ｉｎｓｉｄｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｄ ／ ｍ ０．３０５

ｍａｔｅｒｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ρｓ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ７ ８５０

ｓｅａｗａｔｅｒ ｄｅｎｓｉｔｙ ρｗ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） １ ０２５

ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ρｆ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ９００

ｔｏｐ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｃｉｅｎｔ ｆｔｏｐ １．３

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄａｍｐｉｎｇ Ｃ ／ （Ｎ·ｓ ／ ｍ） ０．０５

ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｍａｓｓ ｃｏｅｆｆｃｉｅｎｔ Ｃａ １．０

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｔａｔｉｃ ｌｉｆｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ＣＬ０ ０．３

ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ＣＤ １．２

Ｓｔｒｏｕｈａｌ ｎｕｍｂｅｒ Ｓｒ ０．２

ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ａ １２

ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ε ０．３

２　 立管耦合系统分岔分析

谐波平衡法是处理复杂非线性系统动力学问题常用的一种半解析分析方法，多用于周期

解求解，但稳定性分析不便． Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法作为一种数值分析方法，具有较广泛的应用．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分析法是一种定量分析的方法，根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的值可判断吸引子的类型．
为此采用这 ３ 种方法分析流速导致的系统动力学分岔现象．

对 １．３ 小节中非线性代数方程组（１１）求解，得到两个解支，分别是图 ２ 中谐波平衡法稳定解

支与不稳定解支．从稳定解支曲线可以看出，随着流速的增加，立管各阶模态广义坐标幅值呈

现先增大后减小再增大再减小的趋势，出现了涡激共振现象．在该图所示的速度范围内，系统

出现两个涡激共振区， 一阶涡激共振区 Ｕ１ ＝ ０．１６３～０．２８５ ｍ ／ ｓ 和二阶涡激共振区 Ｕ２ ＝ ０．４５３～
１．０１５ ｍ ／ ｓ ． 从图 ２ 局部放大图中可以看出， 在一阶涡激共振区右侧 Ｕ ＝ ０．２８５ ｍ ／ ｓ附近系统存

在两个鞍结分岔点，这两个分岔点之间的解是不稳定的，两个分岔点对应的流速区域内系统出

现双稳态现象；同样地，在二阶涡激共振区左侧 Ｕ ＝ ０．４５３ ｍ ／ ｓ 附近也存在双稳态现象．
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（ａ） 立管一阶模态广义坐标幅值

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｓｅｒ

（ｂ） 立管二阶模态广义坐标

（ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｓｅｒ
图 ２　 流速对响应幅值特征的影响

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

利用 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法计算了立管一阶、二阶模态广义坐标无量纲振动位移极大值 ｒ１，ｒ３
随流速变化的分岔图，如图 ２ 所示，圆圈和圆点分别表示流速递增和递减过程中 Ｐｏｉｎｃａｒé 分岔

图计算结果．从图 ２ 中可以看出，在表面流速区间 Ｕ ＝ ０ ～ ０．１６３，０．２８５ ～ ０．４８８，１．０１５ ～ １．２ ｍ ／ ｓ
内的任一流速下立管一阶、二阶模态广义坐标幅值的极大值出现多个值，对应分岔图中一列

点，系统表现为概周期运动；在涡激共振区 Ｕ ＝ ０．２１～０．２８５，０．４８８～１．０１５ ｍ ／ ｓ 内的任一流速下

立管一阶、二阶模态广义坐标幅值极大值只有一个，对应分岔图中一个点，系统表现为周期运

动；并且在 ０．２８５ ｍ ／ ｓ 流速附近模态广义坐标幅值极大值出现跳跃现象和滞后现象，与谐波平

衡法稳定解一阶涡激共振区右侧双稳态区域一致．值得注意的是，在一阶涡激共振区 Ｕ ＝ ０．１６７

５８４孙　 云　 卿　 　 　 吴　 志　 强　 　 　 章　 国　 齐　 　 　 王　 远　 岑



～０．２１ ｍ ／ ｓ 流速范围内，立管一阶模态广义坐标幅值极大值只有一个， 表现为一倍周期运动，
而立管二阶模态广义坐标幅值极大值出现 ３ 个， 表现为 １ ∶ ３ 内共振的三倍周期运动．

对比两种方法所得结果可知，在一阶涡激共振区内，谐波平衡法稳定解与数值（Ｐｏｉｎｃａｒé
映射）周期解拟合较好，在二阶涡激共振区，两种方法所得结果基本一致，但稍有偏差，数值周

期解稍大于谐波平衡法稳定解，这是由于谐波平衡法计算时只考虑了一阶谐波，故存在误差．
系统存在 ８ 个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，图 ３ 所示为系统前三大的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，分别用 σ１，σ２，σ３

表示．在流速 Ｕ ＝ ０～０．１６３，０．２８５～０．４８８，１．０１５～１．２ ｍ ／ ｓ 区间内时， 系统有两个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

等于 ０， 其余均小于 ０， 说明吸引子为稳定二维环面，系统响应是准周期的．在区间 Ｕ ＝ ０．１６３～
０．２８５，０．４８８～１．０１５ ｍ ／ ｓ 内时，系统只有一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数等于 ０，其余均小于 ０，说明吸引子

为稳定极限环，系统响应是周期的，与图 ２ 中 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法分析结果相一致．从图 ３ 中还

可以看出并未出现 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数大于 ０ 的情况，可知系统不会出现混沌运动．

图 ３　 系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

３　 立管双模态非线性响应特征

综合考虑流速、系统固有频率等因素的影响，定义了无量纲量约化速度 Ｕｒ 对立管涡激振

动行为进行分析，其具体表达式为

　 　 Ｕｒ ＝
Ｕ

ｆｎＤｏ
， （１２）

其中 Ｕ 表示海平面最大流速， ｆｎ 表示系统的固有频率， Ｄｏ 表示立管直径．图 ４ 给出了约化速度

下系统响应频率特征．
为了分析立管不同运动性态的特点，揭示立管多模态相互作用机理，对数值计算得到的系

统响应进行了幅值谱分析，提取主要频率成分及其幅值，分析流速变化的影响．图 ４（ａ）、（ｂ）分
别给出了立管一阶、二阶模态广义坐标响应的分析结果．同时图中还给出了由谐波平衡法求解

得到频率结果以便比较．图 ４（ａ）、（ｂ）中由深至浅的圆圈分别表示幅值谱分析中的幅值最大频

率成分、幅值第二大频率成分和幅值第三大频率成分，深色线和浅色线分别表示谐波平衡法计

算所得稳定周期解频率和不稳定周期解频率．
从图 ４ 中可以看出，随着流速的增加，系统的频率逐渐增大，而且在涡激共振区域频率变

化缓慢．谐波平衡法所得稳定解支频率要大于不稳定解支．在涡激共振区内，立管一阶模态广

义坐标数值结果所得频率成分只有一个，且与谐波平衡法稳定解支上的频率相一致，系统表现

为周期运动．在涡激共振区域外，数值结果至少含有两个频率成分，最主要的两个频率成分分
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别与谐波平衡法稳定解支和不稳定解支上的频率相一致，系统表现为概周期运动．数值结果

中，立管二阶模态广义坐标在一阶涡激共振区出现两个频率成分，且两个频率成分比值接近 １
∶ ３，所以认为在一阶锁频区域系统表现为 １ ∶ ３ 内共振的三倍周期运动，且最大频率成分与谐

波平衡法稳定解相一致，在二阶涡激共振区域和非锁频区域，立管二阶模态广义坐标频率特征

及分岔特性与立管一阶模态广义坐标下的情况相同．
由于非线性的影响，立管一阶、二阶模态广义坐标在同一流速下的主要频率成分有差别．

从图 ４（ａ）中可以看出，在概周期运动区域 Ｕｒ ＝ １１～１６，３５～４０ 内，数值计算所得立管一阶模态

广义坐标最大频率成分与谐波平衡法不稳定解支一致，第二大频率成分与谐波平衡法稳定解

支一致；从图 ４（ｂ）中可以看出，相同流速区间内，数值计算所得立管二阶模态广义坐标最大频

率成分与谐波平衡法稳定解一致，第二大频率成分与谐波平衡法不稳定解一致．因此，谐波平

衡法求得系统周期响应的频率能够很好地预测涡激振动概周期解的频率成分．
立管一阶模态广义坐标在概周期运动区域 Ｕｒ ＝ ２～２．５，３５～４０，立管二阶模态广义坐标在

概周期运动区域 Ｕｒ ＝ ０～１５，出现谐波平衡法解以外的频率成分．这些频率一部分近似等于谐

波平衡法所得频率的三倍，是由谐波平衡法两个解支衍生出来的；另一部分频率集中于结构固

有频率附近．
需要指出，图 ４ 还表明系统响应从周期（涡激共振）到概周期的变化都伴随着新的频率成

分突然出现．从分岔图角度看属于周期解的 Ｈｏｐｆ 分岔现象，与文献［１０］中弹性支撑管道频率

锁定到解锁的机制有本质区别．

（ａ） 立管一阶模态广义坐标 （ｂ） 立管二阶模态广义坐标

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｓｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｓｅｒ
图 ４　 流速对响应频率特征的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

４　 结　 　 论

本文采用 ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 尾流振子模型，基于两阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散，研究了线性剪切流作用下，
顶张力立管涡激振动特性．分别采用谐波平衡法、Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数法对系统

的动力学分岔行为进行分析，所得结论如下：
１） 对比谐波平衡法与 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法所得结果，发现谐波平衡法所得周期解中频率较

低的一个解支是不稳定的；从系统稳定解随流速变化规律可以看出，立管涡激振动出现两个共

振区域；在一阶涡激共振区右侧和二阶涡激共振区左侧出现双稳态现象．
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２） 从系统 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱图中可以发现，随着流速的增加，立管

的振动在周期运动和概周期运动间多次转换，但未出现混沌运动．
３） 系统数值解概周期响应的最主要的两个频率成分分别对应谐波平衡法得到的稳定与

不稳定周期解的频率．
４） 双模态涡激响应从周期到概周期运动的转换，属于周期解的 Ｈｏｐｆ 分岔现象而非通常

认为的频率解锁．共振机理和普适性问题还有待进一步研究．

附　 　 录

　 　 β１１ ＝ π４α５ ＋ π２α１ ｆｔｏｐ － １
２( ) ， β１２ ＝ β２２ ＝ ４０

９
α１， β１３ ＝

α３Ｕ２

π２

π２

３
－ １

２( ) ，

　 　 β１４ ＝ β２４ ＝ １６
９

α３Ｕ２

π２ ， β１５ ＝ β２５ ＝ －
α４Ｕ
２

－ α２， β１６ ＝ β２６ ＝ － １６
９

Ｕα４

π２ ，

　 　 β２１ ＝ １６π４α５ ＋ π２α１ ４ｆｔｏｐ － ２( ) ， α６ ＝ ＳｒＵｅπ
Ｄｏ

， β２３ ＝
α３Ｕ２

π２

π２

３
－ １

８( ) ，

　 　 β３１ ＝ β４１ ＝ ３
２

α６， β３２ ＝ β４２ ＝ ２α６， β３３ ＝ β４３ ＝ α６， β３４ ＝ Ｓｒ２Ｕ２

Ｄ２
ｏ

４
３

π２ － ２( ) ，

　 　 β３５ ＝ β４５ ＝ － α６， β３６ ＝ β４６ ＝ ２５６
７５

α６

π２ ， β３７ ＝ ５１２
７５

α６

π２ ， β３８ ＝ β４８ ＝ １９ ４５６
３ ６７５

α６

π２ ，

　 　 β３９ ＝ β４９ ＝ ６４
９

Ｓｒ２Ｕ２

Ｄ２
ｏ

， β３１０ ＝ β４１０ ＝ － ３２
９

α６

π２ ， β４４ ＝ Ｓｒ２Ｕ２

Ｄ２
ｏ

４
３

π２ － １
２( ) ， β４７ ＝ ３８ ９１２

３ ６７５
α６

π２ ，

　 　 ｆ１１（Ｈ１，Ｈ１，Ｈ２） ＝ Ｈ１（β３１Ｈ２
１ ＋ β３３Ｈ２

２ ＋ β３７Ｈ１Ｈ２ ＋ β３５），
　 　 ｆ１２（Ｈ２，Ｈ１，Ｈ２） ＝ Ｈ２（β３２Ｈ１Ｈ２ ＋ β３６Ｈ２

１ ＋ β３８Ｈ２
２ ＋ β３１０），

　 　 ｆ２１（Ｈ１，Ｈ１，Ｈ２） ＝ Ｈ１（β４２Ｈ１Ｈ２ ＋ β４６Ｈ２
１ ＋ β４８Ｈ２

２ ＋ β４１０），
　 　 ｆ２２（Ｈ２，Ｈ１，Ｈ２） ＝ Ｈ２（β４３Ｈ２

１ ＋ β４１Ｈ２
２ ＋ β４７Ｈ１Ｈ２ ＋ β４５） ．
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