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摘要：　 研究了一类高阶非线性分数阶扰动微分模型．在适当的条件下，首先利用扰动方法求出了

原问题的外部解，然后用伸长变量、合成展开和幂级数理论构造出解的第一、第二边界层校正项，
并得到了解的形式渐近展开式．最后利用微分不等式理论，研究了问题解的渐近性态，并证明了问

题解渐近估计式的一致有效性．
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引　 　 言

分数阶导数理论是整数阶导数概念的延伸．它有广泛而特殊的意义，许多自然现象与分数

阶导数有关．譬如在复杂的沙尘流、潜流和导热等现象中，用通常的导数概念不能恰当地描述，
用分数阶导数就能加以表述［１］ ．但是分数阶导数非线性微分⁃积分方程的求解比较困难．本文用

奇异扰动理论和方法来构造一类两参数分数阶导数高阶非线性微分⁃积分方程的渐近解，并用

微分不等式理论得到解一致有效的渐近性态的估计．
非线性奇异扰动问题是数学界十分重视的研究对象［２⁃４］ ．近年来许多近似方法不断被进一

步深入地研究，其中包括匹配展开法、边界层法以及多重尺度法等，许多科学工作者，例如

Ｍａｒｔｉｎｅｚ 等［５］、Ｔｉａｎ 等［６］、Ｋｅｌｌｏｇｇ 等［７］、Ｓａｍｕｓｅｎｋｏ［８］和 Ｓｋｒｙｎｎｉｋｏｖ［９］都做了很多的成果．利用微

分不等式、广义变分原理和泛函分析等方法，莫嘉琪和徐建中等也研讨了一些非线性奇扰动问

题［１０⁃２４］ ．本文是用特殊的方法构造一类两参数奇异扰动分数阶非线性微分方程的渐近解，并证

明了解的渐近展开式的一致有效性．
考虑以下一类分数阶双参数高阶非线性微分方程奇异扰动两点边值问题：
　 　 εｎα（Ｄα

ｘ ） （ｎ） ｙ ＋ μαＤα
ｘ ｙ ＝ ｆ（ｘ，ｙ，ε，μ），　 　 ａ ＜ ｘ ＜ ｂ， （１）
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　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ（ａ，ε，μ） ＝ ｇｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， （２）

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ（ｂ，ε，μ） ＝ ｈｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， （３）

其中 ε，μ为两个正的小参数， α ＜ １ 为正数， ｎ≥２ 为整数， ａ，ｂ 为常数， Ｄα
ｘ ｙ 为 ｙ（ｘ） 的 α阶分

数阶导数，它定义为

　 　 Ｄα
ｘ ｙ ≡ １

Γ（１ － α）
ｄ
ｄｘ∫

ｘ

０
（ｘ － ｔ） －αｙ（ ｔ）ｄｔ，

这里 Γ 是 Ｇａｍｍａ 函数．
首先假设：

［Ｈ１］ ｌｉｍ
μ→０

ε
μ

＝ ０；

［Ｈ２］ ｆ（ｘ， ｙ， ε， μ）， Ａ（ε， μ） 和 Ｂ（ε， μ） 在对应的自变量在其定义范围内为充分光滑

的函数；
［Ｈ３］ ｍｉｎ（ ｆε， ｆμ） ≥ ０， ｆｙ ≤－ ｃ ＜ ０，其中 ｃ 为正常数．

１　 微分不等式理论

定义两个光滑函数 ｙ－ 和 ｙ
－
．设 ｙ－ ≥ ｙ

－
分别满足不等式：

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｙ－ ＋ μαＤα

ｘ ｙ
－ － ｆ（ｘ，ｙ－，ε，μ） ≤ ０，

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－（ａ，ε，μ） ≥ ｇｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－（ｂ，ε，μ） ≥ ｈｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １；

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｙ

－
＋ μαＤα

ｘ ｙ－ － ｆ（ｘ，ｙ
－
，ε，μ） ≥ ０，

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ

－
（ａ，ε，μ） ≤ ｇｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ

－
（ｂ，ε，μ） ≤ ｈｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．

我们称 ｙ－ 和 ｙ
－
分别为问题（１） ～ （３）的上解和下解．

现有如下定理．
定理 １　 在假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］下， ｙ－（ｘ，ε，μ） 和 ｙ

－
（ｘ，ε，μ） 分别为分数阶双参数高阶非线

性微分方程边值问题（１） ～ （３）的上解和下解，这时边值问题（１） ～ （３）存在一个解 ｙ（ｘ，ε，μ），
且 ｙ

－
（ｘ，ε，μ） ≤ ｙ（ｘ，ε，μ） ≤ ｙ－（ｘ，ε，μ） 成立．

证明　 首先按以下迭代关系式构造一个序列 { ｙｋ } ：
　 　 εｎα（Ｄα

ｘ ） （ｎ） ｙｋ＋１ ＋ μαＤα
ｘ ｙｋ＋１ ＝ ｆ（ｘ，ｙｋ，ε，μ），　 　 ｋ ＝ ０，１，…， （４）

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙｋ＋１（ａ，ε，μ） ＝ ｇｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， ｋ ＝ ０，１，…， （５）

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙｋ＋１（ｂ，ε，μ） ＝ ｈｉ（ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， ｋ ＝ ０，１，… ． （６）

分别设 ｙ－ ０ ＝ ｙ－ 和 ｙ
－ ０ ＝ ｙ

－
为零次函数，可依次得到 ｙ－ ｋ 和 ｙ

－ ｋ
，ｋ ＝ １，２，… ．因此，可得两个函数

列 { ｙ－ ｋ } 和 { ｙ
－ ｋ

} ．现讨论其收敛性态．

设 ｚ－ ０ ＝ ｙ－ ０ － ｙ－ １， 由假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］和式（４） ～ （６），有
　 　 εｎα（Ｄα

ｘ ） （ｎ） ｚ－ ０ ＋ μαＤα
ｘ ｚ
－
０ ＝

　 　 　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｙ－ ０ ＋ μαＤα

ｘ ｙ
－
０ － εｎα（Ｄα

ｘ ） （ｎ） ｙ－ １ － μαＤα
ｘ ｙ
－
１ ≤

　 　 　 　 ｆ（ｘ，ｙ－ ０，０，０） － ｆ（ｘ，ｙ－ ０，ε，μ） ＝ ０，

０８６ 徐　 　 建　 　 中　 　 　 莫　 　 嘉　 　 琪



　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｚ－ ０（ａ，ε，μ） ＝ （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｙ－ ０ ｘ ＝ ａ － （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－ １ ｘ ＝ ａ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｚ－ ０（ｂ，ε，μ） ＝ （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｙ－ ０ ｘ ＝ ｂ － （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－ １ ｘ ＝ ｂ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．

于是由极值原理得到 ｚ－ ０ ≥ ０．即 ｙ－ ０ ≥ ｙ－ １ ．
若 ｙ－ ｋ－１ ≥ ｙ－ ｋ，ｋ ＝ １，２，…， 设 ｚ－ｋ ＝ ｙ－ ｋ － ｙ－ ｋ＋１， 有

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｚ－ｋ ＋ μαＤα

ｘ ｚ
－
ｋ ＝

　 　 　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｙ－ ｋ ＋ μαＤα

ｘ ｙ
－
ｋ － εｎα（Ｄα

ｘ ） （ｎ） ｙ－ ｋ＋１ － μαＤα
ｘ ｙ
－
ｋ＋１ ≤

　 　 　 　 ｆ（ｘ，ｙ－ ｋ－１，ε，μ） － ｆ（ｘ，ｙ－ ｋ，ε，μ） ＝ ｆｙ ≤－ ｃ ＜ ０，
　 　 （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｚ－ｋ（ａ，ε，μ） ＝ （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－ ０ ｘ ＝ ａ － （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｙ－ １ ｘ ＝ ａ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，
　 　 （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｚ－ ０（ｂ，ε，μ） ＝ （Ｄα
ｘ ） （ ｉ） ｙ－ ０ ｘ ＝ ｂ － （Ｄα

ｘ ） （ ｉ） ｙ－ １ ｘ ＝ ｂ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １．
于是 ｚ－ｋ ≥ ０．即 ｙ－ ｋ ≥ ｙ－ ｋ＋１，ｋ ＝ １，２，… ．

于是有

　 　 ｙ－ ＝ ｙ－ ０ ≥ ｙ－ １ ≥ … ≥ ｙ－ ｋ ≥ ｙ－ ｋ＋１ ≥ … ．
类似地，有

　 　 ｙ
－
＝ ｙ

－ ０ ≤ ｙ
－ １ ≤ … ≤ ｙ

－ ｋ
≤ ｙ

－ ｋ＋１
≤ … ．

同样可得

　 　 ｙ－ ｋ ≥ ｙ
－ ｋ
，　 　 ｋ ＝ ０，１，… ．

由上述结果和 Ａｒｚｅｌａ 定理，两参数分数阶高阶非线性微分方程边值问题（１） ～ （３）存在一

个解 ｙ（ｘ，ε，μ）， 并成立不等式： ｙ
－
（ｘ，ε，μ） ≤ ｙ（ｘ，ε，μ） ≤ ｙ－（ｘ，ε，μ） ．定理 １ 证毕．

２　 奇异扰动问题的外部解

奇异扰动边值问题（１） ～ （３）的退化方程为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，０，０） ＝ ０． （７）
现构造分数阶两参数奇异扰动边值问题（１） ～ （３）的外部解 Ｙ ．令

　 　 Ｙ（ｘ，ε，μ） ～ ∑
∞

ｒ，ｓ ＝ ０
Ｙｒｓ（ｘ）εαｒμαｓ ． （８）

由假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］知，方程（７）有解 Ｙ００（ｘ）， 将式（８）代入方程

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ε，μ） ＝ εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ） ｙ ＋ μαＤα

ｘ ｙ ． （９）
将式（９）按 εαμα 的幂展开，合并 εαｒμαｓ 同次幂的系数并分别令其为 ０，有

　 　 ｆｒｓ（ｘ，Ｙ００，０，０）Ｙｒｓ ＝ （Ｄα
ｘ ） （ｎ）Ｙ（ ｒ－２） ｓ ＋ Ｄα

ｘＹｒ（ ｓ－１） ＋ Ｆｒｓ，
ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０，

其中 Ｆｒｓ，ｒ，ｓ 为依次已知的函数，其结构从略．由上式得

　 　 Ｙｒｓ（ｘ） ＝
（Ｄα

ｘ ） （ｎ）Ｙ（ ｒ－２） ｓ ＋ Ｄα
ｘＹｒ（ ｓ－１） ＋ Ｆｒｄ

ｆｒｓ（ｘ，Ｙ００，０，０）
，　 　 ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０． （１０）

上面和以下出现负下标的项均设其为 ０．将由式（１０）得到的 Ｙｒｓ（ｘ）（ ｒ，ｓ ＝ ０，１，…） 代入式

（８），便得到原问题的外部解 Ｙ（ｘ，ε，μ） ．但它未必满足边界条件（２）和（３），故需在边界附近

构造边界层校正项．

３　 第一边界层校正项

由扰动理论知，两参数奇异扰动边值问题（１） ～ （３）的解在 ｘ ＝ ｂ 附近有边界层．为此先在 ｘ
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＝ ｂ 附近构造第一边界层校正项 Ｗ ．设边值问题（１） ～ （３）的解为

　 　 ｙ ～ Ｙ（ｘ，ε，μ） ＋ Ｗ（τ，σ，μ）， （１１）

其中 σ ＝ ε
μ
，τ ＝ ｂ － ｘ

μα 为伸长变量［２⁃４］，且设

　 　 Ｗ（τ，σ，μ） ～ ∑
∞

ｒ，ｓ ＝ ０
Ｗｒｓ（τ）σαｒμαｓ ． （１２）

将式（７）、（１１）和（１２）代入式（１）、（３），按 σαμα 的幂展开非线性项，合并 σαｒμαｓ 同次幂的系

数，并令其为 ０，得到

　 　 Ｄα
τＷ００ ＝ ｆ（０，Ｙ００ ＋ Ｗ００，０，０）， （１３）

　 　 Ｗ００（０，σ，μ） ＝ ｈ０（０，０）， （１４）
　 　 Ｄα

τＷｒｓ ＝ － Ｄｎα
τ Ｗ（ ｒ－２） ｓ ＋ Ｇｒｓ，　 　 ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０， （１５）

　 　 Ｗｒｓ（０） ＝ ｈｒｓ － Ｙｒｓ（ｂ），　 　 ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０， （１６）
其中 Ｇｒｓ 为依次已知的函数，其结构也从略．

由分数阶微分方程（１３），有

　 　 ∫τ
０
［（ｂ － ｔ） －αＷ００（ ｔ） － Γ（１ － α） ｆ（０，Ｙ００ ＋ Ｗ００，０，０）］ｄｔ ＝ Ｃ００， （１７）

其中 Ｃ００ 为任意常数．再由 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程（１７）和边界条件（１４），可得到解 Ｗ００ ．
由分数阶微分方程（１５），有

　 　 ∫τ
０
［（ｂ － ｔ） －α（Ｗｒｓ（ ｔ） － Ｄα

τＷ（ ｒ－２） ｓ（ ｔ）） － Γ（１ － α）Ｇｒｓ］ｄｔ ＝ Ｃｒｓ， （１８）

其中 Ｃｒｓ 为任意常数．再由 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程（１８）和边界条件（１６），可依次得到解 Ｗｒｓ，ｒ，ｓ ＝ ０，
１，…，ｒ ＋ ｓ ≠ ０．

将得到的 Ｗｒｓ（τ），ｒ，ｓ ＝ ０，１，２，… 代入式（１２），便得到边值问题（１） ～ （３）的解 ｙ 的第一边

界层校正项 Ｗ（τ，σ，μ） ．
但由式（１１）得到的 ｙ ＝ Ｙ ＋ Ｗ 未必满足在 ｘ ＝ ａ 处的边界条件（２），故尚需在边界 ｘ ＝ ａ 附

近构造第二边界层校正项 Ｚ ．

４　 第二边界层校正项

由奇异扰动理论，设边值问题（１） ～ （３）的解为

　 　 ｙ ～ Ｙ（ｘ，ε，μ） ＋ Ｗ（τ，σ，μ） ＋ Ｚ（ξ，σ，μ）， （１９）
其中 ξ ＝ （ｘ － ａ） ／ σ 为伸长变量，且设

　 　 Ｚ（ξ，σ，μ） ～ ∑
∞

ｒ，ｓ ＝ ０
Ｚｒｓ（ξ）σαｒμαｓ ． （２０）

将式（７）、（１１）、（１２）、（１９）和（２０）代入式（１）、（３），按 σαμα 的幂展开非线性项，合并

σαｒμαｓ 同次幂的系数，并令其为 ０，得到

　 　 （Ｄα
ξ ） （ｎ）Ｚ００ ＝ ｆ（０，Ｙ００ ＋ Ｗ００ ＋ Ｚ００，０，０）， （２１）

　 　 （Ｄα
ξ ） （ ｉ）Ｚ００（０） ＝ ｇｉ（０，０），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， （２２）

　 　 （Ｄα
ξ ） （ｎ）Ｚｒｓ ＝ － （Ｄα

ξ ） （ｎ）Ｚ（ ｒ－２） ｊ ＋ Ｇ
－

ｒｓ，　 　 ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０， （２３）
　 　 （Ｄα

ξ ） （ ｉ）Ｚｒｓ（０） ＝ ｇｉｒｓ － Ｙｒｓ（ａ） － Ｗｒｓ（ａ），
　 　 ｒ，ｓ ＝ ０，１，…， ｒ ＋ ｓ ≠ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， （２４）
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其中　 　 ｇｉｒｓ ＝
１

ｒ！ ｓ！
∂ｒ＋ｓｇｉ

∂σαｒ∂μαｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

σ ＝ μ ＝ ０

，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

而 Ｇ
－

ｒｓ 为依次已知的函数，其结构也从略．
同样，由分数阶线性微分方程初值问题（２１） ～ （２４），可以依次得到解 Ｚ ｉｒｓ，ｒ，ｓ ＝ ０，１，…，ｉ ＝

０，１，… ．
将得到的 Ｚ ｉｒｓ（ξ），ｒ，ｓ ＝ ０，１，２，…，ｉ ＝ ０，１，… 代入式（１９），便得到原边值问题（１） ～ （３）的

解 ｙ 的第二边界层校正项 Ｚ（ξ，σ，μ） ．
由假设 ｌｉｍμ→０（ε ／ μ） ＝ ０ 可知，两参数分数阶高阶非线性微分方程边值问题（１） ～ （３）的解

的第二边界层的厚度 σ ＝ ε ／ μ 比第一边界层的厚度 μ 更薄．构成边界邻域内的“层中层”现象．
由上述对问题解的构造，我们便得到了分数阶奇异扰动高阶非线性微分方程边值问题

（１） ～ （３）的解的渐近展开式：

　 　 ｙ ～ ∑
∞

ｒ，ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］，　 　 ０ ＜ ε， σ ＝ ε

μ
， μ ≪ １． （２５）

５　 渐近解的一致有效性

现证上述关于小参数 ε，μ 的渐近展开式（２５）的一致有效性．
定理 ２　 在假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］下，奇异扰动分数阶高阶非线性奇扰动微分方程边值问题（１）

～ （３）存在一个解 ｙ，在 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］ 上具有关于两个小参数 ε，μ 一致有效的渐近展开式（２５）．

证明　 首先构造辅助函数 α－（ｘ，σ，μ），β
－
（ｘ，σ，μ）：

　 　 α－（ｘ，σ，μ） ＝ ∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］ － ｒ－ζ，　 　 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， （２６）

　 　 β
－
（ｘ，σ，μ） ＝ ∑

ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｖｒｓ）σαｒμαｓ］ ＋ ｒ－ζ，　 　 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， （２７）

其中 ζ ＝ ｍａｘ（σα（ｍ＋１）μαｎ，σαｍμα（ｎ＋１）），ｍ，ｎ 为任意的确定的正整数，而 ｒ－ 为足够大的正常数，它
将在下面选定．

显然

　 　 α－（ｘ，ε，μ） ≤ β
－
（ｘ，ε，μ）， （２８）

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ）α－（ａ，ε，μ） ≤ Ａ ≤ （Ｄα

ｘ ） （ ｉ）β
－
（ａ，ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １， （２９）

　 　 （Ｄα
ｘ ） （ ｉ）α－（ｂ，ε，μ） ≤ Ｂ ≤ （Ｄα

ｘ ） （ ｉ）β
－
（ｂ，ε，μ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １． （３０）

现证

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ）α－ ＋ μαＤα

ｘα
－ － ｆ（ｘ，α－，ε，μ） ≥ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｂ， （３１）

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ）β

－
＋ μαＤα

ｘ β
－
－ ｆ（ｘ，β

－
，ε，μ） ≤ ０，　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ｂ ． （３２）

事实上由假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］，对于足够小的 ε，μ， 存在一个正常数 Ｍ， 使得

　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ）β

－
＋ μαＤα

ｘ β
－
－ ｆ（ｘ，β

－
，ε，μ） ＝

　 　 　 　 εｎα（Ｄα
ｘ ） （ｎ）∑

ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］ ＋

　 　 　 　 μαＤα
ｘ ∑

ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］( ) －
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　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］，ε，μ( ) ＋

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］ ＋ ｒ－ζ，ε，μ( ) ≤

　 　 　 　 ｆ（ｘ，Ｙ００，０，０） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
ｒ＋ｓ≠０

［ ｆｙ（ｘ，Ｙ００，０，０）Ｙｒｓ － （Ｄα
ｘ ） （ｎ）Ｙ（ ｒ－２） ｊ － Ｄα

ｘＹｒ（ ｓ－１） － Ｆｒｓ］σαｒμαｓ ＋

　 　 　 　 ［Ｄα
τＷ００ － ｆ（０，Ｙ００ ＋ Ｗ００，０，０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
ｒ＋ｓ≠０

［Ｄα
τＷｒｓ ＋ Ｄα

τＤα
τＷ（ ｒ－２） ｓ － Ｇｒｓ］σαｒμαｓ ＋

　 　 　 　 ［Ｄα
ξＺ００ － ｆ（０，Ｙ００ ＋ Ｗ００ ＋ Ｚ００，０，０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
ｒ＋ｓ≠０

［Ｄα
ξＺｒｓ ＋ Ｄα

ξＤα
ξＺ（ ｉｒ２） ｓ － Ｇ

－

ｉｊ］σαｒμαｓ ＋

　 　 　 　 ｆｙ ｘ，∑
ｍ

ｒ ＝ ０
∑

ｎ

ｓ ＝ ０
［Ｙｒｓεαｒμαｓ ＋ （Ｗｒｓ ＋ Ｚｒｓ）σαｒμαｓ］( ) ｒ－ζ ＋ Ｍζ ≤

　 　 　 　 （Ｍ － ｒ－ｃ）ζ ．

选取 ｒ－ ≥Ｍ ／ ｃ，这时不等式（３２）成立．类似地，我们能证明不等式（３１）．由式（２８） ～ （３２）， α－ 和 β
－

分别为问题（１） ～ （３）的上解和下解．由定理 １，奇扰动分数阶高阶非线性微分方程边值问题

（１） ～ （３）存在一个解 ｙ（ｘ，ε，μ）， 并成立 α－（ｘ，ε，μ） ≤ ｙ（ｘ，ε） ≤ β
－
（ｘ，ε，μ） ．再由式（２６）、

（２７），关于两个小参数 ε，μ 一致有效的渐近展开式（２５）成立．定理 ２ 证毕．

６　 结　 　 论

当前，对奇异摄动非线性方程定解问题，改进了很多渐近求解的解析方法．本文讨论了一

类分数阶双参数高阶非线性扰动模型的渐近解，利用近代微分不等式等理论和方法，得到了所

讨论的问题渐近解的解析表示式，并证明了其解的一致有效性．本文所述的内容、思路和方法

清楚明了，并能由得到的渐近解表示式，继续施行微分积分等解析运算，进一步得到其他相关

物理量的渐近表示式，而这是运用一般单纯的数值模拟方法的计算所不及的．因此，本文对一

类分数阶双参数高阶非线性扰动模型的渐近解的研讨，具有较大的应用前景．
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