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摘要：　 针对薄型结构边界单元分析过程中出现的近奇异积分问题，研究了采用一种角度变换和

距离变换相结合的方法，节省了计算量，提高了计算精度．研究发现，当积分单元上与配置点距离最

近的点落在积分单元的边沿或者顶点附近时，经过基础变换后的积分在两个方向都表现出奇异

性，因此，对两个方向同时使用一维非线性变换能够切实消除近奇异性．数值算例验证了复合变换

对近奇异积分计算精度的提升效果．
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引　 　 言

边界元法（ＢＥＭ）是一种以边界积分方程（ＢＩＥ）为理论基础，结合数值离散技术的高效工

程数值方法．由于积分与插值都只需要针对边界变量实施，ＢＥＭ 被认为是一类降维方法，亦即

三维问题只需要对二维边界进行离散，其计算规模相较于以有限元法为代表的域离散类工程

数值方法更小［１⁃３］ ．同时，由于在方程导出过程中采用了两次分步积分，对试函数的连续性要求

降至 Ｃ０ 连续，对非连续单元的适用性好，使得其网格离散十分灵活便捷［４⁃６］ ．边界积分方程采

用了物理问题的基本解，被认为是一种半解析的方法，实施时使用较少的计算代价就能获得较

高的计算精度［７⁃９］ ．
ＢＥＭ 中基本解的奇异性保证了系数矩阵良好的性态，使其特别适合于裂纹问题分

析［１０⁃１１］ ．同时，由于基本解的奇异性，边界积分方程在无穷远处自然满足声学问题中的 Ｓｕｍ⁃
ｍｅｒｆｉｅｌｄ 条件，因此 ＢＥＭ 也非常适合用于求解声学等无限域问题，分析过程中无需使用人工边

界等［７，１２⁃１３］ ．然而也正是因为基本解的奇异性，ＢＥＭ 在实施过程中，会遇到诸如奇异积分计算

难题和近奇异积分计算难题［１４⁃２１］ ．ＢＥＭ 中的配置点往往设置在边界节点上，因此，边界积分属
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于瑕积分，瑕点处的积分为奇异积分，为避免直接计算奇异积分，在稳态问题分析中，常采用一

种正则化方法间接计算奇异积分［１４⁃１５］ ．而在瞬态问题中，奇异积分的计算必须辅以非线性变换

之后再实施数值积分［１６⁃１７］ ．当前，ＢＥＭ 中奇异积分计算难题已经得到较好的解决，而对近奇异

积分计算则还未出现为研究人员公认的较好解决方案．
在应用 ＢＥＭ 分析薄型乃至超薄型结构时，由于边界积分方程中一般积分项为

　 　 ∫ ｆ（ｘ）
ｒ（ｘ，ｙ） ｐ ｄＳ（ｘ）， （１）

式中 ｙ 表示配置点，ｘ 表示被积点，Ｓ 为边界区域，ｒ（ｘ，ｙ） 表示两点的距离，ｆ 为光滑函数，ｐ 为 ｒ
的指数，由相应物理问题的基本解决定．在应用边界积分方程分析薄型结构时，大量存在 ｙ 点

和积分单元接近的情况，当积分单元面积较大时，积分核函数在积分单元内的分布相对陡峭，
如果采用常规数值积分方案，则需将积分单元细分以保证在积分单元内积分核函数值变化较

小．如此一来，计算量将增加．通过细分积分单元来提高近奇异积分计算的精度是一种数值稳

定的方法，其实质是通过增加积分点数量以提升计算精度．这种方法虽稳定，但牺牲了计算效

率，在分析薄型特别是超薄型结构时，近奇异积分计算将耗费大量计算时间．而计算近奇异积

分的另一种思路则是通过调整积分点的位置使其适合基本解的分布形式，进而以少量的积分

点获得较高的积分计算精度．由于基本解是关于位置的非线性函数，因此，常应用非线性变换

将积分空间映射到另一空间，在新的参数空间中再进行常规数值积分［１８⁃２３］ ．
计算近奇异积分的典型非线性变换方法包括角度变换［２２］、指数变换［１８］、多项式变换［２３］、

ｓｉｎｈ 变换［２４］以及距离变换［２５］ ．这些变换各有特点，其中距离变换被认为是一种非常有效且通

用性好的变换方法．距离变换在实施的过程中，首先需要采用极坐标变换将积分空间映射至极

坐标空间，再通过定义极坐标空间中的距离函数以实施距离变换．值得注意的是，在极坐标空

间中所定义的距离函数是距离空间两个独立变量的函数，而距离变换通常在单个变量 （ρ） 上

实施．然而，研究发现，当配置点位于积分单元边界附近时，积分核函数除了在 ρ 方向具有近奇

异性之外，在 θ 方向同样具有近奇异性．对极坐标空间的 θ 变量进一步采用角度变换，消除积

分核在该方向的近奇异性能进一步提升近奇异积分计算精度．
为高效准确地计算近奇异积分，本文在对参数空间中的距离变量实施距离变换的基础上，

再对角度变量实施角度变换．通过角度⁃距离复合变换，使积分点在实际空间中更加聚拢于源

点附近，进而使插值型积分公式能够更好地拟合积分核函数值在源点附近区域的剧烈变化情

况，从而获得更高的数值积分精度．两个数值算例分别关注平面三角形积分单元与曲面三角形

积分单元上的近奇异积分，算例结果验证了角度⁃距离复合变换法计算近奇异积分时的有效性

和准确性．

１　 近奇异积分

以三维稳态热传导问题的边界积分方程为例，其积分项为［３，５，２５］

　 　 ∫ １
４πｒ（ｘ，ｙ）

ｄＳ（ｘ） ． （２）

其配置点 ｙ和积分单元 Ｓ的位置关系如图 １所示，图中 ｘｃ 表示积分单元中距离配置点 ｙ最近的

点，ｎ 表示积分单元内 ｘｃ 处的外法线方向．当 ｒ０ 与 Ｓ的面积比值较小时，随着 ｘ在 Ｓ内移动，１ ／ ｒ
的值变化较大，不利于数值积分．Ｇａｕｓｓ 积分是基于有理多项式插值的内插型数值积分方案，被
认为在插值型积分公式中具有最高的代数精度，在一维情况下 ｋ个积分点理论可以达到２ｋ ＋ １
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次代数精度，即对次数不超过 ２ｋ ＋ １ 次多项式函数积分可以获得精确积分值．采用 Ｇａｕｓｓ 积分

计算边界积分公式（２），则

　 　 ∫ １
４πｒ（ｘ，ｙ）

ｄＳ（ｘ） ≈ ∑
ｉ

１
４πｒ（ｘｉ，ｙ）

Ｊｉω ｉ， （３）

式中 ｘｉ 表示第 ｉ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点， ω ｉ 表示第 ｉ 个积分点对应的权系数， Ｊｉ 表示正则 Ｇａｕｓｓ 积分

空间到实际空间转换的 Ｊａｃｏｂｉ 在第 ｉ 个积分点上的值．

图 １　 配置点与积分单元

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ

由式（２）可以看出，当配置点位于积分区域外时，积分核函数是光滑连续的，Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 函

数逼近定理保证了任意闭区间上的连续函数都能使用有理多项式级数以任意精度逼近．然而

当配置点距离积分区域很近时，由于其核函数在积分区域内（特别是最近点附近）变化率较

高，采用有理多项式逼近时，同样阶的余项值更大，因此需使用更高阶多项式才能得到足够的

逼近精度，对其直接进行 Ｇａｕｓｓ 积分时，需要使用更多积分点．
直接使用 Ｇａｕｓｓ 积分不能在不降低计算效率的基础上获得理想的计算精度，众多学者通

过借鉴边界元奇异积分计算的思路，通过非线性变换消除奇异性，提出了许多适合消去近奇异

性的非线性变换方案，其中距离变换被认为是较理想的方案之一．

２　 极坐标变换

在进行近奇异性消去之前，Ｇａｕｓｓ 积分需要在正则空间中进行，边界积分单元往往需要变

换到正则参数空间．以图 ２（ａ）所示的三角形积分单元为例，其正则参数空间通常为参数化正

则三角形（如图 ２（ｂ）所示）．

图 ２　 三角形积分单元正则化

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔ

实际空间中距离 ｒ可在正则化参数空间进行表达，如图１所示配置点与积分单元的相对位

置，距离 ｒ 在正则化参数空间中的表达式为

２３５ 角度⁃距离复合变换法消除边界积分方程近奇异性



　 　 ｒｋ ＝ ｘｋ － ｙｋ ＝ ｘｋ － ｘｃ
ｋ ＋ ｘｃ

ｋ － ｙｋ ＝

　 　 　 　
∂ｘｋ

∂ｓ ｓ ＝ ｓ０
ｔ ＝ ｔ０

（ ｓ － ｓ０） ＋
∂ｘｋ

∂ｔ ｓ ＝ ｓ０
ｔ ＝ ｔ０

（ ｔ － ｔ０） ＋ ｒ０ｎｋ（ ｓ０，ｔ０） ＋

　 　 　 　 Ｏ（（ ｓ － ｓ０） ２ ＋ （ ｔ － ｔ０） ２）， （４）
其中，下标 ｋ 表示实际空间中 ｋ 方向的分量，（ ｓ０，ｔ０） 是最近点 ｘｃ 在参数空间中的坐标．在参数

空间（ ｓ， ｔ） 中，进一步对积分核实施极坐标变换：

　 　
ｓ ＝ ｓ０ ＋ ρｃｏｓ θ，
ｔ ＝ ｔ０ ＋ ρｓｉｎ θ，{ （５）

则积分可表示为

　 　 Ｉ ＝ ∫∫
Ｓ（ ｓ，ｔ）

ｆ（ ｓ，ｔ）
４πｒ（ ｓ，ｔ）

ｄｓｄｔ ＝ ∫∫
Ｓ（ρ，θ）

ｆ１（ρ，θ）
４πｒ（ρ，θ）

ｄρｄθ， （６）

其中 ｆ， ｆ１ 为光滑函数．此时，将变换（５）代入展开式（４），得到 ｒ 在极坐标空间的表达式为

　 　 ｒｋ（ρ，θ） ＝ ｘｋ － ｘｃ
ｋ ＋ ｘｃ

ｋ － ｙｋ ＝ ρＡｋ（θ） ＋ ｒ０ｎｋ（ ｓ０，ｔ０） ＋ Ｏ（ρ ２）， （７）

　 　 ｒ ＝ ∑
ｋ
ｒ２ｋ ＝ Ａ（θ） ρ ２ ＋ ω ２（θ） ＋ Ｏ（ρ ３） ， （８）

其中 Ａｋ（θ） 是只与角度 θ 相关的项，

　 　 Ａ（θ） ＝ ∑
ｋ
Ａｋ（θ）Ａｋ（θ） ， ω（θ） ＝

ｒ０
Ａ（θ）

．

略去式（８）中关于 ρ 的高阶项并将其代入式（６）可以得到

　 　 Ｉ ＝ １
４π∫

θ１

θ０

１
Ａ（θ）∫

ρ（θ）

０

ｆ１（ρ，θ）
（ρ ２ ＋ ω ２（θ）） １ ／ ２ ｄρｄθ ． （９）

值得注意的是，积分式（９）不仅有关于 ρ 的奇异性，关于 θ 同样存在奇异性，而关于 θ 的奇

异性在最近点 ｘｃ 靠近积分单元边界时表现得很明显，采用距离变换可对关于 ρ 的奇异性进行

处理．

３　 角度⁃距离组合变换

在进行距离变换之前，需定义参数空间中的距离函数：

　 　 ｇ（ρ，θ） ＝ ρ ２ ＋ ω ２（θ） ． （１０）
对式（９）中变量 ρ 做如下距离变换：

　 　
ζ（ρ，θ） ＝ ｌｇ［ｇ（ρ，θ）］，

ρ（ζ） ＝ ｅ２ζ － ω ２（θ） ．{ （１１）

通过该变换，积分（９）可进一步转化为

　 　 Ｉ ＝ １
４π∫

θ１

θ０

１
Ａ（θ）∫

ｌｇ（ ρ２（θ） ＋ω２（θ） ）

ｌｇ ω
ｆ２（ζ，θ）ｅζｄζｄθ ． （１２）

此时，积分核关于 ζ 已经不再具有奇异性．当最近点落在积分单元内部时，距离变换能够消除

整体积分核的近奇异性．然而，更一般的情况是，最近点落在积分单元的边界附近或边界上，而
非落在积分单元内部．在这种情况下，积分核除了 ρ 方向存在近奇异性外，在 θ 方向也存在近

奇异性．因此，对 θ 方向的近奇异性也可以采用非线性变换进行处理．
针对 θ 方向的近奇异性，可采用一种角度变换进行处理．针对 θ 变量，采用如下角度变换：
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　 　 ϑ ＝ ｈ
２

ｌｎ １ ＋ ｓｉｎ（θ － α）
１ － ｓｉｎ（θ － α）

， （１３）

其中 ｈ 为正则化参数空间中最近点到积分单元边界之间的最近距离， α 是正则化参数空间中

过最近点到其最近边界的垂线相对于横轴的倾角．通过式（１３）所示角度变换，关于 θ 方向的近

奇异性可消除．
值得注意的是，本文中出现的最近点 ｘｃ 并非等于配置点 ｙ在积分单元的投影点，当投影落

在积分单元外时，ｘｃ 指积分单元中距离配置点的最近点（往往落在积分单元的边界上），此时 ｙ
与 ｘｃ 连线方向与 ｘｃ 上法向 ｎ 并不平行．在此情况下，式（４）仍成立，只是后续在构造非线性变

换时需根据最近点的不同位置进行特殊构造．针对距离变换的构造方法可以参考文献［２６］，该
文献对此投影点在积分单元中不同位置的情况进行了详细讨论并给出了验证算例．

４　 数 值 算 例

为验证角度⁃距离复合变换的计算精度，算例中分别考虑最近点在积分单元内的不同位

置、配置点距积分单元的不同距离以及式（１４）和式（１５）两种近奇异积分：

　 　 Ｉ１ ＝ ∫∫
Ｓ

１
ｒ（ｘ，ｙ）

ｄＳ（ｘ）， （１４）

　 　 Ｉ２ ＝ ∫∫
Ｓ

１
ｒ２（ｘ，ｙ）

ｄＳ（ｘ） ． （１５）

算例中考虑 ２０ 种不同位置的配置点分别对应 ４ 个不同的最近点，为简单起见，算例只关

注最近点落在积分单元内部的情况，假设配置点的位置可表示为

　 　 ｙ ＝ ｘｃ ＋ ｒ０ｎ ． （１６）
两个算例中数值积分分别在线性三角形单元和二次三角形单元上进行．为评估计算精度，

相对误差可表示为

　 　 δ ＝
Ｉｃａｌ － Ｉｅｘａｃｔ

Ｉｅｘａｃｔ
． （１７）

在综合评估非线性变换效果的过程中，式（１８）所示配置点到积分单元的最近距离与积分单元

面积的比值是一个非常重要的参数．
　 　 λ ＝ ｒ０ ／ Ｓａｒｅａ ． （１８）
在变换实施后，每个方向采用 ５ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点亦即单元内一共 ２５ 个 Ｇａｕｓｓ 积分点计算

数值积分．
４．１　 三角形线性单元上的近奇异积分

考虑标准三角形单元， 三个顶点空间坐标分别为（０，０，０），（１，０，０）和（０，１，０）， 配置点

对应的 ４ 个最近点 ｘｃ１， ｘｃ２， ｘｃ３ 以及 ｘｃ４ 在积分平面参数空间中坐标分别为（０．１，０．１），（０．０１，
０．０１），（０．３，０．４）以及（０．１，０．８９）．４ 个最近点中， ｘｃ３ 最靠近参数空间中单元的几何中心， ｘｃ２ 靠

近积分单元顶点．
表 １～４ 列出了采用角度⁃距离复合变换和单独采用距离变换两种情况下近奇异积分的计

算误差．
由表 １～４ 可以看出，计算 Ｉ１ 时应用复合变换得到的结果精度相较于单独使用距离变换得

到的结果精度要高．然而在最近点落在积分单元中心附近时，单独使用距离变换亦可以获得较

高计算精度．而在最近点靠近积分单元边界时，复合变换获得的计算精度较单独距离变换获得

４３５ 角度⁃距离复合变换法消除边界积分方程近奇异性



的计算精度高出 ３ 个以上的数量级．结果表明，在参数空间中最近点靠近积分单元边界时，积
分核在环向也具有近奇异性，通过对环向变量进行角度变换之后，能有效提升计算精度．同时，
也可以发现，在计算 Ｉ１ 时，计算结果对特征比例大小并不敏感．

表 １　 最近点为 ｘｃ１ 时两种计算方法计算 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ１

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ７．７１９Ｅ－７ １．８６９Ｅ－６ １．９０１Ｅ－６ １．８８６Ｅ－６ １．８７５Ｅ－６

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ６．０５５Ｅ－１０ ２．０１５Ｅ－８ ３．１０９Ｅ－８ １．６３１Ｅ－８ ４．９３１Ｅ－９

表 ２　 最近点为 ｘｃ２ 时两种计算方法计算 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ２

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ６．１１１ ９Ｅ－７ ３．００１Ｅ－５ ９．７１８Ｅ－４ １．１２８Ｅ－３ １．１４４Ｅ－３

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ９．８８９Ｅ－１０ ２．６３８Ｅ－８ ２．８４４Ｅ－８ １．３１５Ｅ－８ ４．１６８Ｅ－９

表 ３　 最近点为 ｘｃ３ 时两种计算方法计算 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ３

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ４．８１４Ｅ－８ １．２４０Ｅ－７ １．２３２Ｅ－７ １．４１１Ｅ－７ １．５２９Ｅ－７

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ １．８５７Ｅ－１０ １．８９４Ｅ－８ ３．２９５Ｅ－８ １．６４２Ｅ－８ ４．７２２Ｅ－９

表 ４　 最近点为 ｘｃ４ 时两种计算方法计算 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ４

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．７３６Ｅ－５ ３．０２０Ｅ－３ ３．４６０Ｅ－３ ３．４４０Ｅ－３ ３．４３７Ｅ－３

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．６５６Ｅ－８ ８．１８０Ｅ－８ ２．４７５Ｅ－８ ７．９１３Ｅ－９ ３．９９６Ｅ－９

　 　 为考察复合变换法计算更高阶近奇异积分的效果，表 ５～８ 列出了采用两种方法在不同最

近点情况下计算 Ｉ２ 时的计算误差．
表 ５　 最近点为 ｘｃ１ 时两种计算方法计算 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ１

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ４．４４３Ｅ－６ ７．３８８Ｅ－６ １．７８４Ｅ－５ ５．１００Ｅ－５ １．０９０Ｅ－４

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ １．１５６Ｅ－８ １．５０４Ｅ－６ １．３３１Ｅ－５ ４．７１１Ｅ－５ １．０５４Ｅ－４

表 ６　 最近点为 ｘｃ２ 时两种计算方法计算 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ２

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．６１６Ｅ－６ ７．０４１Ｅ－３ ４．０３６Ｅ－２ ５．３７９Ｅ－２ ６．０３９Ｅ－２

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ３．０１０Ｅ－８ ２．３３２Ｅ－６ １．１４５Ｅ－５ ３．３０１Ｅ－５ ７．４７５Ｅ－５

表 ７　 最近点为 ｘｃ３ 时两种计算方法计算 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ３

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．３８２Ｅ－７ ８．１３５Ｅ－７ １．５１０Ｅ－５ ５．３７２Ｅ－５ １．１６９Ｅ－４

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ３．６１４Ｅ－９ １．５７５Ｅ－６ １．６０６Ｅ－５ ５．４７７Ｅ－５ １．１８０Ｅ－４

５３５周　 枫　 林　 　 　 谢　 贵　 重　 　 　 张　 见　 明　 　 　 李　 落　 星



表 ８　 最近点为 ｘｃ４ 时两种计算方法计算 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ４

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ３．４１１Ｅ－４ ３．３３４Ｅ－２ １．８８６Ｅ－２ ９．５２４Ｅ－３ ４．７０２Ｅ－３

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．７１８Ｅ－７ ３．２４９Ｅ－６ １．２４７Ｅ－５ ４．５０９Ｅ－５ ９．５００Ｅ－５

　 　 从表 ５～８ 数据来看，在计算 Ｉ２ 时复合变换效果略好于单独距离变换，但差距不如计算 Ｉ１
时明显．同时，特征比例对计算结果的影响大于计算 Ｉ１ 时的情况．对比表 １～８，在相同最近点情

况下， Ｉ１ 计算误差低于 Ｉ２ 计算误差，与常规情况一致．
４．２　 三角形二次单元上的近奇异积分

第二个算例中考虑曲面单元上的近奇异积分计算情况，４ 个最近点在参数空间中的位置

与线性单元算例一致．本算例关注的二次单元如图 ３ 所示．二次三角形单元 ６ 个节点的空间坐

标分别为：（４， ０， ０．２），（０， ４ ，０），（０， ０， ０．５），（２， ２， ０．１），（０， ２， ０．２）以及（２， ０， ０．３）．

图 ３　 二次三角形单元

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｕｎｉｔ

表 ９～１６ 列出了两种方法在不同最近点情况下计算 Ｉ１ 和 Ｉ２ 的相对误差情况．
表 ９　 最近点为 ｘｃ１ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ１

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ６．９８６Ｅ－１０ ２．５５４Ｅ－６ ３．９５２Ｅ－６ ４．１０４Ｅ－６ ４．１２１Ｅ－６

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ５．０７１Ｅ－１０ １．１２４Ｅ－１０ ２．２１７Ｅ－９ ８．６２３Ｅ－１０ ８．０５５Ｅ－１０

表 １０　 最近点为 ｘｃ２ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ２

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ９．４０７Ｅ－１０ ８．０３６Ｅ－５ ４．３９７Ｅ－４ ９．３４７Ｅ－４ ９．９４１Ｅ－４

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ８．７７６Ｅ－１０ ６．２０２Ｅ－１０ ３．４１４Ｅ－９ ３．７５４Ｅ－１０ ２．５１５Ｅ－１０

表 １１　 最近点为 ｘｃ３ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ３

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ １．７１０Ｅ－１０ １．１０４Ｅ－７ １．５７５Ｅ－７ １．６５９Ｅ－７ １．６１８Ｅ－７

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ４．７８１Ｅ－１１ １．３１３Ｅ－１０ ４．２９９Ｅ－１１ ３．１５８Ｅ－９ １．４６２Ｅ－９

６３５ 角度⁃距离复合变换法消除边界积分方程近奇异性



表 １２　 最近点为 ｘｃ４ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ１ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ１ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ４

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ３．０４６Ｅ－９ ６．９５９Ｅ－４ ３．４０１Ｅ－３ ３．４１９Ｅ－３ ３．４０９Ｅ－３

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ５．２０５Ｅ－９ ３．２８８Ｅ－８ ６．２５１Ｅ－８ ２．１８９Ｅ－８ ８．９７８Ｅ－１０

　 　 从表 ９～１２ 可以看出，在计算 Ｉ１ 时，除 λ ＝ １ 外，复合变换表现更优，在最近点靠近积分单

元边界时，其精确度提升大约 ４～６ 个数量级，在最近点靠近积分单元中心时，其精确度提升大

约 ２ 个数量级．说明在二次积分单元内采用复合变换计算近强奇异积分，能切实提升计算精确

度．表 １３～１６ 列出了二次单元上的近超奇异积分计算情况．
表 １３　 最近点为 ｘｃ１ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ１

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．３６５Ｅ－９ １．３２０Ｅ－５ ２．０５４Ｅ－５ ２．２９７Ｅ－５ ２．４０６Ｅ－５

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ８．７４２Ｅ－１０ ８．６４５Ｅ－９ ２．１７９Ｅ－７ ４．５２３Ｅ－７ ４．９５４Ｅ－７

表 １４　 最近点为 ｘｃ２ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ２

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．１２２Ｅ－９ １．４３７Ｅ－３ ２．１１６Ｅ－２ ４．３１１Ｅ－２ ５．２２９Ｅ－２

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ １．４６６Ｅ－９ ３．０１０Ｅ－８ ２．１９４Ｅ－７ １．５６０Ｅ－６ ４．７５９Ｅ－６

表 １５　 最近点为 ｘｃ３ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ３

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ９．０９１Ｅ－１０ ５．４５１Ｅ－７ ６．４５０Ｅ－７ ２．００１Ｅ－６ １．０１８Ｅ－６

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ １．０３８Ｅ－１０ ８．０４２Ｅ－１０ ２．４２４Ｅ－７ ９．７３８Ｅ－７ ８．４０８Ｅ－８

表 １６　 最近点为 ｘｃ４ 时两种计算方法计算二次单元 Ｉ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ １６　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ２ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｘｃ４

ｍｅｔｈｏｄ λ ＝ ０．１ λ ＝ ０．０１ λ ＝ ０．００１ λ ＝ ０．０００ １ λ ＝ ０．０００ ０１

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．８６６Ｅ－８ ８．６３８Ｅ－３ ２．８７８Ｅ－２ １．４００Ｅ－２ ７．０１１Ｅ－３

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ２．９３５Ｅ－８ ７．９６５Ｅ－７ ３．８７７Ｅ－６ ７．２９０Ｅ－６ １．２０５Ｅ－５

　 　 从表 １３～１６ 可以看出，在计算近超奇异积分 Ｉ２ 时，除 λ ＝ １ 外，复合变换的表现全面优于

距离变换的表现，采用复合变换较之单独距离变换计算精度提升约 ２ ～ ４ 个数量级．此外还可

以看到，计算误差随着配置点靠近积分单元不断增大．

５　 结　 　 论

在应用 ＢＥＭ 分析薄型结构上的物理问题时，当配置点靠近积分单元时，边界积分方程中

的边界积分在极坐标参数空间中径向和环向都具有近奇异性，环向的近奇异性在配置点距积

分单元最近点靠近积分单元边界时表现明显．通过在极坐标空间中，分别对径向变量实施距离

变换、环向变量实施角度变换，能有效消除两个方向的近奇异性，较之单独对径向使用距离变

换的情况计算精度有大幅提升．

７３５周　 枫　 林　 　 　 谢　 贵　 重　 　 　 张　 见　 明　 　 　 李　 落　 星
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０４５ 角度⁃距离复合变换法消除边界积分方程近奇异性


