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摘要：　 将城市交通路网抽象为二维连续的平面，提出一个考虑城市住房分布的二维连续型动态

交通分配模型，并估计了城市交通污染物排放水平．该模型中，住房分布影响交通需求，出行者根据

用户最优准则选择出发时间和路径，可以用于模拟城市交通运行的动态演化过程，得到密度、速度

和流量等物理量．采用基于车辆速度和加速度的微观污染物排放模型 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 估计城市交通ＣＯ２

动态排放水平．基于三角网格，采用有限体积法、投影算法和相继平均法进行数值求解，给出一个数

值算例验证了模型和算法的有效性．
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引　 　 言

近年来，我国大气污染问题越来越严重，而交通污染已成为其重要来源［１］ ．２０１６ 年，全国

机动车排放污染物 ４ ４７２．５ 万吨，其中，一氧化碳（ＣＯ）３ ４１９．３ 万吨，碳氢化合物（ＨＣ）４２２ 万

吨，氮氧化合物 （ＮＯｘ） ５７７．８ 万吨，颗粒物（ＰＭ）４３．４ 万吨．根据我国第一批城市大气细颗粒物

（ＰＭ２．５）来源解析结果，部分城市如北京、上海、杭州、广州和深圳等，机动车排放已成为 ＰＭ２．５
的首要来源［２］ ．一方面，国家制定了诸多政策减轻交通污染，如公交优先、低能耗新能源汽车、
限号出行等．另一方面，基于交通运行状态，可以对交通污染物排放进行估计，进而通过合理的

交通规划和诱导，改善交通运行状态，有效降低交通污染．
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城市交通污染物排放估计包括两部分：动态交通分配模型和污染物排放模型．动态交通分

配模型用于模拟城市交通演化和运行状态，污染物排放模型基于交通状态估计排放水平．根据

交通路网不同的抽象形式，动态交通分配建模方法可分为离散型和连续型的建模方法［３］ ．离散

型建模方法认为路网由离散的路段和交叉口构成，是用于研究交通系统的传统方法［４］ ．连续型

建模方法则假设路网足够稠密，可被视为二维连续空间，出行者可选任意方向行驶，研究交通

路网的宏观特征［５］ ．
根据出行行为准则，动态交通分配模型可以分为动态系统最优（ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ⁃ｏｐｔｉｍａｌ，

ＤＳＯ）模型和动态用户最优（ｄｙｎａｍｉｃ ｕｓｅｒ⁃ｏｐｔｉｍａｌ， ＤＵＯ）模型．ＤＳＯ 模型从交通系统的角度出

发，出行者动态选择路径使得整个系统的总费用最小．ＤＵＯ 模型从用户个体的角度出发，出行

者选择使得自身到达目的地总费用最小的路径．ＤＵＯ 模型可以分为：基于当前交通状态瞬时旅

行总费用的反应型动态用户最优（ ｒｅａｃｔｉｖｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｕｓｅｒ⁃ｏｐｔｉｍａｌ， ＲＤＵＯ）模型和基于预测实际

旅行总费用的预测型动态用户最优（ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｕｓｅｒ⁃ｏｐｔｉｍａｌ， ＰＤＵＯ）模型．动态交通分

配模型大多采用离散建模方法，一般可以描述为非线性互补问题、数学规划问题、不动点问题

和变分不等式问题等［３，６］ ．采用连续型建模方法研究动态交通分配问题的工作相对较少． Ｔａｏ
等［７］提出了 ＤＳＯ 路径选择模型；Ｊｉａｎｇ 等［８］ 提出了多中心城市的 ＲＤＵＯ 路径选择模型；Ｄｕ
等［９］提出了单一中心城市的 ＰＤＵＯ 路径选择模型；Ｌｉｎ 等将 ＰＤＵＯ 路径选择模型推广到多中

心城市［１０］，并在 ＰＤＵＯ 模型的基础上考虑出行者出发时间，提出了同时考虑出发时间和路径

选择的 ＰＤＵＯ 模型［１１］ ．而考虑住房分布的二维连续型动态交通分配问题还未被研究．
交通污染物排放模型可分为宏观模型和微观模型两类［１２］ ．宏观模型通常依据交通流平均

速度来评估排放总量和平均排放因子，如被广泛应用的 ＭＯＢＩＬＥ 模型［１３］、ＥＭＦＡＣ 模型［１４］ 和

ＭＯＶＥＳ 模型［１５］等．此类模型适用于大规模城市区域，宏观上定量估计交通污染物排放水平．微
观模型基于车辆个体，研究不同行驶模式下的车辆排放水平，如 ＣＭＥＭ 模型［１６］、ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 模

型［１７］和 ＶＥＲＳＩＴ＋模型［１８］等．微观模型考虑了车辆个体的行驶状态，适用于微观上详细估计交

通污染物排放水平．采用连续型动态交通分配模型研究交通污染物排放问题的研究工作相对

较少．Ｊｉａｎｇ 等［１９］将连续型 ＲＤＵＯ 模型与 Ｐａｎｉｓ 等［２０］提出的微观污染物排放模型相结合，用于

城市交通污染物排放水平估计．Ｙａｎｇ 等［２１］将连续型 ＲＤＵＯ 模型与 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 模型相结合，估计

交通污染物排放率，并建立对流扩散方程描述污染物扩散和分布．
本文首先提出一个同时考虑出发时间和路径选择的二维连续型动态交通分配模型，然后

将住房分布考虑到该模型中，采用 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 模型估计ＣＯ２排放水平．

１　 模 型 方 程

如图 １ 所示，考虑具有单个中心商业区（ＣＢＤ）的城市．城市区域 Ω 的边界为 Γ ＝ Γｏ ∪ Γ ｉ

∪ ΓＣＢＤ， 其中 Γｏ 为外边界， Γ ｉ 为内边界（表示湖泊、公园等障碍物）， ΓＣＢＤ 表示 ＣＢＤ 的边界．
假设城市 Ω 内的路网足够稠密可视为二维连续体，出行用户分布在城市区域内．在研究时段

［０，ｔｅｎｄ］ 内，用户基于 ＤＵＯ 准则选择到达目的地（ＣＢＤ）费用最小的出行时间和路径．模型中用

到的主要变量如下：
１） ρ（ｘ，ｙ，ｔ）（ｖｅｈ ／ ｋｍ２） 表示交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻的密度．
２） ｖ ＝ （ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）） 表示交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻的速度向量． ｖ （ｋｍ ／ ｈ）为速

度的大小，是由 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻的密度决定的，即 ｖ ＝ Ｕｆ（ｘ，ｙ）ｅ
－βρ２（ｘ，ｙ，ｔ），Ｕｆ（ｘ，ｙ） （ｋｍ ／ ｈ）为

交通流在 （ｘ，ｙ） 处的自由流速度， β 是反映道路状况的参数．
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３） Ｆ ＝ （ ｆ１（ｘ，ｙ，ｔ）， ｆ２（ｘ，ｙ，ｔ）） 为交通流在（ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻的流量，大小为 Ｆ ＝ ρ ｜ ｖ ｜ ．
４） ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） （＄ ／ ｋｍ）表示交通流的费用分布函数，定义为

　 　 ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ κ １
ｖ

＋ πρ（ｘ，ｙ，ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

其中， κ （＄ ／ ｈ）表示时间费用， κ ／ ｖ 表示与出行时间相关的费用， κπ（ρ（ｘ，ｙ，ｔ）） 表示其他

费用，如出行者倾向避免高密度区域等．
５） ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） （＄）表示交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻前往 ＣＢＤ 所需要的旅行费用．
６） Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） （ｈ）表示交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻前往 ＣＢＤ 所需要的总时间．
７） ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） （＄）为交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻前往 ＣＢＤ 的惩罚函数，表示对迟到或者早

到目的地所产生的惩罚费用，依赖于到达时间 ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ．
８） Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） （＄）为交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻前往 ＣＢＤ 的总费用：
　 　 Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ． （２）
９） ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） （ｖｅｈ ／ （ｋｍ２·ｈ））为交通流在 （ｘ，ｙ） 处 ｔ 时刻的交通需求， ｑ（ｘ，ｙ） （ｖｅｈ ／ ｋｍ２）

为交通流在 （ｘ，ｙ） 处的交通需求， Ｑ （ｖｅｈ）为交通总需求，满足

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ≥ ０，　 　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω， ｔ ∈ ［０，ｔｅｎｄ］，

　 　 ∫ｔ ｅｎｄ
０

ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｔ ＝ ｑ（ｘ，ｙ），　 　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，

　 　 ∫
Ω
ｑ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ Ｑ ．

本文中“ｖｅｈ”为交通量的单位，表示车辆数；“＄”为费用的单位，表示元．

图 １　 任意形状的单中心城市 图 ２　 惩罚函数

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１．１　 ＲＤＵＯ 路径选择模型

若已知交通需求 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）， 即已知出行者出发时间分布，采用如下 ＲＤＵＯ 路径选择模型

描述交通均衡问题：

　 　

ρ ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ Ñ·Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，

Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ρ（ｘ，ｙ，ｔ） ｖ Ñϕ（ｘ，ｙ，ｔ）
‖ Ñϕ（ｘ，ｙ，ｔ）‖

， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，

Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）·ｎ ＝ ０， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Γ ＼ΓＣＢＤ，
ρ（ｘ，ｙ，０） ＝ ρ ０（ｘ，ｙ）， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（３）
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‖ Ñϕ（ｘ，ｙ，ｔ）‖ ＝ ｃ（ｘ，ｙ，ｔ）， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，
ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ϕＣＢＤ， ∀（ｘ，ｙ） ∈ ΓＣＢＤ ．{ （４）

模型主要包括描述车流密度的质量守恒方程（３）和描述旅行费用势函数的 Ｅｉｋｏｎａｌ 方程（４）．
出行者选择费用势函数下降最快的方向行驶，即 Ｆ ／ ／ － Ñϕ ．此时，可证明交通系统满足 ＲＤＵＯ
准则［８］ ．假定没有车辆可通过城市障碍物或离开城市区域，因此有边界条件： Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）·ｎ ＝ ０，
∀（ｘ，ｙ） ∈Γ ＼ΓＣＢＤ， 其中， ｎ 表示边界外法向量．用 ρ ０（ｘ，ｙ） 表示已知的交通流的初始密度，则
有初始条件： ρ（ｘ，ｙ，０） ＝ ρ ０（ｘ，ｙ） ．假设进入 ＣＢＤ 所需要的费用为 ϕＣＢＤ， 则有边界条件： ϕ（ｘ，
ｙ，ｔ） ＝ ϕＣＢＤ，∀（ｘ，ｙ） ∈ ΓＣＢＤ ．

通过求解上述 ＲＤＵＯ 模型，可以得到车流密度、速度和旅行费用等．同时，旅行时间 Ｔ（ｘ，
ｙ，ｔ） 可以由以下 Ｅｉｋｏｎａｌ 方程描述：

　 　
‖ ÑＴ（ｘ，ｙ，ｔ）‖ ＝ １

ｖ
， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，

Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０， ∀（ｘ，ｙ） ∈ ΓＣＢＤ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

进一步地，惩罚函数定义为

　 　 ｐ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

　 　 　 　

γ １（（ ｔ∗ － Δ） － （ ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ））），　 　 ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＜ ｔ∗ － Δ，

０，　 　 ｔ∗ － Δ ≤ ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ≤ ｔ∗ ＋ Δ，
γ ２（（ ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）） － （ ｔ∗ ＋ Δ）），　 　 ｔ ＋ Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＞ ｔ∗ ＋ Δ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

其中， ｔ∗ 表示交通流期望到达时间， Δ 为早到或迟到的容忍时间， γ １ 和 γ ２ 为早到和迟到的惩

罚参数（如图 ２）．
１．２　 同时考虑出发时间和路径选择模型

一般情况下，出行者出行会同时考虑出发时间和路径的选择．如果仅已知交通需求空间分

布 ｑ（ｘ，ｙ）， 则需要在路径选择模型的基础上进一步考虑出发时间，建立同时考虑出发时间和

路径选择（ＳＤＴＲＣ）模型．Ｌｉｎ 等［１１］将出发时间选择和 ＰＤＵＯ 路径选择模型相结合，建立了同时

考虑出发时间和路径选择预测型动态用户最优（ＳＤＴＲＣ⁃ＰＤＵＯ）模型．该模型满足出发时间动

态用户最优准则，采用等价的连续变分不等式进行描述．实际上，将出发时间与 １．１ 小节中的

ＲＤＵＯ 路径选择模型结合，可以建立同时考虑出发时间和路径选择反应型动态用户最优

（ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ）模型．与 ＳＤＴＲＣ⁃ＰＤＵＯ 模型相比，此模型同样可以很好地描述动态交通演化

过程，且可以大大减少计算量．
在已知交通需求时空分布 ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） 的情况下，通过求解 ＲＤＵＯ 模型（１．１ 小节）可以得到

总费用 Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） ．因此可记 Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ） ．定义 Ｃ（ｘ，ｙ，ｑ） ＝ ｍｉｎ０≤ｔ≤ｔｅｎｄＣ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ） ．
出行者根据用户最优准则选择出发时间，即出行者任意时刻出发所产生的费用相等且最小，出
行者无法通过改变出发时间降低其费用．出行时间用户最优准则定义如下．

定义 １　 若对所有 （ｘ，ｙ） ∈ Ω， 满足以下条件：

　 　
Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ） ＝ Ｃ（ｘ，ｙ，ｑ）， ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＞ ０，
Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ） ≥ Ｃ（ｘ，ｙ，ｑ）， ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，{

其中， ｑ ∈ Ｖ，
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　 　 Ｖ ＝ { ｑ： ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ≥ ０， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω， ∀ｔ ∈ ［０，ｔｅｎｄ］；

　 　 　 　 ∫ｔ ｅｎｄ
０

ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｔ ＝ ｑ（ｘ，ｙ）， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω } ，

则满足出行时间用户最优准则．
与文献［１０］中建立的 ＳＤＴＲＣ⁃ＰＤＵＯ 模型类似，存在如下定理．
定理 １　 出行时间用户最优准则等价于如下变分不等式问题：寻找 ｑ∗ ∈ Ｖ， 使得对所有 ｑ

∈ Ｖ， 满足

　 　 ∫∫
Ω
∫ｔ ｅｎｄ

０
Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ∗）（ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） － ｑ∗（ｘ，ｙ，ｔ））ｄｔｄΩ ≥ ０． （７）

定理 １ 的证明与文献［１０］中定理 １ 的证明本质上相同，此处省略证明步骤．
Ｇａｐ 函数常可用于衡量交通均衡问题数值解的精度，定义为

　 　 Ｆｇａｐ ＝ ∫∫
Ω
∫ｔ ｅｎｄ

０
ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）（Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ，ｑ） － Ｃ（ｘ，ｙ，ｑ））ｄｔｄΩ ．

不难证明：１） Ｆｇａｐ ≥０； ２） Ｆｇａｐ ＝ ０ 等价于满足出行时间用户最优条件，等价于 ｑ 是变分不

等式问题的一个解．
１．３　 考虑住房分布的 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型

在 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型中，交通需求 ｑ（ｘ，ｙ） 是给定的．实际上，出行者一般会根据住房费

用和交通费用选择居住地．假设住房分布与交通需求 ｑ（ｘ，ｙ） 之间满足以下关系［２２］：

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ Ｑ ｅｘｐ（ － γＵ（ｘ，ｙ））

∫∫
Ω
ｅｘｐ（ － γＵ（ｘ，ｙ））ｄΩ

，　 　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω， （８）

其中， Ｕ（ｘ，ｙ） 为负效用函数，包括住房费用 ｒ（ｘ，ｙ） 和交通费用 Ｃ（ｘ，ｙ，ｑ），γ 为正值的敏感性

参数．住房费用与交通需求分布 ｑ（ｘ，ｙ） 和住房分布函数 Ｈ（ｘ，ｙ） 有关，定义为

　 　 ｒ（ｘ，ｙ） ＝ α（ｘ，ｙ） １ ＋ β（ｘ，ｙ）ｑ（ｘ，ｙ）
Ｈ（ｘ，ｙ） － ｑ（ｘ，ｙ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

其中， α（ｘ，ｙ） 和 β（ｘ，ｙ） 为参函数．
由方程（８）可知，用户根据负效用 Ｕ（ｘ，ｙ） 选择居住地，负效用越大，交通需求越小．根据

方程（９），住房供给越多，居住者越少，住房费用越小．方程（８）、（９）和 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型（方
程（３）和（４））构成完整的考虑住房分布的 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型．
１．４　 交通污染物排放模型

ＳＤＴＲＣ⁃ＲＵＤＯ 描述了交通需求空间分布 ｑ（ｘ，ｙ） 已知的条件下，同时考虑出发时间和路

径选择的动态交通分配问题，通过求解该模型可以得到交通状态动态演化过程．而交通污染物

排放模型则可以根据交通状态估计交通污染物排放水平，这里采用如下基于车辆速度⁃加速度

的微观 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 污染物排放模型：

　 　 Ｅｋ ＝ ｅｘｐ (∑
３

ｉ ＝ ０
∑

３

ｊ ＝ ０
ω ｋ

ｉ， ｊ ｖ ｉａ ｊ )， （１０）

其中， ω ｋ
ｉ， ｊ 为速度 ｖ ｉ （ｋｍ ／ ｈ）和加速度 ａ ｊ （ｋｍ ／ ｈ２）对应的回归系数， Ｅｋ 表示油耗和污染物的

排放率，具体参数见表 １．车辆速度 ｖ ＝ （ｕ，ｖ） 可由 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型直接求得，车辆加速度 ａ
＝ （ａｘ（ｘ，ｙ，ｔ），ａｙ（ｘ，ｙ，ｔ）） 则可以基于速度通过以下公式得到
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ａｘ ＝ ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ ｖｕｙ，

ａｙ ＝ ｖｔ ＋ ｕｖｘ ＋ ｖｖｙ ．
{

移动方向上加速度大小为

　 　 ａ（ｘ，ｙ） ＝
ａｘｕ ＋ ａｙｖ

ｖ
． （１１）

该模型可以用于估计污染物 ＨＣ（ｍｇ ／ ｓ），ＣＯ（ｍｇ ／ ｓ）和能耗 Ｆ （ｇａｌ ／ ｓ），而 ＣＯ２（ｍｇ ／ ｓ）排放率则

可以根据碳守恒通过以下公式得到：
　 　 ＥＣＯ２ ＝ ２ ４６４Ｆ － ３．１７５ＥＨＣ － １．５７ＥＣＯ， （１２）

其中， Ｆ ＝ Ｅ１，ＥＨＣ ＝ Ｅ２，ＥＣＯ ＝ Ｅ３ ．在时刻 ｔ， 城市交通单位面积单位时间 ＣＯ２排放量为

　 　 ｚ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ＥＣＯ２（ｘ，ｙ，ｔ）ρ（ｘ，ｙ，ｔ），
时刻 ｔ， ＣＯ２的总排放量为

　 　 ＱＴＥ（ ｔ） ＝ ∫∫
Ω
ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙ，

时刻 ｔ， ＣＯ２的累计排放量为

　 　 ＭＣＥ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ＱＴＥ（ξ）ｄξ ．

表 １　 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 污染物排放模型参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ ｍｏｄｅｌ

（ ｉ， ｊ） ｋ ＝ １ ｋ ＝ ２ ｋ ＝ ３

（０，０） －６．７９Ｅ－１ ８．８７Ｅ－１ －７．２８Ｅ－１

（０，１） ３．４２Ｅ－５ ３．７７Ｅ－５ ０．００

（０，２） １．０２Ｅ－９ １．９６Ｅ－９ １．５０Ｅ－９

（０，３） －１．９３Ｅ－１４ －２．１９Ｅ－１４ －１．５１Ｅ－１５

（１，０） ２．７０Ｅ－２ ６．４７Ｅ－２ ２．２７Ｅ－２

（２，０） －２．３３Ｅ－４ －６．５６Ｅ－４ －１．７４Ｅ－４

（３，０） １．１３Ｅ－６ ３．５０Ｅ－６ １．４８Ｅ－６

（１，１） １．１１Ｅ－６ ８．９３Ｅ－７ ２．３４Ｅ－６

（２，１） －４．４２Ｅ－９ １．９６Ｅ－８ －２．１０Ｅ－８

（３，１） １．０６Ｅ－１１ －１．３６Ｅ－１０ １．１８Ｅ－１０

（１，２） ４．８７Ｅ－１２ －５．４３Ｅ－１１ －３．２１Ｅ－１１

（２，２） ４．９９Ｅ－１４ ２．６２Ｅ－１２ ２．００Ｅ－１２

（３，２） －１．２１Ｅ－１５ －１．５０Ｅ－１４ －１．０２Ｅ－１４

（１，３） －９．０２Ｅ－１６ ０．００ －１．６３Ｅ－１５

（２，３） ４．１０Ｅ－１８ －１．８９Ｅ－１７ ４．４６Ｅ－１７

（３，３） －５．５３Ｅ－２０ ０．００ －２．０９Ｅ－１９

２　 求 解 算 法

对计算区域 Ω 进行三角网格剖分．令 Ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ＮＰ） 和Ｔｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ＮＴ） 分别为网格

节点和三角单元， ＮＰ 和ＮＴ 为节点和三角单元的数量．如图 ３ 所示， Ａｉ，Ｎｉｋ 和ｌｉｋ 分别表示三角单

元 Ｔｉ 的面积、第 ｋ 个节点和第 ｋ 条边． ｎｉｋ 表示穿过边 ｌｉｋ 的单位外法向量，三角单元 Ｔｉ 的第 ｋ 个

邻居单元为 Ｔｉｋ ．将时间区间 ［０，ｔｅｎｄ］ 划分为 Ｎ 个时间步，时间步长为 Δｔ ＝ ｔｅｎｄ ／ Ｎ ．

２３ 李　 晓　 洋　 　 　 林　 志　 阳　 　 　 吕　 瑜　 佩　 　 　 张　 　 鹏



２．１　 求解 ＲＤＵＯ 模型的一阶有限体积法

采用一阶有限体积法求解 ＲＤＵＯ 模型中的质量守恒方程（方程（３））．根据第 ｎ 个时间步

的数值解 ρ ｎ
ｉ ， 可以得到第 ｎ ＋ １ 个时间步的数值解 ρ ｎ＋１

ｉ ：

　 　 ρ ｎ＋１
ｉ ＝ ρ ｎ

ｉ － Δｔ
Ａｉ
∑

３

ｋ ＝ １
ｈｉｋ ＋ Δｔｑｎ

ｉ ，

其中， ρ ｎ
ｉ 和 ｑｎ

ｉ 分别表示交通流第 ｎ 个时间步三角单元 Ｔｉ 上的密度和交通需求的数值解．ｈｉｋ 为

Ｌａｘ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈ 数值流通量［８，１０］：

　 　 ｈｉｋ ＝
１
２

（Ｆ（ρ ｌ
ｉｋ）·ｎｉｋ ＋ Ｆ（ρ ｒ

ｉｋ）·ｎｉｋ － ｃ（ρ ｒ
ｉｋ － ρ ｌ

ｉｋ）），

其中， ρ ｌ
ｉｋ 和 ρ ｒ

ｉｋ 表示边 ｌｉｋ 逆时针方向左右两侧单元的密度值，
　 　 ｃ ＝ ｍａｘ

ｉ，ｋ
Ｆ′（ρ）·ｎ ｉｋ ．

对于描述费用势函数 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ） 和旅行时间 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） 的 Ｅｉｋｏｎａｌ 方程（４）和（５），采用快

速步进法（ｆａｓｔ ｍａｒｃｈｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ）求解交通流第 ｎ 个时间步节点 Ｘ ｉ 处费用势函数和旅行时间的

数值解 ϕｎ
ｉ 和Ｔｎ

ｉ ．详细过程可参考文献［２３⁃２４］．

（ａ） 单元 （ｂ） 节点

（ａ） Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｏｄｅ

图 ３　 三角网格

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍｅｓｈｅｓ

２．２　 求解 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型的 ＧＬＰ方法

对连续变分不等式方程（７）进行时空离散后，可以得到有限维离散型变分不等式，从而可

以采用传统的投影算法进行求解．
记 ｑｉ 为交通流在节点 Ｘ ｉ 处的交通需求，定义

　 　 Λ ＝ { ｑｎ
ｉ ： ｑｎ

ｉ ≥ ０， １ ≤ ｉ ≤ ＮＰ， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ； ∑
１≤ｎ≤Ｎ

ｑｎ
ｉ ＝ ｑｉ， １ ≤ ｉ ≤ ＮＰ } ．

则离散型变分不等式为，寻找 ｑ∗ ∈ Λ， 使得对所有的 ｑ ∈ Λ， 满足

　 　 ∑
１≤ｉ≤ＮＰ

∑
１≤ｎ≤Ｎ

Ｃｎ
ｉ（ｑｎ

ｉ － （ｑｎ
ｉ ）∗） ≥ ０，

其中， Ｃｎ
ｉ ＝∑ Ｉｉ

ｋ ＝ １
ｗ ｉｋｊＣｎ

ｉｊｋ ＡｉｋΔｔ，Ｉｋ 为与节点 Ｘ ｉ 相邻的三角单元数量， ｉｋ 为节点 Ｘ ｉ 第 ｋ 个单元的

下标， ｉｋｊ 为单元 Ｔｉｋ 的第 ｊ 个节点的下标，
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　 　 ｗ ｉｋｊ ＝

１
６
， Ｘ ｉｋｊ ＝ Ｘ ｉ，

１
１２

， Ｘ ｉｋｊ ≠ Ｘ ｉ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

离散型变分不等式问题等价于投影问题，如下定理成立．
定理 ２　 令 λ ＞ ０，ｑ∗ ∈ Λ 是离散变分不等式问题的一个解，当且仅当

　 　 ｑ∗ ＝ ＰΛ（ｑ∗ － λＣ（ｑ∗）），
其中， ＰΛ（ｘ） 表示向量 ｑ ∈ ＲＮＰ ×Ｎ 在 Λ 上的投影，定义为

　 　 ＰΛ（ｘ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ { ‖ｙ － ｘ‖： ｙ ∈ Λ } ．
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ［２５］、Ｌｅｖｉｔｉｎ 和 Ｐｏｌｙａｋ［２６］ 提出了 ＧＬＰ 迭代算法，即给定初值 ｑ０， 根据如下方程生成序

列 { ｑｋ } ：
　 　 ｑｋ＋１ ＝ ＰΛ（ｑｋ － λ ｋＣ（ｑｋ））， （１３）

其中， ＰΛ 是正的更新步长．
以下给出求解离散型变分不等式问题的完整算法．
算法 １
步骤 １　 给定初始值 ｑ０ ∈ Λ， 令 ｋ ＝ ０．
步骤 ２　 对于 ｋ ≥ ０， 计算 Ｃ（ｑｋ）：
① 通过求解 ＲＤＵＯ 模型计算旅行费用 ϕ（ｘ，ｙ，ｔ）；
② 通过求解方程（４）计算旅行时间 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）；
③ 根据方程（５）计算惩罚费用 ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）， 并根据方程（２）计算总费用 Ｃ（ｑｋ） ．
步骤 ３　 采用 Ｆｒａｎｋ⁃Ｗｏｌｆｅ 方法［２７］，根据方程（１３）计算 ｑｋ＋１ ．
步骤 ４　 计算相对 ｇａｐ 值：

　 　 Ｒｇａｐ ＝
∑

ｉ
∑

ｎ
ｑｎ
ｉ（Ｃｎ

ｉ － Ｃ ｉ）

∑
ｉ
ｑｉＣ ｉ

，

若 Ｒｇａｐ ＜ ε １， 停止迭代，根据方程（１１）计算运动方向上的加速度并根据 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 模型（方程

（１２））计算 ＣＯ２排放率；否则令 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 转至步骤 ２．
２．３　 求解考虑住房分布的 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型的相继平均法

注意到方程（８）、（９）与 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型相互耦合，可视为一个不动点问题，采用相继

平均法（ＭＳＡ）进行求解．具体地，已知交通需求 ｑｏｌｄ（ｘ，ｙ），通过求解 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型可以得

到交通费用 Ｃ（ｘ，ｙ，ｑｏｌｄ），由方程（９）可以求得住房费用 ｒ（ｘ，ｙ） ．因此，通过方程（８），可以得到

ｑｎｅｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｑｏｌｄ（ｘ，ｙ）） ．问题变为求解如下不动点问题：
　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｑ（ｘ，ｙ）） ．
求解不动点问题的相继平均算法如下．
算法 ２
步骤 １　 给定如下初始可行解 ｑ０

ｉ ：

　 　 ｑ０
ｉ ＝ Ｑ

ＡΩ
，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ＮＰ，
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其中， ＡΩ 为城市区域总面积．
步骤 ２　 对于 ｋ ≥ ０， 根据算法 １ 求解 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 模型，并根据方程（８）得到

　 　 ｑｋ
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ＮＰ ．

步骤 ３　 计算 ｋ ＋ １ 个迭代步的数值解：
　 　 ｑｋ＋１

ｉ ＝ （１ － β ｋ）ｑｋ
ｉ ＋ β ｋｑｋ

ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ＮＰ，

其中　 　 β ｋ ＝
１

ｋ ＋ １
．

步骤 ４　 如果
（ｑｋ＋１

１ ，…，ｑｋ＋１
ＮＰ

） － （ｑｋ
１，…，ｑｋ

ＮＰ
）

（ｑｋ＋１
１ ，…，ｑｋ＋１

ＮＰ
）

≤ ε ２， 停止迭代；否则，返回步骤 ２．

３　 数 值 算 例

考虑如图 ４ 所示的城市区域， 东西长约 ３７ ｋｍ（４～４１ ｋｍ）， 南北宽约 ２４ ｋｍ（１０～３４ ｋｍ），
正方形 ＣＢＤ 的中心位置为（１５ ｋｍ， ２０ ｋｍ）， 边长为 ２ ｋｍ ．模拟时间为早上 ６：００ 到 ９：００， ｔ ∈
［０ ｈ，５ ｈ］．出行者的期望到达时间为 ｔ∗＝ ２．８ ｈ，惩罚函数（方程（６））中的参数取： γ １＝ ４８ ＄ ／ ｈ，
γ ２ ＝ １０８ ＄ ／ ｈ， Δ ＝ ０．１ ｈ ．城市内的总交通需求 Ｑ ＝ ４６７ ４１７ ｖｅｈ（如均匀分布，则 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ４００
ｖｅｈ ／ ｋｍ２， ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω） ．在速度⁃密度假设关系中，令 β ＝ ２ × １０ －６， 自由流速度为

　 　 Ｕｆ（ｘ，ｙ） ＝ Ｕｍａｘ（１ ＋ γ ３ｄ（ｘ，ｙ）），
其中， γ ３ ＝ ０．００４ ｋｍ－１， Ｕｍａｘ ＝ ６５ ｋｍ ／ ｈ， ｄ（ｘ，ｙ） 为 （ｘ，ｙ） 到 ＣＢＤ 的距离．方程（１）中，令 κ ＝ ７２
＄ ／ ｈ， π ＝ １０ －８ ｋｍ２·ｈ ／ ｖｅｈ ．

图 ４　 单中心城市区域 图 ５　 ＭＳＡ 算法收敛图

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｈｙｐｏｔｈｅｔｉｃａｌ ｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ＣＢＤ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ＭＳＡ

假设 ｔ ＝ ０ ｈ 时城市中没有出行者且进入 ＣＢＤ 不需要费用，因此有 ρ ０（ｘ，ｙ） ＝ ０，∀（ｘ，ｙ） ∈
Ω 和ϕＣＢＤ ＝ ０．对计算区域进行三角网格剖分，其有 ２９８ 个节点、４５４ 个单元和 ８４４ 条边，时间划

分取 Δｔ ＝ １ ／ １８０ ｈ ．在 ＧＬＰ 算法中，令更新步长 λ ｋ ＝ ３０， 收敛阈值 ε １ ＝ ０．０５．
在 ＭＳＡ 算法中，收敛阈值 ε ２ ＝ １０ －７， 如图 ５ 所示算法具有很好的收敛性，迭代步数大于 ３

时认为结果已收敛．
图 ６ 为交通密度时空演化图．ｔ ＝ １．９５ ｈ 时，郊区产生交通需求，出行者从郊区前往 ＣＢＤ（图

６（ａ））； ｔ ＝ ２．３ ｈ 时，城市出现大面积的拥堵状态，在 ＣＢＤ 东侧更为明显（图 ６（ｂ））； ｔ ＝ ２．８ ｈ
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时，交通出现拥堵高峰，大量出行者集中于 ＣＢＤ 附近，而郊区的交通处于畅通状态（图 ６（ｃ））；
当 ｔ ＝ ３．８ ｈ 时，交通拥堵高峰已过，恢复畅通（图 ６（ｄ））．

（ａ） ｔ ＝ １．９５ ｈ （ｂ） ｔ ＝ ２．３ ｈ

（ｃ） ｔ ＝ ２．８ ｈ （ｄ） ｔ ＝ ３．８ ｈ
图 ６　 密度分布图

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｌｏｔｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ７（ａ）为交通需求空间分布图，可以看到距 ＣＢＤ 距离越远，交通需求越小．从总体看，在
郊区居住比在 ＣＢＤ 附近居住的整体成本要高（图 ７（ｂ））．ＣＢＤ 西侧的交通需求更多，这是由于

西侧的拥堵情况较轻，交通费用更小．图 ７（ｃ）所示为最佳出发时间分布，表示出行人数最多的

出发时间，由图可知距 ＣＢＤ 距离越远，最佳出发时间越早，因为郊区的出行者需要更多的时间

到达目的地．由于西侧的交通拥堵状况相对较轻，所以同样距离下 ＣＢＤ 西侧的最佳出发时间

要晚于东侧．
图 ８ 为 ＣＯ２ 排放时空分布图．ｔ ＝ １．９５ ｈ 时，只有郊区产生出行者从而产生车辆 ＣＯ２ 排放，

其他区域无 ＣＯ２ 排放（图 ８（ａ））； ｔ ＝ ２．３，２．８ ｈ 时，城市发生交通拥堵的地方 ＣＯ２ 排放量大（图
８（ｂ）、（ｃ））；当 ｔ ＝ ３．８ ｈ 时，只有 ＣＢＤ 附近产生 ＣＯ２ 排放，对应图 ８（ｄ），该区域仍有未到达目

的地的用户，而其他区域排放量为零．图 ９ 为不同时刻城市内 ＣＯ２ 的瞬时排放总量和累计排放

总量．在约 ｔ ＝ １．９ ｈ 时，用户从居住地出发，城市交通 ＣＯ２ 的排放量随之增加； ｔ ＝ ２．１ ｈ 后，部分
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用户已到达目的地（ＣＢＤ），ＣＯ２ 排放量逐渐减少； ｔ ＝ ４ ｈ 后，用户全部到达终点，不再产生 ＣＯ２

排放．

（ａ） 交通需求分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒａｆｆｉｃ ｄｅｍａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

（ｂ） 负效用分布图 （ｃ） 最佳出行时间分布图

（ｂ） Ｔｈｅ ｄｉｓｕｔｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｖｅｌ ｔｉｍｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
图 ７　 城市区域内的交通需求、用户负效用与用户最佳出行时间分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｔｒａｆｆｉｃ ｄｅｍａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ｄｉｓｕｔｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｖｅｌ ｔｉｍｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｔｙ

（ａ） ｔ ＝ １．９５ ｈ （ｂ） ｔ ＝ ２．３ ｈ
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（ｃ） ｔ ＝ ２．８ ｈ （ｄ） ｔ ＝ ３．８ ｈ
图 ８　 ＣＯ２ 排放时空分布图

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＣＯ２ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｍｏｍｅｎｔｓ

（ａ） ＣＯ２ 瞬时排放总量 （ｂ） ＣＯ２ 累计排放总量

（ａ） Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ ＣＯ２ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｅｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ ＣＯ２

图 ９　 城市区域内的 ＣＯ２ 排放水平

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｍｉｓｓｉｏｎ ｌｅｖｅｌ ｏｆ ＣＯ２ ｉｎ ｔｈｅ ｃｉｔｙ

４　 结论和展望

将城市路网视为二维连续的平面，提出 ＳＤＴＲＣ⁃ＲＤＵＯ 交通分配模型，并在此基础上进一

步建立了考虑住房分配的二维连续型动态交通分配模型．进而，采用考虑速度和加速度的微观

交通污染物排放模型 ＶＴ⁃ｍｉｃｒｏ 对 ＣＯ２ 动态排放量进行估计．基于三角网格，采用有限体积法、
ＧＬＰ 投影算法和相继平均法进行数值求解，由数值算例验证了模型和数值方法的有效性．

将模型推广到多个 ＣＢＤ，并通过优化住房分布，降低交通污染物排放量是未来有意义的

工作．
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Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（１１６７２３４８； １１９７２１２１； １１２７２１９９ ）； Ｃｈｉｎａ Ｐｏｓｔｄｏｃｔｏｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
（２０１９Ｍ６６１３６２）；Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｋｅｙ Ｒ＆Ｄ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（２０１８ＹＦＢ１６００９００）；
Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１２ＣＢ７２５４０４）

１４考虑城市住房分布的二维连续型动态交通分配模型及其污染物排放估计


