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摘要：　 讨论了一类奇异摄动非线性分数阶时滞问题．首先利用奇异摄动方法求出了问题的外部

解．再利用伸展变量法构造了问题在边界附近的两个边界层校正项，得出了所提问题的形式渐近

解．最后，在合适的假设条件下，利用微分不等式理论证明了解的一致有效性，并给出了结论及未来

的研究方向．
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引　 　 言

奇异摄动问题的研究一直以来是一个热门问题，许多学者在很多领域做了大量的研究工

作［１⁃６］ ．最近几十年来，学者们把奇摄动理论和方法运用到了分数阶微分方程上．莫嘉琪［７］ 研究

了一类奇摄动非线性分数阶微分方程 Ｃａｕｃｈｙ 问题，在适当的条件下，利用奇异摄动理论和方

法得到解的形式渐近展开式；Ｓｈｉ 和 Ｍｏ［８］ 又研究了一类奇摄动分数阶微分方程初值问题；林
学渊等［９］和莫嘉琪等［１０⁃１１］研究了不同分数阶奇异摄动问题，得出了一些结论．所有这些分数阶

问题解决了许多常规的导数不能描述和解决的实际问题，例如许多复杂的渗流现象、热传导现

象以及神经元和神经网络等，这些问题的研究丰富和发展了奇异摄动理论．同时，带有小参数

的时滞奇摄动也是广大学者研究和探讨的问题．Ｗａｎｇ 等［１２］ 利用一些奇摄动方法研究了具有

边界摄动的非线性时滞反应扩散方程奇摄动问题；Ｍｏ 等［１３］ 讨论了一类具有两参数时滞奇摄

动非线性问题的冲击波解，在适当的条件下，利用匹配法和微分不等式理论，构造了原问题的

冲击波奇摄动解，并讨论了它的渐近性态；Ｍｏ［１４］和欧阳成［１５］分别研究了一些时滞微分问题及

微分差分方程在一定条件下的一致有效渐近解．本文把这两类问题进行了综合，研究了一类分

数阶时滞非线性问题，利用奇摄动理论和方法构造了一类分数阶时滞微分方程的渐近解，并用

微分不等式理论证明了渐近解的一致有效性．
考虑以下的非线性分数阶奇异摄动时滞问题：
　 　 ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ ＋ εＤα

ｘ ｙ ＝ ｆ（ｘ，ｙ（ｘ － ε））， （１）
　 　 ｙ ＝ Ａ（ε），　 　 － ε ≤ ｘ ≤ ０， （２）
　 　 ｙ ＝ Ｂ（ε），　 　 ｘ ＝ １， （３）

这里 ε 是个很小的正常数．函数 ｙ（ｘ） 的 α 分数阶导数 Ｄα
ｘ 定义为
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　 　 Ｄα
ｘ ｙ ＝ １

Γ（１ － α）
ｄ
ｄｘ∫

ｘ

０
（ｘ － ｔ） －αｙ（ ｔ）ｄｔ，

其中 Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数， α 为小于 １ 的正分数．
首先做如下假设：
（Ｈ１） 函数 ｆ（ｘ，ｙ），Ａ（ε） 和 Ｂ（ε） 关于其变量在其变化区域内为足够光滑函数．
（Ｈ２） 函数 ｆ（ｘ，ｙ（ｘ － ε）） ≤ ０，且存在正的常数 δ，使得 ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ（ｘ － ε）） ≤－ δ ＜ ０．
（Ｈ３） 退化问题 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ０ 仅有唯一单调解 ｙ０（ｘ） ．

１　 外 部 解

将函数 ｙ（ｘ － ε） 展开成 ε 的幂级数形式如下：

　 　 ｙ（ｘ － ε） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０

（ － １） ｎ

ｎ！
ｄｎｙ（ｘ）
ｄｘｎ εｎ， （４）

代入式（１），有

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ ｙ ＋ εＤα
ｘ ｙ ＝ ｆ ｘ，∑

∞

ｎ ＝ ０

（ － １） ｎ

ｎ！
ｄｎｙ（ｘ）
ｄｘｎ εｎæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

设时滞问题（１）的外部解形如

　 　 Ｙ（ｘ，ε） ～ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ）εｉ ． （６）

将式（６）代入式（５），并将右端函数按照 ε 的各阶次幂进行展开， 比较等式两边 ε 的各阶次幂

系数相等，得
　 　 ｆ（ｘ，ｙ０） ＝ ０， （７）
　 　 Ｄα

ｘ ｙ０ ＝ ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０）（ｙ１ － ｙ′０）， （８）

　 　 Ｄα
ｘＤα

ｘ ｙ０ ＋ Ｄα
ｘ ｙ１ ＝ ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０） ｙ２ － ｙ′１ ＋

ｙ″０
２！

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ１， （９）

　 　 Ｄα
ｘＤα

ｘ ｙ１ ＋ Ｄα
ｘ ｙ２ ＝ ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０） ｙ３ － ｙ′２ ＋

ｙ″１
２！

－
ｙ‴０
３！

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ２， （１０）

　 　 ︙
　 　 Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙｉ －２ ＋ Ｄα

ｘ ｙｉ －１ ＝

　 　 　 　 ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０） ｙｉ － ｙ′ｉ －１ ＋
ｙ″ｉ －２
２！

－
ｙ‴ｉ －３
３！

＋ … ＋ （ － １） ｉ ｙ０
（ ｉ）

ｉ！
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ ｉ －１， （１１）

　 　 ︙
由假设（Ｈ３）及以上各式都是代数方程可依次得 ｙｉ（ｘ）， 其中

　 　 Ｆ１ ＝
ｆ ″ｙｙ （ｙ１ － ｙ′０） ２

２！
，

　 　 Ｆ２ ＝
ｆ ‴ｙｙｙ （ｙ１ － ｙ′０） ３ ＋ ３！ ｆ ″ｙｙ （ｙ１ － ｙ′０）（ｙ２ － ｙ′１ ＋ ｙ″０ ／ ２！ ）

３！
，

　 　 ︙
Ｆ ｉ 的表达式都可依次由前式确定，故其结构省略．将 ｙｉ（ｘ） 代入式（６），便得到了原问题的外部

解．显然，由此构造的外部解不一定满足条件（２）、（３），为此需要构造边界层校正项 Ｚ 和 Ｗ ．
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２　 构造边界层校正项

首先构造在 ｘ ＝ ０ 附近的边界层校正项 Ｚ， 为此设分数阶时滞问题（１） ～ （３）的解为

　 　 ｙ（ｘ） ＝ Ｙ（ｘ，ε） ＋ Ｚ（τ，ε）， （１２）
其中 τ ＝ ｘ ／ ε 为伸长变量，且

　 　 Ｚ（τ，ε） ～ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｚｉ（τ）εｉ ． （１３）

将式（１３）、（１２）和式（６）代入式（５）和式（２）、（３），按照 ε 的各阶次幂展开式（５）右端的函数

及 Ａ（ε），Ｂ（ε）， 并比较等式两边 ε 的各阶次幂系数相等，可得

　 　 Ｄα
τＤα

τ ｚ０ ＋ Ｄα
τ ｚ０ ＝ ｆ（０，ｙ０ ＋ ｚ０）， （１４）

　 　 ｚ０（０） ＝ Ａ（０） － ｙ０（０）， （１５）
　 　 ｚ０（∞ ） ＝ Ｂ（０） － ｙ０（１）， （１６）
　 　 Ｄα

τＤα
τ ｚｉ ＋ Ｄα

τ ｚｉ ＝ ｆ ′ｙ （０，ｙ０ ＋ ｚ０） ｚｉ － Ｇ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…， （１７）

　 　 ｚｉ（０） ＝ １
ｉ！

ｄｉＡ
ｄεｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ｙｉ（０），　 　 ｉ ＝ １，２，…， （１８）

　 　 ｚｉ（∞ ） ＝ １
ｉ！

ｄｉＢ
ｄεｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ｙｉ（１），　 　 ｉ ＝ １，２，…， （１９）

　 　 ︙
而 Ｇ ｉ，ｉ ＝ １，２，… 是由 ｙ０，ｙ１，…，ｙｉ 和 ｚ０，ｚ１，…，ｚｉ －１ 逐次确定的已知函数，其结构从略．

由分数阶微分方程（１４），我们能得到以下 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分系统：

　 　 ∫τ
０
［（τ － ｔ） －α ＋ Γ（１ － α）］Ｕ０（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫τ

０
Γ（１ － α） ｆ（０，ｙ０ ＋ ｚ０）ｄｔ ＋ Ｃ１， （２０）

　 　 ∫τ
０
（τ － ｔ） －αｚ０（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫τ

０
Γ（１ － α）Ｕ０（ ｔ）ｄｔ ＋ Ｃ２， （２１）

其中 Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数，解 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分系统（２０）、（２１）并结合条件（１５）、（１６）能够得到

ｚ０（τ） ．类似地，可依次求出 ｚ１（τ），ｚ２（τ），…，将其代入式（１３），可得到在 ｘ ＝ ０ 附近的边界层校

正项 Ｚ（τ，ε） ．又由假设（Ｈ２）知，函数 ｚｉ（τ），ｉ ＝ ０，１，… 具有性质［１６］：

　 　 ｚｉ（τ） ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － ｋｉτ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋｉ
ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ ε ≪ １， ｉ ＝ ０，１，…， （２２）

其中 ｋｉ ＋１ ≤ ｋｉ，ｉ ＝ ０，１，… 为正常数．
再构造在 ｘ ＝ １ 附近的边界层校正项 Ｗ， 为此设分数阶时滞问题（１） ～ （３）的解为

　 　 ｙ（ｘ） ＝ Ｙ（ｘ，ε） ＋ Ｚ（τ，ε） ＋ Ｗ（η，ε）， （２３）
其中 η ＝ （ｘ － １） ／ ε 为伸长变量，且

　 　 Ｗ（η，ε） ～ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｗ ｉ（η）εｉ ． （２４）

将式（２４）、（１３）、（６）和式（２３）代入式（５）和式（２）、（３），按照 ε的各阶次幂展开式（５） 右

端的函数及 Ａ（ε），Ｂ（ε）， 并比较等式两边 ε 的各阶次幂系数相等，得
　 　 Ｄα

ηＤα
ηｗ０ ＋ Ｄα

ηｗ０ ＝ ｆ（１，ｙ０ ＋ ｚ０ ＋ ｗ０） － Ｈ０， （２５）
　 　 ｗ０（１） ＝ Ｂ（０） － ｙ０（１） － ｚ０（１）， （２６）
　 　 ｗ０（∞ ） ＝ Ａ（０） － ｙ０（０） － ｚ０（０）， （２７）
　 　 Ｄα

ηＤα
ηｗ ｉ ＋ Ｄα

ηｗ ｉ ＝ ｆ ′ｙ （１，ｙ０ ＋ ｚ０ ＋ ｗ０）ｗ ｉ － Ｈｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…， （２８）
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　 　 ｗ ｉ（１） ＝ １
ｉ！

ｄｉＢ
ｄεｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ｙｉ（１） － ｚｉ（１），　 　 ｉ ＝ １，２，…， （２９）

　 　 ｗ ｉ（∞ ） ＝ １
ｉ！

ｄｉＡ
ｄεｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ｙｉ（０） － ｚｉ（０），　 　 ｉ ＝ １，２，…， （３０）

　 　 ︙
而 Ｈｉ，ｉ ＝ ０，１，… 是由 ｙ０，ｙ１，…，ｙｉ，ｚ０，ｚ１，…，ｚｉ 及 ｗ０，ｗ１，…，ｗ ｉ －１ 逐次确定的已知函数，其结构

从略．
由分数阶微分方程（２５），我们能得到以下 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分系统：

　 　 ∫１
η
［（η － ｔ） －α ＋ Γ（１ － α）］Ｖ０（ ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫１
η
Γ（１ － α）（ ｆ（１，ｙ０ ＋ ｚ０ ＋ ｗ０） － Ｈ０）ｄｔ ＋ Ｄ１， （３１）

　 　 ∫１
η
（η － ｔ） －αｗ０（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫１

η
Γ（１ － α）Ｖ０（ ｔ）ｄｔ ＋ Ｄ２， （３２）

其中 Ｄ１，Ｄ２ 为任意常数，解 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分系统（３１）、（３２）并结合条件（２６）、（２７）能够得到

ｗ０（η） ．类似地，可依次求出 ｗ１（η），ｗ２（η），…，将其代入式（２４），可得到在 ｘ ＝ １附近的边界层

校正项 Ｗ（η，ε） ．又由假设（Ｈ２）知，函数 ｗ ｉ（η），ｉ ＝ ０，１，… 具有性质［１６］：

　 　 ｗ ｉ（η） ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － ｋ
－
ｉη）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋ

－
ｉ
ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ ε ≪ １， ｉ ＝ ０，１，…， （３３）

其中 ｋ
－
ｉ＋１ ≤ ｋ

－
ｉ，ｉ ＝ ０，１，… 为正常数．

由式（６）、（１３）、（２４）和（２３）及以上讨论所确定的 ｙｉ（ｘ），ｚｉ（τ） 及 ｗ ｉ（η），ｉ ＝ ０，１，…， 我们

得到分数阶非线性时滞奇摄动问题（１） ～ （３）的形式渐近展开式为

　 　 ｙ（ｘ） ～ ∑
∞

ｉ ＝ ０
［ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ（τ） ＋ ｗ ｉ（η）］εｉ，　 　 ０ ＜ ε ≪ １． （３４）

３　 渐近展开式的一致有效性

下面证明以上的展开式为关于 ε 一致有效的展开式．首先给出如下定义．
定义 １　 设存在两个光滑函数 ｙ－ 和 ｙ

－
，ｙ－ ≥ ｙ

－
， 且分别满足

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ ｙ
－ ＋ εＤα

ｘ ｙ
－ － ｆ（ｘ，ｙ－（ｘ － ε）） ≤ ０，

　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １， ｙ－（０，ε） ≥ Ａ（ε）， ｙ－（１，ε） ≥ Ｂ（ε）， （３５）
　 　 ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ－ ＋ εＤα

ｘ ｙ－ － ｆ（ｘ，ｙ
－
（ｘ － ε）） ≥ ０，

　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １， ｙ
－
（０，ε） ≤ Ａ（ε）， ｙ

－
（１，ε） ≤ Ｂ（ε）， （３６）

则分别称 ｙ－ 和 ｙ
－
为问题（１） ～ （３）的上解和下解．

定理 １　 在假设（Ｈ１） ～ （Ｈ３）的条件下， ｙ－（ｘ，ε） 和 ｙ
－
（ｘ，ε） 分别为分数阶奇摄动边值问题

的上解和下解，则问题（１） ～ （３）存在一个解 ｙ（ｘ，ε）， 且有关系式：
　 　 ｙ

－
（ｘ，ε） ≤ ｙ（ｘ，ε） ≤ ｙ－（ｘ，ε） ．

证明　 利用数学归纳法证明定理，先按以下迭代关系式构造函数序列：
　 　 ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙｎ＋１ ＋ εＤα

ｘ ｙｎ＋１ ＝ ｆ（ｘ，ｙｎ（ｘ － ε）），　 　 ｎ ＝ ０，１，…， （３７）
　 　 ｙｎ＋１（０，ε） ＝ Ａ（ε）， ｙｎ＋１（１，ε） ＝ Ｂ（ε），　 　 ｎ ＝ ０，１，…， （３８）
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分别以 ｙ－ ０ ＝ ｙ－ 和 ｙ
－ ０ ＝ ｙ

－
为式（３７）、（３８） 的初始迭代函数，可分别依次构造 ｙ－ ｎ，ｙ－ ｎ，ｎ ＝ ０，１，… ．于

是可得到两个函数列 { ｙ－ ｎ } 和 { ｙ
－ ｎ

} ， 现讨论它们的收敛性态．

设 ｕ－ ｉ ＝ ｙ－ ｉ － ｙ－ ｉ＋１，ｉ ＝ ０，１，… ．因此，当 ｉ ＝ ０ 时，ｕ－ ０ ＝ ｙ－ ０ － ｙ－ １， 由假设（Ｈ２），则有

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ ｕ
－
０ ＋ εＤα

ｘ ｕ
－
０ ＝ ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ
－
０ ＋ εＤα

ｘ ｙ
－
０ － ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ
－
１ － εＤα

ｘ ｙ
－
１ ≤

　 　 　 　 ｆ（ｘ，ｙ－ ０（ｘ － ε）） － ｆ（ｘ，ｙ－ ０（ｘ － ε）） ＝ ０，
　 　 ｕ－ ０ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ｙ－ ０ ｜ ｘ ＝ ０ － ｙ－ １ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｕ－ ０ ｜ ｘ ＝ １ ＝ ｙ－ ０ ｜ ｘ ＝ １ － ｙ－ １ ｜ ｘ ＝ １ ＝ ０．

于是由极值原理［１７］得 ｕ－ ０ ≥ ０，即 ｙ－ ０ ≥ ｙ－ １ ．
假设当 ｉ ＝ ｎ － １ 时，有 ｙ－ ｎ－１ ≥ ｙ－ ｎ， 则

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ ｕ
－
ｎ ＋ εＤα

ｘ ｕ
－
ｎ ＝ ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ
－
ｎ ＋ εＤα

ｘ ｙ
－
ｎ － ε２Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙ
－
ｎ＋１ － εＤα

ｘ ｙ
－
ｎ＋１ ＝

　 　 　 　 ｆ（ｘ，ｙ－ ｎ－１（ｘ － ε）） － ｆ（ｘ，ｙ－ ｎ（ｘ － ε）） ≤
　 　 　 　 － ｃ（ｙ－ ｎ－１（ｘ － ε） － ｙ－ ｎ（ｘ － ε）） ≤ ０，
　 　 ｕ－ ｎ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ｙ－ ｎ ｜ ｘ ＝ ０ － ｙ－ ｎ＋１ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｕ－ ｎ ｜ ｘ ＝ １ ＝ ｙ－ ｎ ｜ ｘ ＝ １ － ｙ－ ｎ＋１ ｜ ｘ ＝ １ ＝ ０．

于是由极值原理得 ｕ－ ｎ ≥ ０，即 ｙ－ ｎ ≥ ｙ－ ｎ＋１ ．因此，由数学归纳法知

　 　 ｙ－ ＝ ｙ－ ０ ≥ ｙ－ １ ≥ … ≥ ｙ－ ｎ ≥ ｙ－ ｎ＋１ ≥ … ．
同样的方法，类似可得

　 　 ｙ
－
＝ ｙ

－ ０ ≤ ｙ
－ １ ≤ … ≤ ｙ

－ ｎ
≤ ｙ

－ ｎ＋１
≤ …，

以及

　 　 ｙ－ ｎ ≥ ｙ
－ ｎ
，　 　 ｎ ＝ ０，１，… ．

通过以上讨论结合 Ａｒｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定理，分数阶时滞奇摄动边值问题（１） ～ （３）有一个解

ｙ（ｘ，ε）， 使得

　 　 ｙ
－
（ｘ，ε） ≤ ｙ（ｘ，ε） ≤ ｙ－（ｘ，ε） ．

定理 １ 证毕．
定理 ２　 在假设（Ｈ１） ～ （Ｈ３）下，分数阶时滞奇摄动边值问题（１） ～ （３）有一个解 ｙ（ｘ，ε），

且具有如下关于 ε 的一致有效的渐近展开式：

　 　 ｙ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ＋ Ｏ（εｎ＋１），

　 　 ０ ＜ ε ≪ １， ０ ≤ ｘ ≤ １． （３９）
证明　 首先构造两个辅助函数 α（ｘ，ε），β（ｘ，ε）， 定义如下：

　 　 α（ｘ，ε） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ － ｒεｎ＋１， （４０）

　 　 β（ｘ，ε） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ＋ ｒεｎ＋１， （４１）

其中 ｒ 为适当大的正常数，将在随后的证明中给出．显然

　 　 α（ｘ，ε） ≤ β（ｘ，ε）， （４２）
且对于足够小的 ε，存在一个正常数 δ１， 使得

　 　 β（０，ε） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

ｘ ＝ ０
εｉ ＋ ｒεｎ＋１ ≥

　 　 　 　 Ａ（ε） － δ１εｎ＋１ ＋ ｒεｎ＋１ ＝ Ａ（ε） ＋ （ ｒ － δ１）εｎ＋１ ．
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故选取 ｒ ＞ δ１， 就可得到

　 　 β（０，ε） ≥ Ａ（ε） ． （４３）
同理，类似可得

　 　 α（０，ε） ≤ Ａ（ε）， α（１，ε） ≤ Ｂ（ε） ≤ β（１，ε） ． （４４）
下面证明

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ β ＋ εＤα
ｘ β － ｆ（ｘ，β（ｘ － ε）） ≤ ０， （４５）

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘα ＋ εＤα
ｘα － ｆ（ｘ，α（ｘ － ε）） ≥ ０． （４６）

仅证明式（４５），类似的方法证明式（４６）．事实上，由假设和式（２２）、（３３），存在一个正常数 δ２，
使得

　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ β ＋ εＤα
ｘ β － ｆ（ｘ，β（ｘ － ε）） ＝

　 　 　 　 ε２Ｄα
ｘＤα

ｘ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 εＤα
ｘ ∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ － ε） ＋ ｚｉ

ｘ － ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － ε － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ － ε） ＋ ｚｉ

ｘ － ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － ε － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ － ε） ＋ ｚｉ

ｘ － ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － ε － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ＋ ｒεｎ＋１æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ｆ（ｘ，ｙ０） ＋ ［Ｄα
ｘ ｙ０ － ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０）（ｙ１ － ｙ′０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ ２
Ｄα

ｘＤα
ｘ ｙｉ －２ ＋ Ｄα

ｘ ｙｉ －１ － ｆ ′ｙ （ｘ，ｙ０） ｙｉ － ｙ′ｉ －１ ＋
ｙ″ｉ －２
２！

－
ｙ‴ｉ －３
３！

＋ … ＋æ

è
ç

é

ë
ê
ê

　 　 　 　 （ － １） ｉ ｙ０
（ ｉ）

１！
ö

ø
÷ － Ｆ ｉ －１

ù

û
ú
ú ε

ｉ ＋ ［Ｄα
τＤα

τ ｚ０ ＋ Ｄα
τ ｚ０ － ｆ（０，ｙ０ ＋ ｚ０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［Ｄα

τＤα
τ ｚｉ ＋ Ｄα

τ ｚｉ － ｆ ′ｙ （０，ｙ０ ＋ ｚ０） ｚｉ ＋ Ｇ ｉ］εｉ ＋

　 　 　 　 ［Ｄα
ηＤα

ηｗ０ ＋ Ｄα
ηｗ０ － ｆ（１，ｙ０ ＋ ｚ０ ＋ ｗ０） ＋ Ｈ０］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［Ｄα

ηＤα
ηｗ ｉ ＋ Ｄα

ηｗ ｉ － ｆ ′ｙ （１，ｙ０ ＋ ｚ０ ＋ ｗ０）ｗ ｉ ＋ Ｈｉ］εｉ ＋

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ － ε） ＋ ｚｉ

ｘ － ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － ε － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç

　 　 　 　 ｆ ｘ，∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ － ε） ＋ ｚｉ

ｘ － ε
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － ε － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ＋ ｒεｎ＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ＋ δ２εｎ＋１ ≤

　 　 　 　 － ｃｒεｎ＋１ ＋ δ２εｎ＋１ ＝ （δ２ － ｃｒ）εｎ＋１ ≤ ０．
上式成立只需要选择足够的 ｒ ＞ δ２ ／ ｃ 即可，所以式（４５）成立，同理可证式（４６）成立．故函数

β（ｘ，ε） 和 α（ｘ，ε） 分别为问题（１） ～ （３）的上解和下解．由定理 １ 知，分数阶非线性时滞奇摄动

边值问题（１） ～ （３）有一个解 ｙ（ｘ，ε）， 且满足关系式：
　 　 α（ｘ，ε） ≤ ｙ（ｘ，ε） ≤ β（ｘ，ε） ．

再由式（４０）、（４１）得式（３９）成立，定理 ２ 证毕．
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４　 结　 　 论

对分数阶时滞奇摄动边值问题（１） ～ （３），在假设（Ｈ１） ～ （Ｈ３）下，构造了问题的外部解和

边界层解，得出了如下的一致有效的形式渐近解：

　 　 ｙ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｙｉ（ｘ） ＋ ｚｉ

ｘ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｗ ｉ

ｘ － １
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ＋ Ｏ（εｎ＋１），

　 　 ０ ＜ ε ≪ １， ０ ≤ ｘ ≤ １．
本文讨论的分数阶时滞奇摄动问题，其时滞变量和小参数都是同一个 ε ．笔者可以继续推

广，研究时滞变量和小参数不同时的问题，也即双参数的分数阶时滞奇摄动问题，这将是笔者

今后努力研究的方向．
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