
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

构造上正交各向异性半球形凸起
凹凸板等效刚度研究

∗

刘　 航，　 杜国君，　 冯　 岩

（燕山大学 建筑工程与力学学院

河北省重型装备与大型结构力学可靠性重点实验室， 河北 秦皇岛 ０６６００４）

摘要：　 根据半球形凹凸板周期性将其划分得到代表性体元结构．首先研究代表性体元的刚度特

性，利用变形等效原理、均质化和刚度组合法得到半球形凹凸板的等效刚度．然后将得到的三个主

向刚度代入四边简支板 Ｎａｖｉｅｒ 解中求解板中心挠度．通过有限元数值模拟解和 Ｎａｖｉｅｒ 解进行对比

分析，从而验证该文得到的主向刚度的准确性．然后讨论了代表性体元的材料尺寸对所得等效刚度

的影响．随着代表性体元边长与凸起半径的比值逐渐增大，所得结果精度越来越高，且等效刚度公

式适用于不同厚度的半球形凹凸板．最后给出了较为简洁的工程应用公式，并给出了凸起半径的近

似取值范围和工程应用算例．
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引　 　 言

周期性波纹板和周期性凹凸板作为正交各向异性板材是由普通基础平板经过冲压和辊压

而制成．周期性波纹板和凹凸板结构因具有良好的高温热稳定性、承载能力、制作工艺简单、良
好的吸能、耐疲劳特性和使用材料成本低等优点在各种工程和生产实际中被广泛的应用［１⁃５］ ．
本文研究的半球形凸起凹凸板是一种典型的凹凸板．近些年对凹凸板的研究工作主要是制作

工艺、形状设计和对凹凸板传热、流动和阻力等特性实验的研究和数值模拟研究［６⁃９］ ．凹凸板作

为一种新型板材，国内外学者对其三个主向的等效刚度研究较少．
正弦波纹板和梯形波纹板可看作是单方向经过辊压而成．早期美国国家航空航天局就对

相关结构进行了实验和理论计算的研究［１０］ ．Ｂｒｉａｓｓｏｕｌｉｓ［１１］和 ＭｃＦａｒｌａｎｄ［１２］对其抗弯刚度进行了

研究．文献［１３］得到了比较精确的圆弧形波纹板的相关表达式．文献［１４］在文献［１１］的基础

上研究了梯形的等效抗弯刚度，但经验证其结果误差较大．文献［１５］基于能量法和均质化理

论，得出了梯形和圆形相关刚度的公式．凹凸板可认为是平板两个方向在垂直平板方向的凸

起．冯岩等［１６⁃１７］从考虑结构惯性矩的角度出发并结合刚度等效方法，给出了方形凸起和梯形凸
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起的等效抗弯公式．
现有文献中对周期性凹凸板结构的研究较少，本文提出一种求解周期性凹凸板结构等效

刚度的方法．首先根据其周期特性得到代表体元结构．因为宏观板结构是由代表性体元结构构

成而且是均匀周期性分布的，所以代表性体元结构的抗弯刚度即是整个宏观板的抗弯刚度．本
文在文献［１１］方法的基础上，引入一个比例系数，推导得到半圆形波纹板的第二主向刚度公

式，并应用积分均质化将其推广到半圆形凸起凹凸板的等效刚度求解中，得到了抗弯刚度的表

达式．最后利用刚度组合的方法得到代表性体元的刚度公式，即整个宏观板的等效刚度公式．
本文提出了一种关于构造上正交各向异性周期性凹凸板的等效刚度求解方法，得到的等效刚

度公式较为精确，可以为工程实际提供理论指导．

１　 半圆弧形凸起板等效刚度

半圆弧形凸起板类似于工程中使用的彩钢板，是一种特殊的波纹板，如图 １ 所示．图中 ａ
为板沿 ｘ 轴方向的板长，ｂ 为板沿 ｙ 轴方向的板长，ｔ 为板厚．虽然板的材料是各向同性的，但是

在构造上属于正交各向异性板．构造上正交各向异性板有三个主向刚度［１８］，分别为 Ｄ１，Ｄ２ 和

Ｄ３ ．其中 Ｄ１，Ｄ２ 为薄板在弹性主向的弯曲刚度， Ｄ３ 为薄板在弹性主向的扭转刚度，三者均称为

主刚度．

图 １　 半圆弧形凸起板

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｅｍｉ⁃ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ

图 ２　 代表性单元形状

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｕｎｉｔ ｓｈａｐｅ

该半圆弧形凸起板在 ｘ 方向周期性分布，选择代表性单元如图 ２ 所示．图中 ｌ 为代表性体元
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在 ｘ 轴方向的长度， ｒ 为凸起半径， ａ１ 为代表性单元两侧平板长度．在半圆弧形凸起板垂直波

纹方向两侧 ｘｏｚ 截面上施加均布的轴力 Ｎｙ 和均布的弯矩 Ｍ， 得到如图 ３ 和图 ４ 所示的受力示

意图．
根据材料力学可知半圆弧形凸起板 ｙ 方向的压缩量 Δｙ 为

　 　 Δｙ ＝ ∫ｂ
０

Ｎｙ

ＥＡ
ｄｙ ＝

Ｎｙｂ
ＥＡ

， （１）

式中 Ｅ 为弹性模量， Ａ 为单位长度截面面积， ｂ 为该板 ｙ 方向长度．

图 ３　 半圆弧形凸起板受均匀轴力示意图 图 ４　 半圆弧形凸起板受均匀弯矩示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ
ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ

由弯矩引起的转角 θ 为

　 　 θ ＝ Ｍｂ
ＥＩ

＝
Δｙ

ｚ
＝
Ｎｙｂ
ＥＡｚ

． （２）

根据式（２）可得轴力 Ｎｙ 的表达式为

　 　 Ｎｙ ＝
ＭＡｚ
Ｉ

． （３）

对于 ｙ 方向的轴力 Ｎｙ 将会引起板截面各个位置不均匀的弯矩，这里为了简化计算将该弯

矩进行均匀化处理，并引入一个比例系数 ｋ ＝ ０．５．从而得到该半圆弧形凸起板 ｘｏｚ 截面各处的

弯矩 Ｍｙ 如下：

　 　 Ｍｙ ＝ Ｍ ＋ １
ｌ
ｋ ∫ｌ

０
Ｎｙｚｄｘ ． （４）

图 ２ 中在一个完整周期 ０ 到 ｌ 上有

　 　 ｚ ＝

０， ０ ≤ ｘ ＜ ｌ
２

－ ｒ，

ｒ２ － ｘ － ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｌ
２

－ ｒ ≤ ｘ ≤ ｌ
２

＋ ｒ，

０， ｌ
２

＋ ｒ ＜ ｘ ＜ ｌ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５）

根据式（１） ～ （５）可得

　 　 Ｍｙ ＝ Ｍ ＋ ＭＡ
ｌＩ
·１

２ ∫
ｌ ／ ２＋ｒ

ｌ ／ ２－ｒ
ｒ２ － ｘ － ｌ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ Ｍ ＋ ２ＭＡｒ３

３ｌＩ
． （６）

对于等效各向异性板 ｘｏｚ截面各处的弯矩Ｍ∗
ｙ 和曲率是均匀且固定的，则等效各向异性板
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的弯矩为

　 　 Ｍ∗
ｙ ＝ ＤＢｙ

θ
ｂ
， （７）

　 　 Ｍｙ ＝ Ｍ∗
ｙ ， （８）

其中 ＤＢｙ 是等效各向异性平板 ｙ 方向的等效刚度，将式（２）、（７）和（８）联立得到半圆弧形凸起

板第二主向等效刚度的表达式为

　 　 ＤＢｙ ＝
Ｅｔ３

１２（１ － μ２）
＋ ２ＥＡｒ３

３ｌ
． （９）

２　 半球形凹凸板等效刚度

２．１　 半球形凹凸板等效抗弯刚度

由图 ５ 可知半球形凸起凹凸板在 ｘ 和 ｙ 方向是周期性分布的，该板可以看成是由半球形

凹凸板代表性体元结构拼接而成，典型单元的等效刚度即是宏观板的等效刚度．所以只需要研

究半球形凹凸板代表性体元的等效刚度即可．现将半球形凹凸板代表性体元分成三部分，如图

６ 所示．图中 ｌ 为代表性体元的边长， Ｒ 为半球形凸起半径．图中 Ａ 和 Ｃ 部分的抗弯刚度 ＤＡ，Ｃ 是

平板的刚度 Ｄ０：

　 　 ＤＡ，Ｃ ＝ Ｄ０ ＝ Ｅｔ３

１２（１ － μ２）
， （１０）

式中 Ｅ 为该板的弹性模量， ｔ 为板厚， μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．
现主要研究 Ｂ 部分的等效抗弯刚度， Ｂ 部分在 ｘ 方向的截面形状如图 ２ 所示，截面半径 ｒ

在 ［０，Ｒ］ 连续变化即可组成 Ｂ 部分的形状．利用积分的思想将 Ｂ 部分的刚度进行均匀化处理

从而得到平均刚度 Ｄ
－

Ｂ 为

　 　 Ｄ
－

Ｂ ＝
２∫Ｒ

０
ＤＢｙｄｒ

２Ｒ
＝ Ｅｔ３

１２（１ － μ２）
＋ ＥｔＲ３

６ｌ
． （１１）

图 ５　 半球形凸起周期性凹凸板形貌 图 ６　 半球形凸起凹凸板代表性体元形状

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ ｓｈａｐｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｕｎｉｔ ｓｈａｐｅ

现使用文献［１７］中提出的等效刚度组合法得到半球形凸起凹凸板在 ｘ 和 ｙ 方向的等效刚

度，即宏观板在 ｘ 和 ｙ 方向的等效刚度 Ｄｘ，ｙ 为
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　 　 １
Ｄｘ，ｙ

＝ ２Ｒ

Ｄ
－

Ｂ ｌ
＋ ｌ － ２Ｒ

Ｄ０ ｌ
． （１２）

２．２　 半球形凹凸板等效抗扭刚度

对于构造正交各向异性板的抗扭刚度的计算， 文献［１９］给出了一个综合抗扭刚度 Ｈ 的

公式：

　 　 Ｈ ＝ Ｄ０ ＋
ＧＪＴｘ

２ｂ１

＋
ＧＪＴｙ

２ａ１
， （１３）

式中 Ｄ０ 由式（１０）给出，即为平板对自身形心轴的刚度， Ｇ 为切变模量， ＪＴｘ，ｂ１（ＪＴｙ，ａ１）为纵肋

（横肋）的抗扭惯性矩和构造间距或翼缘宽度．对于图 ６ 所示半球形凸起凹凸板代表性体元结

构 Ｂ 部分凸起结构的截面，将半球形凸起截面视为肋截面．现求解半球部分等效为相同半径圆

平板时的平均惯性矩．

图 ７　 半球形凸起截面

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｕｎｉｔ ｓｅｃｔｉｏｎ

根据材料力学可得到图 ７ 截面对形心轴的惯性矩为

　 　 Ｉｘｃ ＝ Ｉｘｃ１ － Ｉｘｃ２ ＝ π
８

－ ８
９π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［ ｒ４ － （ ｒ － ｔ） ４］， （１４）

式中 Ｉｘｃ１ 为截面外圆面对形心轴的惯性矩， Ｉｘｃ２ 为截面内圆面对形心轴的惯性矩．
则半球形凸起部分等效为半径为 Ｒ 的圆形平板后的平均惯性矩：

　 　 Ｉ
－

ｘｃ ＝
２ ∫Ｒ

０
Ｉｘｃｄｒ

２Ｒ
． （１５）

将 Ｂ 部分的凸起部分视为肋截面则得到

　 　 Ｉ
－

ｘｃ ＝ ＪＴｘ ＝ ＪＴｙ， （１６）
　 　 ａ１ ＝ ｂ１ ＝ ｌ ． （１７）
将式（１６）、（１７）代入式（１３），得到 Ｂ 部分的等效抗扭刚度 ＨＢ 为

　 　 ＨＢ ＝ Ｄ０ ＋ ２Ｇ
ＪＴｘ

ｌ
． （１８）

本文提出了一个新的刚度组合法，即考虑等效平板单位面积刚度的倒数等于各个部分单

位面积刚度的倒数与面积占比的乘积之和．现将图 ５ 中半球形代表性体元结构看作两部分组

成，即圆形部分和平板去除圆形的部分，则得到该代表性体元结构的等效抗扭刚度为

　 　 １
Ｈ

＝ πＲ２

ＨＢ ｌ２
＋ ｌ２ － πＲ２

Ｄ０ ｌ２
． （１９）
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综上得到半球形凸起凹凸板的三个主向刚度为

　 　

Ｄ１ ＝ Ｄ２ ＝ Ｄｘ，ｙ ＝
１

２Ｒ

Ｄ
－

Ｂ ｌ
＋ ｌ － ２Ｒ

Ｄ０ ｌ

，

Ｄ３ ＝ Ｈ ＝ １
πＲ２

ＨＢ ｌ２
＋ ｌ２ － πＲ２

Ｄ０ ｌ２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２０）

３　 等效刚度有限元验证和工程应用公式

３．１　 静力分析结果验证

为了验证本文半球形凸起凹凸板板三个主向刚度的准确性，应用正交各向异性板的经典

方法求解［１８］ ．考虑四边简支的矩形薄板，假定薄板的弹性主向和边界平行，使用 Ｎａｖｉｅｒ 的二重

三角级数并将其应用到正交各向异性板中，得到四边简支下正交各向异性板的挠度．考虑四边

简支半球形凸起凹凸板，在板的任意一点 （ζ，η） 施加集中力 Ｆ， 则板上某点 （ｘ，ｙ） 的挠度为

　 　 ｗ ＝ ４Ｆ
π２ａｂ∑

∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １

ｓｉｎ ｍπζ
ａ

ｓｉｎ ｎπη
ｂ

Ｄ１
ｍ４

ａ４
＋ ２Ｄ３

ｍ２ｎ２

ａ２ｂ２
＋ Ｄ２

ｎ４

ｂ４

ｓｉｎ ｍπｘ
ａ

ｓｉｎ ｎπｙ
ｂ

． （２１）

选取固定尺寸的代表性体元结构： ｌ ＝ ０．０５ ｍ，Ｒ ＝ ０．０１ ｍ，ｔ ＝ ０．００１ ｍ， 和固定的集中力 Ｆ
＝ １０ Ｎ， 改变宏观板的尺寸即改变代表性体元的数量，ＡＮＳＹＳ 建模和网格划分如图 ８、９ 所示．
所选半球形凸起凹凸板的代表性体元个数分别为：１０×１０，１５×１５，２０×２０，２５×２５，３０×３０．用有限

元模拟结果和本文解析解对比，如图 １０ 所示．经过对比可知随着代表性体元个数的增加挠度

值呈线性增长趋势，且有限元数值模拟解和式（２１）所求挠度基本一致，因此验证了本文的三

个主向刚度的正确性．

图 ８　 代表性体元网格划分 图 ９　 半球形凹凸板模型

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｃｏｎｖｅｘ ｕｎｉｔ ｍｅｓｈｉｎｇ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ ｍｏｄｅｌ

３．２　 结构尺寸参数对等效刚度的影响

由式（２０）可知影响半球形凹凸板三个主向刚度的变量主要有三个，分别为 Ｒ，ｌ 和 ｔ ．现采用

控制变量法分别对三个变量进行讨论，分析其对本文所得刚度的影响．取 Ｒ ＝ ０．００５～０．０１５ ｍ，
ｌ ＝ ０．０３～０．０５ ｍ， ｔ ＝ ０．００１～０．００３ ｍ ．在 ＡＮＳＹＳ 中选取壳单元建模，设模型的弹性模量 Ｅ ＝ ２００
ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．３．建模形状如图 ９ 所示，两个方向均为十个完整周期．在所建模型板

（ ｌ ／ ２，ｌ ／ ２） 处施加 Ｆ ＝ １０ Ｎ 的集中力．将该模型板四边简支，所得到的模拟结果与式（２１）进行
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比较，如表 １～３ 所示．

图 １０　 不同数量代表性体元半球形凹凸板有限元解和本文理论解对比

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅｍｉｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ
ｃｏｎｖｅｘ ｕｎｉｔｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

表 １　 Ｒ 对等效刚度的影响

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｕｎｉｔ ｓｉｚｅ

ｌ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｔ ／ ｍ
ＦＥＭ ｗ１ ／ ｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗ２ ／ ｍ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

０．０５ ０．００５ ０．００１ １．４３１×１０－３ １．４２３×１０－３ ０．５６２
０．０５ ０．００７ ５ ０．００１ １．２９１×１０－３ １．２７９×１０－３ ０．９３９
０．０５ ０．０１ ０．００１ １．１４９×１０－３ １．１３１×１０－３ １．５９
０．０５ ０．０１２ ５ ０．００１ ９．４５×１０－４ ９．７５×１０－４ ３．７７
０．０５ ０．０１５ ０．００１ ７．３９×１０－４ ８．０９×１０－４ ８．６５

表 ２　 ｌ 对等效刚度的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｌ ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｕｎｉｔ ｓｉｚｅ

ｌ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｔ ／ ｍ
ＦＥＭ ｗ１ ／ ｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗ２ ／ ｍ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

０．０３ ０．０１ ０．００１ ２．３１×１０－４ ２．５４×１０－４ ９．０５

０．０３５ ０．０１ ０．００１ ４．０９×１０－４ ４．２５×１０－４ ３．７６

０．０４ ０．０１ ０．００１ ６．１６×１０－４ ６．２８×１０－４ １．９１

０．０４５ ０．０１ ０．００１ ８．７４×１０－４ ８．６３×１０－４ １．２７

０．０５ ０．０１ ０．００１ １．１４９×１０－３ １．１３１×１０－３ １．５９

　 　 由表 １ 可知，本文所求解的等效刚度准确性良好．随着半球形凸起半径 Ｒ 的逐渐增大，其
占代表性体元结构的比重逐渐增大，凸起高度越来越大．这导致代表性体元结构的薄板特性减

弱，厚板特性逐渐明显，因此误差逐渐增大．在等效抗扭刚度中只考虑了半球形凸起的理想惯

性矩，宏观板受力后截面惯性矩发生改变，半径 Ｒ 越大导致代表性体元结构发生扭转程度增

大，这也会引起误差增大．根据表 ２ 的结果可知，随着 ｌ 的逐渐增大，即半球形凸起半径相对于

代表性体元结构尺寸减小，代表性体元的薄板特性明显，利用经典弹性薄板理论求解精度良

好．综合表 １、２ 可知，ＡＮＳＹＳ 数值模拟结果和本文解析解具有一致性，即随着 ｌ ／ Ｒ 逐渐增大，等
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效刚度公式的精度越高．根据表 ３ 可知在不同的板厚下，数值模拟结果和本文解析解保持一

致，误差较小．结果证明了本文等效刚度的准确性．
表 ３　 ｔ 对等效刚度的影响

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔ ｏｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｕｎｉｔ ｓｉｚｅ

ｌ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｔ ／ ｍ
ＦＥＭ ｗ１ ／ ｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗ２ ／ ｍ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

０．０５ ０．０１ ０．００１ ５ ３．５７×１０－４ ３．４１×１０－４ ４．６９

０．０５ ０．０１ ０．００２ １．５５×１０－４ １．４７×１０－４ ５．４４

０．０５ ０．０１ ０．００２ ５ ８．１８×１０－５ ７．７０×１０－５ ６．２３

０．０５ ０．０１ ０．００３ ４．８６×１０－５ ４．５７×１０－５ ６．３４

３．３　 半球形凸起凹凸板等效刚度工程应用公式

为了在工程计算过程中使等效刚度公式方便使用，现对式（２０）进行数学变换，得到

　 　
Ｄｘ，ｙ ＝ ｋ１Ｄ０，
Ｈ ＝ ｋ２Ｄ０，

{ （２２）

　 　

ｋ１ ＝ １

１ － ６Ｒ
３ｌ ＋ πｔγ１

，

ｋ２ ＝ １

γ２
（９π２ － ６４）（Ｒ３ － ２Ｒ２ ｔ ＋ ２Ｒｔ２ － ｔ３）

７２πｌｔ２（１ ＋ μ）
＋ １ － γ２

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２３）

式中 γ１ ＝
Ｖｓｐｈｅｒｅ

Ｖｐｌａｔｅ
，γ２ ＝

Ｓｃｉｒｃｕｌａｒ

Ｓｐｌａｔｅ
．Ｖｓｐｈｅｒｅ 为代表体元中以凸起半径 Ｒ 的半球体积， Ｖｐｌａｔｅ 和 Ｓｐｌａｔｅ 为代表

体元未被冲压或辊压前基础平板的体积和面积， Ｓｃｉｒｃｕｌａｒ 为半球在平板上的投影面积．由式

（２２）、（２３）可得到半球形凹凸板等效刚度关于基础平板等效刚度的表达式，该公式在工程应

用中更能方便快捷地求解半球形凸起凹凸板的等效刚度．

图 １１　 不同 ｌ 时凹凸板等效刚度变化趋势

Ｆｉｇ． １１　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｃｏｎｖｅｘ ｐｌａｔｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｕｎｉｔ ｓｉｚｅｓ ｌ

现选取代表性体元的结构尺寸为 ｔ ＝ ０．００１ ｍ，ｌ ＝ ０．０５，０．０８，０．１ ｍ， 材料参数为 Ｅ ＝ ２００
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ＧＰａ，μ ＝ ０．３．以半球形凸起凹凸板凸起半径 Ｒ 为自变量观察等效抗弯刚度的变化情况，如图

１１ 所示．由图可知，当 ０ ＜ ２Ｒ ＜ （３ ／ ４） ｌ 时，该凹凸板的等效抗弯刚度近似呈线性趋势增加，可
根据工程需要设计半球形凹凸板的结构尺寸．当 （３ ／ ４） ｌ ＜ ２Ｒ ＜ ｌ 时，该凹凸板的等效抗弯刚

度增大显著，在该区域内能有效提高结构的抗弯刚度，以达到更适应工程需要的目的．

４　 算　 　 例

选用板材的材料为退火铝 １０６０，其弹性模量 Ｅ ＝ ６９ ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．３３．应用式（２０）
或式（２３）得到该板的等效刚度，再根据式（１０）得到等效平板的等效弹性模量．选取不同几何

尺寸参数的半球形凸起凹凸板与等效材料正交各向异性平板在不同的边界条件下进行对比．
边界条件和集中力位置分别为：四边固支（板中心载荷）、邻边固支（约束边对角载荷）、一边固

支（约束边对边载荷）、对边简支（板中心载荷）．所选择的边界条件充分考虑了实际工程中板

的约束情况以及弯曲和翘曲变形等．选在 ｘ和 ｙ 方向分别有 ２０ 个代表性体元结构的宏观板，集
中力大小为 Ｆ ＝ ３０ Ｎ， 对于一边固支约束根据节点号将集中力均匀分布在约束边对边．通过本

文所求不同几何尺寸凹凸板在不同边界条件下的变形情况与凹凸板相同边长、边界条件和受

力下的等效平板变形情况对比来验证本文所求等效刚度的正确性和工程应用性，所得结果如

表 ４ 所示．
表 ４　 不同边界下等效平板解和有限元解对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ
ｕｎｉｔ ｓｉｚｅ

ｌ ／ ｍ Ｒ ／ ｍ ｔ ／ ｍ

４⁃ｓｉｄｅ ｆｉｘａｔｉｏｎ
ｗｂ１ ／ ｍ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＦＥＭ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ａｄｊａｃｅｎｔ⁃ｓｉｄｅ ｆｉｘａｔｉｏｎ
ｗｂ２ ／ ｍ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＦＥＭ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

１⁃ｓｉｄｅ ｆｉｘａｔｉｏｎ
ｗｂ３ ／ ｍ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＦＥＭ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

２ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｉｄｅｓ ｗｂ４ ／ ｍ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＦＥＭ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０．０４ ０．０１ ０．００１ ９．４６×１０－３ １．０６３×１０－２ ６．１１２×１０－１ ５．４７７×１０－１ ５．３４１×１０－１ ４．８５２×１０－１ ４．２７×１０－２ ４．６４×１０－２

０．０４５ ０．０１ ０．００１ １．３９７×１０－２ １．４８０×１０－２ ８．１８１×１０－１ ７．５３３×１０－１ ８．４５１×１０－１ ９．２１６×１０－１ ５．７８×１０－２ ６．３４×１０－２

０．０５ ０．０１ ０．００１ １．８１６×１０－２ １．９５５×１０－２ １．０６２ ６ ９．９２６×１０－１ １．１１５ ２ １．２０６ ７．５８×１０－２ ８．２７×１０－２

　 　 根据表 ４ 可知，在不同边界条件下本文求解的等效刚度适用性良好，满足工程需求．即证

明本文所求半球形凸起凹凸板等效刚度的准确性．

５　 结　 　 论

本文提出了一种新的求解周期性正交各向异性板的方法，基于经典弹性理论、材料力学变

形等效原理和积分均质化的思想得到了较为准确的半球形凹凸板等效刚度公式．通过 ＡＮＳＹＳ
有限元模拟结果和 Ｎａｖｉｅｒ 法在正交各向异性板上的挠度理论解进行对比来验证所得三个主

向刚度的准确性．主要得到以下几点结论：
１） 通过不同数量代表性体元半球形凹凸板有限元模拟结果和解析解的对比可知，本文给

出的刚度公式准确性良好，可以适用于不同尺寸的宏观板结构．
２） 半球形凸起凹凸板中随着 ｌ ／ Ｒ的比值减小，等效刚度模型的误差越大．其主要原因是随

着半球形凸起结构所占代表性体元比重增大，即平板所占比重减少导致该代表性体元薄板特

性不再明显．该板在发生变形后抗扭惯性矩发生改变导致误差增大．
３） 在固定材料尺寸下，对于不同板厚的板材，本文的刚度公式准确性良好．
４） 当凸起半径 （３ ／ ４） ｌ ＜ ２Ｒ ＜ ｌ 时，能有效提高半球形凸起凹凸板的等效抗弯刚度．
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