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摘要：　 曲柄摇杆机构是典型的平面四杆体机构，当曲柄为从动件时，存在曲柄与连杆共线的歧运

动位（卡位或死点），难以实现准确的程序化研究．取曲柄为主动件，对矢量投影方程组多次求导和

对角速度多次求导获得了相同的从动件位置角高阶导数．取摇杆为主动件，基于 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则、导
数乘法法则、链式求导法则和矢量方程图解法，获得了 ０ ／ ０ 型不定式的卡位运动学参数，并导出了

计算公式，从而为准确的运动学程序化仿真打下了基础．算例表明，矢量投影方程组的求导与求解

顺序不影响最终结果；在卡位，从动曲柄保持运动的连续性，没有冲击．
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引　 　 言

国际上多刚体系统动力学在机构动力学领域的应用已形成经典理论［１⁃３］，但是曲柄摇杆机

构的歧运动位仍值得研究．当曲柄为从动件体时，在连杆与曲柄共线的位置，由于压力角为 ９０°
而容易出现运动不确定现象，该位置可称为歧运动位．当从动件静止时，如果无论摇杆驱动力

矩多么大也不能令机构运动，则该歧运动位可称为卡位．
卡位也称为死点［１］，与在优化问题设计空间当中的点表示设计方案的概念相一致．自从

１９２５ 年由 Ａｌｔ 提出之后，有解析法研究文献：《四杆急回机构的分析计算》（李克涵． 铁道研究

院运输所， １９８３）、《按 Ｋｒｍｉｎ 综合曲柄摇杆机构的解析法》（蒋学全． 陕西工学院论文，６９ 号）、
《用解析法设计满足 Ｋ、φ、ｒｍｉｎ 要求的曲柄摇杆机构》 （朱建平． 洛阳建材工业专科学校，
１９８５） ［４］等．文献［１］提到 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则求解 ０ ／ ０ 型不定式用于运动歧点运动学参数的被零

除问题，但是没有推导公式，也没有证明不定式类型，其中的习题也没有提及．虽然国外多体动

力学仿真软件已实现商业化，如 ＡＤＡＭＳ、ＲｅｃｕｒＤｙｎ，但是，未见关于卡位运动学参数的计算公

式．可见，卡位的运动学问题还没有解决．该问题阻挡了以曲柄为从动件的程序化运动学研究．
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曲柄摇杆机构在机械领域得到普遍应用，以其作为主机构的机器具有结构简单、可靠性

强、易损件少、操作维修方便等优点，比如游梁式抽油机［５］的主机构．摇杆外伸端带有圆弧形结

构，称为驴头，该圆弧缠绕钢丝绳并悬吊抽油杆柱．悬点对应于摇杆外伸端在上极限位置时抽

油杆柱与该圆弧相切的点，驴头圆弧部分的竖直切线为悬点的运动轨迹．悬点运动是抽油杆柱

系统的运动输入，对冲程损失、出油量、能耗等具有重要的影响，其无冲击准确解是许多课题的

研究基础．
电机的变频驱动技术日新月异，设计摇杆的理想运动规律，反推出曲柄的运动规律，然后

据此提供电机的控制率可获得理想的悬点运动．目前尚存在以下两个问题：

图 １　 机构运动简图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｍｏｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

１） 没有对矢量方程及其从动件运动参数

高阶时间导数的探讨．而高阶时间导数具有重

大的数学意义，对于定性分析机构的运动学和

动力学问题至关重要，可通过矢量方程投影方

程组的求导与求解获得．
２） 机构卡位的运动学参数求取．在该位

置，从动曲柄或滑块与连杆共线，从动件受力

方向与运动方向相互垂直，压力角为 ９０°、传动

角为 ０°．如果处于静止状态，无论多么大的驱

动力都不能驱使其运动．曲柄为主动件的运动

学研究没有卡点，可实现程序化［６］ ．曲柄为从

动件的运动学研究却因卡点而难以实现程序

化．在该位置会因被零除而计算失败．
本文主要针对如图 １ 所示的曲柄摇杆机构（游梁式抽油机主机构）开展研究．

１　 摇杆主动的矢量投影方程组求解

在图 １ 中，以曲柄回转中心为坐标原点，以水平向右和竖直向上分别为两个坐标轴的正方

向，建立 ｘ１Ｏｘ２ 直角坐标系．ｌ１，ｌ２，ｌ３，ｌ４，ｌ５ 分别为曲柄、连杆、摇杆（游梁后臂）、机架、游梁前臂

的长度， θ１，θ２，θ３，θ４，θ５ ＝ θ３ 分别为上述构件体的位置角，即与 ｘ１ 轴正方向的夹角．Ｈ 为摇杆转

动中心距地面的高度， Ｇ 为坐标原点距地面的高度．
取转动副之间的连线为表达各构体姿态的矢量，由坐标原点指向摇杆铰接点为表达固定

体姿态的矢量．根据各构体之间的连接关系，可列出以下矢量方程 （Ｎ ＝ ２）：
　 　 ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３ ＝ ｌ４ ． （１）

矢量方程的各矢量组成封闭的多边形［７］ ．对于 Ｎ 维矢量方程，可由图解法求出 Ｎ 个未知量．
将矢量方程式（１）分别向 ｘ１ 轴和 ｘ２ 轴投影，将已知项都放在等号右边，可得矢量方程投

影的方程组：

　 　
ｌ２ｃｏｓ θ ２ ＋ ｌ１ｃｏｓ θ １ ＝ ｌ４ｃｏｓ θ ４ － ｌ３ｃｏｓ θ ３，
ｌ２ｓｉｎ θ ２ ＋ ｌ１ｓｉｎ θ １ ＝ ｌ４ｓｉｎ θ ４ － ｌ３ｓｉｎ θ ３ ．

{ （２）

将式（２）两式移项，使等号左边均为 θ １ 的三角函数．将两式平方后求和，可根据正、余弦函

数的平方和公式消去 θ ２，从而获得 θ １ 的三角函数方程：
　 　 ２ｌ１（ ｌ４ｃｏｓ θ ４ － ｌ３ｃｏｓ θ ３）ｃｏｓ θ １ ＋ ２ｌ１（ ｌ４ｓｉｎ θ ４ － ｌ３ｓｉｎ θ ３）ｓｉｎ θ １ ＝
　 　 　 　 ｌ２４ ＋ ｌ２３ ＋ ｌ２１ － ｌ２２ － ２ｌ３ ｌ４ｃｏｓ（θ ４ － θ ３）， （３）
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也可消去 θ １ 而获得 θ ２ 的三角函数方程．
在摇杆的两个极限位置，曲柄与连杆在同一条直线上．机架、摇杆及该线段组成三角形，根

据各构体长度，在摇杆的两个极限位置处， θ ３ 为

　 　
θ ３ｍｉｎ ＝ π ＋ ａｒｃｃｏｓ

ｌ２３ ＋ ｌ２４ － （ ｌ２ ＋ ｌ１） ２

２ｌ３ ｌ４
－ （π － θ ４），

θ ３ｍａｘ ＝ π ＋ ａｒｃｃｏｓ
ｌ２３ ＋ ｌ２４ － （ ｌ２ － ｌ１） ２

２ｌ３ ｌ４
－ （π － θ ４） ．

ì

î
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ï
ïï

ï
ïï

（４）

设摇杆按照正弦变化规律摆动，周期为 Ｔ， 即

　 　 θ ３ ＝
θ ３ｍａｘ － θ ３ｍｉｎ

２
ｓｉｎ ２π

Ｔ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

θ ３ｍａｘ ＋ θ ３ｍｉｎ

２
． （５）

根据式（３），由基于谐波合成与分解原理的角度求解方法［８］可得

　 　

θ １ ＝ ａｒｃｓｉｎ［ｓｉｎ（θ ６ ＋ θ １）］ － θ ６，

ｓｉｎ（θ ６ ＋ θ １） ＝
ｌ２４ ＋ ｌ２１ ＋ ｌ２３ － ｌ２２ － ２ｌ３ ｌ４ｃｏｓ（θ ４ － θ ３）

２ｌ１ ｌ２４ ＋ ｌ２３ － ２ｌ４ ｌ３ｃｏｓ（θ ４ － θ ３）
，

ｔａｎ θ ６ ＝
ｓｉｎ θ ６

ｃｏｓ θ ６

＝
ｌ４ｃｏｓ θ ４ － ｌ３ｃｏｓ θ ３

ｌ４ｓｉｎ θ ４ － ｌ３ｓｉｎ θ ３
．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（６）

由于曲柄整周转动，须设定范围．如果 θ １ ＜ ０， 令

　 　 θ １ ＝ θ １ ＋ ２π； （７）
如果 θ １ ＞ ２π， 令

　 　 θ １ ＝ θ １ － ２π ． （８）
设曲柄逆时针转动（正向），根据运动的连续性，如果上一时刻 θ １ 大于式（６）并且不在 ０°

过渡处（两者之差大于 １．５π 除外），则令

　 　 θ １ ＝ π － ａｒｃｓｉｎ［ｓｉｎ（θ ６ ＋ θ １）］ － θ ６ ． （９）
通常， 将式（６）、 （９）全部算出， 然后综合考虑实际情况进行取舍， 以免出现运动不连续

现象．
根据式（２），可得 θ ２ 的正弦、余弦函数的符号与数值，可确定 θ ２ ．
将式（２）对时间求一阶和二阶导数，可得

　 　
θ ２

θ １

é
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ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

θ ３ ｌ３
ｌ２ ｌ１ｓｉｎ（θ ２ － θ １）

－ ｌ１ｓｉｎ（θ ３ － θ １）
ｌ２ｓｉｎ（θ ３ － θ ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１０）

　 　
θ ２

θ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

θ ２
３ ｌ３

－ ｌ２ ｌ１ｓｉｎ（θ ２ － θ １）
ｌ１ｃｏｓ（θ １ － θ ３）
－ ｌ２ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 １
－ ｌ２ ｌ１ｓｉｎ（θ ２ － θ １）

ｌ２ ｌ１ｃｏｓ（θ ２ － θ １）θ ２
２ ＋ ｌ２１θ ２

１

－ ｌ２２θ ２
２ － ｌ２ ｌ１ｃｏｓ（θ ２ － θ １）θ ２

１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 　 　 　
θ ３ ｌ３

－ ｌ２ ｌ１ｓｉｎ（θ ２ － θ １）
ｌ１ｓｉｎ（θ １ － θ ３）
－ ｌ２ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１１）

在摇杆上（右）极限位置， θ１ ＝ θ２，在摇杆下（左）极限位置， θ１ ＝ θ２ ＋ π，机构均处于卡位．
式（１０）、（１１）所示角速度和角加速度的分母为 ０．如果进行程序化运动学参数计算，在该位置

会出现被零除而被迫终止运算的现象．可进行判断延迟而避免，但是，理论性不足．
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（角）位移的高阶导数没有刚体转动动力学方程（Ｅｕｌｅｒ 方程）及平动动力学方程（Ｎｅｗｔｏｎ
第二定律）的支持，通常被研究者忽略．但是，其理论意义和实践价值重大，比如三阶导数（急动

度［９］）在高阶逐步积分法研究当中，往往是希望获取的值；在机床刀具运动规律和凸轮廓线设
计当中，为延缓刀具老化、避免从动件频跳、减小噪声和磨损而要求三阶导数没有突变．

理论上，式（２）可以对时间进行无限次求导而获得从动件位置角的任意阶导数．如果曲柄

为主动件，则进行三阶和四阶求导，可得

　 　
θ
…

２

θ
…

３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ １
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ２ ｌ３ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）
－ ｌ２２

é

ë

ê
ê

ｌ２３
－ ｌ２ ｌ３ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）

ù

û

ú
ú

３θ ２θ ２

３θ ３θ ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

θ ３
２

θ ３
３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

３θ １θ １ ｌ１
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ３ｃｏｓ（θ ３ － θ １）
－ ｌ２ｃｏｓ（θ ２ － θ １）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
（θ ３

１ － θ
…

１） ｌ１
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ３ｓｉｎ（θ ３ － θ １）
－ ｌ２ｓｉｎ（θ ２ － θ １）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１２）

　 　
θ
┉

２

θ
┉

３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ １
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ２ ｌ３ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）
－ ｌ２２

é

ë

ê
ê

ｌ２３
－ ｌ２ ｌ３ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　
４θ

…
２θ ２ ＋ ３θ ２θ ２ － θ ４

２

４θ
…

３θ ３ ＋ ３θ ３θ ３ － θ ４
３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＋ １ ０

０ １
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６θ ２
２θ ２

６θ ２
３θ ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
ｌ１（３θ １θ １ ＋ ４θ １θ

…
１ － θ ４

１）
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ３ｃｏｓ（θ ３ － θ １）
－ ｌ２ｃｏｓ（θ ２ － θ １）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
ｌ１（６θ ２

１θ １ － θ
┉

１）
－ ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ２ － θ ３）

ｌ３ｓｉｎ（θ ３ － θ １）
－ ｌ２ｓｉｎ（θ ２ － θ １）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１３）

如果摇杆为主动件，可得相似的结果．在卡位仍然分母为 ０．

２　 卡位的运动学研究

在图 １ 中，以连杆 ＢＣ为研究对象，取 Ｃ为基点，令 Ｂ相对于 Ｃ的相对速度为 ｖＢＣ，则 Ｂ 点的

速度为

　 　

ｅｑｕａｔｉｏｎ： ｖＢ ＝ ｖＣ ＋ ｖＢＣ，
ｖａｌｕｅ： ？ 　 ０　 ？，
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ： ⊥ ＡＢ　 ⊥ ＣＤ　 ⊥ ＢＣ，

： ①　 ②　 ③．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

从各矢量大小和方向的分析结果看，存在两个未知量，可由矢量方程图解法求取．但是，在
卡位，两个未知量共线（见图 ２），难以求取，只能获得以下关系式：

　 　

ｌ２θ ２ ± ｌ１θ １ ＝ ０，

θ ２ ＝∓
ｌ１
ｌ２

θ １，

θ １ ＝∓
ｌ２
ｌ１

θ ２，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１５）
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式中，±，∓的上符号对应于摇杆上（右）极限的卡位，两者方向相反；下符号对应于摇杆下（左）
极限的卡位，两者方向相同．由瞬心法及其三心定理也可求得上述结果．

图 ２　 卡位的速度矢量方程示意图 图 ３　 卡位的加速度矢量方程示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｅｃｔｏｒ Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｓｔｕｃｋ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｓｔｕｃｋ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

式（１０）系数的分母为 ０，分子也为 ０，属于 ０ ／ ０ 型未定式，可根据 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则将分子和

分母分别求导获得该未定式的值．因此，有

　 　
θ ２

θ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

θ ３ ｌ３
ｌ２ ｌ１ｃｏｓ（θ ２ － θ １）（θ ２ － θ １）

－ ｌ１ｓｉｎ（θ ３ － θ １）
ｌ２ｓｉｎ（θ ３ － θ ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
θ ３ ｌ３

ｌ２ ｌ１ｃｏｓ（θ ２ － θ １）（θ ２ － θ １）

－ ｌ１ｃｏｓ（θ ３ － θ １）（θ ３ － θ １）
ｌ２ｃｏｓ（θ ３ － θ ２）（θ ３ － θ ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１６）

由于 θ ３ ＝ ０，上式的第二项为 ０．将式（１５）代入式（１６），在摇杆上（右）、下（左）极限所对应

的卡位：

　 　
θ ２ ＝ ∓

±
－ ｌ１ ｌ３ｓｉｎ（θ ３ － θ １）θ ３

ｌ２（ ｌ１ ∓ ｌ２）ｃｏｓ（θ ２ － θ １）θ ２

，

θ １ ＝ ±
ｌ２ ｌ３ｓｉｎ（θ ３ － θ ２）θ ３

ｌ１（∓ ｌ１ － ｌ２）ｃｏｓ（θ ２ － θ １）
．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１７）

根据运动的连续性或沿切向的力学分析，如果曲柄逆时针运动，则二次根号外取上面的符

号；如果对应于摇杆上（右）极限，则二次根号内取上面的符号．
令 Ｂ 相对于 Ｃ 的相对加速度为 ａＢＣ，则 Ｂ 点的加速度为

　 　

ｅｑｕａｔｉｏｎ： ａＢ ＝ ａＣ ＋ ａＢＣ ＝ ａτ
Ｂ ＋ ａｎ

Ｂ ＝ ａτ
Ｃ ＋ ａｎ

Ｃ ＋ ａτ
ＢＣ ＋ ａｎ

ＢＣ，
ｖａｌｕｅ： ？ 　 √　 √　 　 ０　 　 ？ 　 √ ，
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ： √　 √　 √　 　 √　 √　 √，

： ①　 ②　 ③　 　 ④　 ⑤　 ⑥．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１８）

从各矢量的大小和方向分析结果看，存在两个未知量．在卡位，两个未知量共线（见图 ３），
难以用矢量方程图解法求出．

根据垂直于连杆方向的分量之和为 ０，可得

　 　 ｌ１θ １ ＋ ｌ２θ ２ ＝ ｌ３θ ３ｓｉｎ（θ ３ － θ ２ － ９０°） ． （１９）
由图 ３ 可知，在卡位，式（１１）的分子恰好为矢量②、③、④、⑥在连杆长度方向上的投影之

和，为 ０．式（１１）为 ０ ／ ０ 型的未定式，可由 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则求值，得
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θ １

θ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １
－ ４ｌ１ ｌ２θ １θ ２ ＋ ｌ１ ｌ２ｃｏｓ２（θ ２ － θ １） ３θ １ － θ ２( ) ３θ ２ － θ １( )

×

　 　 　 　
２ｌ２θ ２ ｌ２ｃｏｓ（θ ２ － θ １） ３θ ２ － θ １( )

－ ｌ１ｃｏｓ（θ ２ － θ １） ３θ １ － θ ２( ) － ２ｌ１θ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　
－ ｌ３ｃｏｓ（θ １ － θ ３）θ １θ ３

ｌ３ｃｏｓ（θ ２ － θ ３）θ ２θ ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

令曲柄逆时针转动，摇杆上（右）、下（左）极限所对应卡位的 θ １ 和 θ ２ 分别为

　 　
θ １

θ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

θ ３ ｌ３ｃｏｓ（θ １ － θ ３）
－ ３ｌ１ ｌ２ θ ２ － θ １( ) ２

－ ３ｌ２θ １θ ２ ＋ ３ｌ２θ ２θ ２ － ｌ２θ ２θ ３ ＋ ｌ２θ １θ ３

＋ ３ｌ１θ １θ １ － ３ｌ１θ １θ ２ － ｌ１θ １θ ３ ＋ ｌ１θ ２θ ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２０）

　 　
θ １

θ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

θ ３ ｌ３ｃｏｓ（θ １ － θ ３）
－ ３ｌ１ ｌ２ θ ２ － θ １( ) ２

－ ３ｌ２θ １θ ２ ＋ ３ｌ２θ ２θ ２ － ｌ２θ ２θ ３ ＋ ｌ２θ １θ ３

－ ３ｌ１θ １θ １ ＋ ３ｌ１θ １θ ２ ＋ ｌ１θ １θ ３ － ｌ１θ ２θ ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２１）

３　 程序化计算机仿真

３．１　 结构参数及仿真参数

针对图 １ 所示的曲柄摇杆机构，设相关参数如表 １ 所示．
表 １　 结构参数和仿真参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｌ１ ／ ｍ ｌ２ ／ ｍ ｌ３ ／ ｍ ｌ４ ／ ｍ ｌ５ ／ ｍ

ｖａｌｕｅ ０．８６ ３．４３ ３．０３ ４．２８ ３．５３

ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｈ ／ ｍ Ｇ ／ ｍ ｔ ／ ｓ ΔＴ ／ ｓ Ｔ ／ ｓ

ｖａｌｕｅ ５．９８ ２．４７ ２０ ０．０１ １５

图 ４　 曲柄匀速转动的连杆和摇杆位置角的三、四阶导数

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ ａｎｄ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｎｇｕｌａｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ａｎｄ ｒｏｃｋｅｒ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｎｋ

３．２　 曲柄匀速转动的从动件位置角高阶导数

取 θ １ ＝ ０ 为初始位置，则
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　 　 θ １ ＝ ２π
Ｔ

＝ ２π
１５

＝ ０．４１８ ８８ ｒａｄ ／ ｓ ． （２２）

从动连杆和摇杆位置角的三、四阶导数如图 ４ 所示．实线为从动摇杆的参数，虚线为从动

连杆的参数．经验算，上述结果满足矢量投影方程组的各阶导数式．
３．３　 摇杆为主动件的仿真结果

取摇杆的运动规律为式（５），曲柄和连杆的运动规律分别如图 ５ 所示．

图 ５　 摇杆正弦规律摆动的从动连杆和曲柄运动规律

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｒｕｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｉｖｅｎ ｒｏｄ ａｎｄ ｃｒａｎｋ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｓｗｉｎｇ ｒｏｃｋｅｒ

在 ３．７５， １１．２５， １８．７５ ｓ，机构出现卡位， θ １ 分别为 １．４５７ ３， ４．５４８ ３， １．４５７ ３ ｒａｄ； θ １ 分别

为 ０．３６５ ４４，０．４８５ ２０，０．３６５ ４４ ｒａｄ ／ ｓ； θ １ 分别为－０．０１２ ７７４，－０．００９ ７２８ ２，－０．０１２ ７７４ ｒａｄ ／ ｓ２，
运动参数平滑过渡，没有突变．

从动件的运动明显不是简谐运动，从动曲柄的角加速度出现多个峰值．

４　 结　 　 论

１） 本文所用数学知识主要有矢量投影、矢量方程、链式求导法则、导数的乘法法则、Ｌ’
Ｈｏｐｉｔａｌ 法则、三角函数关系式等．对矢量投影方程组多次求导获得了位置角高阶导数．经检验，
方程组求导与求解的顺序不影响最终结果，先求导后求解与先求解后求导的结果一样．

２） 基于 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则求 ０ ／ ０ 未定式极限的卡位运动学参数求解方法，可使曲柄从动件

的机构运动学和动力学计算机仿真算法的程序化研究顺利开展．
３） 在曲柄从动件连续运动的过程中，虽然存在卡点位置，但是卡点不卡，没有速度和加速

度突变现象，既没有刚性冲击也没有柔性冲击．该结论可解释两个现象．以曲柄滑块机构为主

机构的内燃机虽然主动件滑块的往复运动具有惯性力较大、给机构造成的冲击明显等恶劣的

动力学特性，但是仍获得了广泛的应用［１０］ ．作为功率传递零件，从动曲柄轴和偏心轮获得了广

泛的应用．

３７３基于卡位分析的曲柄摇杆机构运动学程序化研究



４） 在卡位处，本文根据运动连续性确定下一时刻的位置．如果恰好从动曲柄的角速度为

０，则需要根据受力情况分析．如果在运动过程当中考虑摩擦力［１１⁃１２］的作用，则卡位之后的运动

将更加复杂．即使从动曲柄的角速度不为 ０，外力也有可能给从动件造成刚性冲击而改变其运

动方向．

致谢　 本文作者衷心感谢中国石油大学胜利学院教学改革研究基金（ＪＧ２０１７２５）对本文
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