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摘要：　 研究了一类非线性三阶微分方程边值问题解的存在唯一性．首先分析了近年来国内外三阶

微分方程边值问题的研究成果，提出了边值条件中含非线性函数的非线性三阶微分方程边值问题．
然后寻找相关线性问题的解决途径， 利用 Ｂａｎａｃｈ 不动点定理， 证明了提出的边值问题存在唯一

解．最后，举例阐述了主要结果的应用．
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引　 　 言

高阶非线性微分方程在数学物理、工程数学、生态数学、物理化学等学科中都有很广泛的

应用．例如，描述控制论中的电气系统、流体力学中的流体流动以及电磁波的传播等一些实际

应用领域中都有其重要的研究成果［１⁃１９］ ．非线性三阶微分方程边值问题已成为近年来的研究

热点［４⁃１７］ ．
文献［６］研究了非线性两点边值问题：

　 　
ｕ‴（ ｔ） ＝ λａ（ ｔ） ｆ（ｕ（ ｔ））， ０ ＜ ｔ ＜ １，
αｕ′（０） － βｕ″（０） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ｕ′（１） ＝ ０ ．{

通过使用 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌ’ｓｋｉｉ 锥拉伸与压缩不动点定理，确定了该边值问题正解的存在性和非存在

性的一些结论．
文献［７］考虑了

　 　
ｕ‴（ ｔ） ＋ λａ（ ｔ） ｆ（ｕ（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ｕ″（１） ＝ ０ ．{

通过使用 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌ’ｓｋｉｉ 锥拉伸与压缩不动点定理，得到了该边值问题单独一个正解和多

个正解的存在性．

６１２

应用数学和力学，第 ４１ 卷 第 ２ 期
２０２０ 年 ２ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．１，２０２０

∗ 收稿日期：　 ２０１９⁃０５⁃０６； 修订日期：　 ２０１９⁃０５⁃１０
基金项目：　 安徽省高校自然科学研究项目（ＫＪ２０１７Ａ７０２；ＫＪ２０１９Ａ１３００；ＫＪ２０１９Ａ１３０３）
作者简介：　 杨景保（１９６８—），男，教授，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｊｂｙａｎｇ１＠ １２６．ｃｏｍ）；

莫嘉琪（１９３７—），男，教授（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｍｏｊｉａｑｉ＠ ｍａｉｌ．ａｈｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．
引用格式：　 杨景保， 莫嘉琪． 一类非线性三阶微分方程边值问题解的存在唯一性［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０２０， ４１（２）： ２１６⁃２２２．



文献［１７］研究了非线性三点边值问题：

　 　
ｕ‴（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＝ ０， ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ′（０） ＝ ｕ″（０）， ｕ（１） ＝ αｕ（η）， α ∈ （０，１）， η ∈ （０，１） ．{

应用不动点指数理论得到了该边值问题正解的存在性准则．
Ｍｏ 和 Ｙａｎｇ 等也应用泛函分析、奇摄动、微分不等式讨论了一些大气物理、生物数学、理论

物理、传染病传播等实际问题中的非线性微分方程的定性理论和定量方法的数学模型［２０⁃３３］ ．
本文讨论如下三阶非线性微分方程：
　 　 ｗ‴（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｗ（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ｔ ∈ （０，１） ． （１）

其满足边值条件

　 　 ｗ（０） ＝ ｗ′（０） ＝ ０， ｗ″（１） ＝ ｇ（ｗ（１）） （２）
的非线性边界值问题，其中 ｆ ∈ Ｃ（（０，１） × Ｒ → Ｒ），ｇ 是关于其变量的光滑函数．利用 Ｂａｎａｃｈ
不动点定理证明了边值问题（１）和（２）解的存在唯一性．

１　 引　 　 理

设 Ｅ ＝ Ｃ［０，１］ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间，定义其范数是 ‖ｗ‖ ＝ ｍａｘｔ∈［０，１］ ｗ（ ｔ） ．
引理 １　 设 ｗ，ｈ ∈ Ｅ，α ∈ Ｒ， 则边值问题

　 　
ｗ‴（ ｔ） ＋ ｈ（ ｔ） ＝ ０， ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｗ（０） ＝ ｗ′（０） ＝ ０， ｗ″（１） ＝ α{ （３）

有唯一解：

　 　 ｗ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ １

２
αｔ２，　 　 ｔ ∈ ［０，１］，

其中

　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ＝

１
２
（２ｔｓ － ｓ２）， ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤ １，

１
２

ｔ２， ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

证明　 设

　 　 ｗ（ ｔ） ＝ － ∫ｔ
０

１
２

（ ｔ － ｓ） ２ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ Ａｔ２， （４）

其中 Ａ 表示一个常数．对式（４）两边分别求导， 得到

　 　 ｗ′（ ｔ） ＝ － ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ）ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ ２Ａｔ ． （５）

由式（４）和（５）可知， 显然 ｗ（０） ＝ ｗ′（０） ＝ ０ 成立．对式（５）两边求导得

　 　
ｗ″（ ｔ） ＝ － ∫ｔ

０
ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ ２Ａ，

ｗ″（１） ＝ － ∫１
０
ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ ２Ａ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

于是

　 　 Ａ ＝ １
２

α ＋ １
２ ∫

１

０
ｈ（ ｓ）ｄｓ ．

因此得到

７１２杨　 　 景　 　 保　 　 　 莫　 　 嘉　 　 琪



　 　 ｗ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０

１
２
（２ｔｓ － ｓ２）ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫１

ｔ

１
２

ｔ２ｈ（ ｓ）ｄｓ ＋ １
２

αｔ２，　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ． （６）

引理证毕．
在式（６）中，用 ｆ（ ｓ，ｗ（ ｓ）） 代替 ｈ（ ｓ） ，用 ｇ（ｗ（１）） 代替 α ，可以得到

　 　 ｗ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｗ（ ｓ））ｄｓ ＋ １

２
ｇ（ｗ（１）） ｔ２，　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｗ ∈ Ｅ ．

定义积分算子 Ｔ：

　 　 （Ｔｗ）（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｗ（ ｓ））ｄｓ ＋ １

２
ｇ（ｗ（１）） ｔ２，　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｗ ∈ Ｅ， （７）

其中

　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ＝

１
２
（２ｔｓ － ｓ２）， ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤ １，

１
２

ｔ２， ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

显然求边值问题（１）和（２）的解等价于寻求算子 Ｔ 在空间 Ｅ 中的不动点 ｗ０， 使得

　 　 Ｔｗ０ ＝ ｗ０，　 　 ｗ０ ∈ Ｅ ．
现有如下引理：
引理 ２［１９］（Ｂａｎａｃｈ 不动点定理）　 设 Ｘ 是一个非空的度量空间，若 Ｘ 是完备的度量空间，

且 Ｘ → Ｘ 是一个压缩映像，则 Ｔ 在 Ｘ 中有一个不动点．

２　 主 要 结 论

定理 １　 设函数 ｆ（ ｔ，ｗ） 是一个满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件的函数， 即存在正常数 Ｌ１， 使得

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｗ） － ｆ（ ｔ，ｖ） ｜ ≤ Ｌ１ ｜ ｗ － ｖ ｜ ，　 　 ｗ，ｖ ∈ Ｅ， （８）
且函数 ｇ 也是一个 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数，即存在正常数 Ｌ２， 使得

　 　 ｜ ｇ（ｗ） － ｇ（ｖ） ｜ ≤ Ｌ２ ｜ ｗ － ｖ ｜ ，　 　 ｗ，ｖ ∈ Ｅ ． （９）
设

　 　 β １
３

Ｌ１ ＋ １
２

Ｌ２ ＜ １， （１０）

则边值问题（１）和（２）存在唯一解．
证明　 显然 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｅ 是一个完备的度量空间．由式（７）和引理 １ 知，Ｔ： Ｅ → Ｅ ．仅需

证明 Ｔ 是一个压缩映像．事实上，不难得到

　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄｓ ≤ １

３
． （１１）

对于 ｗ，ｖ ∈ Ｅ，ｔ ∈ ［０，１］， 由式（７） ～ （９）和（１１）可得

　 　 （Ｔｗ － Ｔｖ）（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｗ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｄｓ ＋ ｔ２

２
ｇ（ｗ（１）） － ｇ（ｖ（１）） ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）Ｌ１ ｗ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｄｓ ＋ １

２
Ｌ２ ｗ（１） － ｖ（１） ≤

　 　 　 　 Ｌ１‖ｗ － ｖ‖ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄｓ ＋ １

２
Ｌ２‖ｗ － ｖ‖ ≤
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　 　 　 　 １
３

Ｌ１ ＋ １
２

Ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ － ｖ‖ ．

再由假设（１０）有
　 　 ‖Ｔｗ － Ｔｖ‖ ≤ β‖ｗ － ｖ‖，

其中 ０ ＜ β ＜ １．于是算子 Ｔ 是一个压缩映像．由引理 ２ 可知，算子 Ｔ 在空间 Ｅ中有唯一不动点，
即边值问题（１）和（２）在空间 Ｅ 中有唯一解．

由式（７）和定理 １， 可确定一个迭代程序：

　 　 ｗｋ＋１（ ｔ） ＝ ∫１
０
（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｗｋ（ ｓ））ｄｓ ＋

１
２

ｇ（ｗｋ（１）） ｔ２，　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｗｋ，ｗｋ＋１ ∈ Ｅ，

从而可求非线性边值问题（１）和（２）的唯一解．
定理 ２　 设函数 ｆ（ ｓ，ｗ） 是一个连续函数，关于 ｗ 的偏导存在且有界，且函数 ｇ 满足 Ｌｉｐｓ⁃

ｃｈｉｔｚ 条件，即存在常数 Ｌ３ 使得

　 　 ｇ（ｗ） － ｇ（ｖ） ≤ Ｌ３ ｗ － ｖ ，
取

　 　 γ
Ｄｆ

３
＋
Ｌ３

２
＜ １， （１２）

其中

　 　 Ｄｆ ｍａｘ
［０，１］ ×Ｒ

∂ｆ
∂ｗ

， （１３）

则边值问题（１）和（２）存在唯一解．
证明　 类似于定理 １ 的证明，仅需证明算子 Ｔ 是一个压缩映像．根据式（７）、（１１） ～ （１３），

对于 ｗ，ｖ ∈ Ｅ，ｔ ∈ ［０，１］， 可得

　 　 （Ｔｗ － Ｔｖ）（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｗ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｖ（ ｓ）） ｄｓ ＋ ｔ２

２
ｇ（ｗ（１）） － ｇ（ｖ（１）） ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）Ｄｆ ｗ（ ｓ） － ｖ（ ｓ） ｄｓ ＋ １

２
Ｌ３ ｗ（１） － ｖ（１） ≤

　 　 　 　 Ｄｆ‖ｗ － ｖ‖ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄｓ ＋ １

２
Ｌ３‖ｗ － ｖ‖ ≤

　 　 　 　 １
３

Ｄｆ ＋
１
２

Ｌ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｗ － ｖ‖ ≤ γ‖ｗ － ｖ‖ ．

故

　 　 ‖Ｔｗ － Ｔｖ‖ ≤ γ‖ｗ － ｖ‖，
其中 ０ ＜ γ ＜ １．即算子 Ｔ 是一个压缩映像．由引理 ２ 可知，算子 Ｔ 在空间 Ｅ 中有唯一不动点．即
边值问题（１）和（２）在空间 Ｅ 中有唯一解．

３　 举　 　 例

例　 设 ｗ（ ｔ） 表示流体随时间变化的流速， ｗ′（ ｔ），ｗ″（ ｔ） 和 ｗ‴（ ｔ） 分别表示流体在时间 ｔ
时的隅角、弯矩和剪切力．函数 ｗ（ ｔ） 在 ｔ ＝ １ 处的弯矩为 ｓｉｎ ｗ ．这时边值问题（１）和（２）为如下

三阶非线性微分方程边值问题：
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ｗ‴（ ｔ） ＋ １

５
ｔ２ｃｏｓ ｗ（ ｔ） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｗ（０） ＝ ｗ′（０） ＝ ０， ｗ″（１） ＝ １
８

ｓｉｎ ｗ（１） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

由定理 １，边值问题（１４）存在唯一解．通过迭代方法， 可以得到唯一流速解满足

　 　 ｗ（ ｔ） ＝ － １
３００

ｔ５ｃｏｓ ｗ（ ｔ） ＋ １
３０

ｔ２ｃｏｓ ｗ（ ｔ） ＋ １
１６

ｔ２ｓｉｎ（ｗ（ ｔ）），　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．

４　 总　 　 结

本文研究了非线性三阶微分方程边值问题，提出了适当的假设条件，利用 Ｂａｎａｃｈ 不动点

定理确定了边值问题存在唯一解的两个充分条件，并给出了求解的迭代程序式．对于更弱的条

件将有待进一步深入探讨．
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