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摘要：　 建立并求解了弹性介质中圆柱壳的径向位移控制方程，考虑边界条件及相容条件，得到了

应力波传播及反射过程中圆柱壳的动力屈曲分叉条件．通过计算得到了不同时间段屈曲临界载荷

与应力波波阵面到达圆柱壳的位置、弹性介质的刚度、壳体未嵌入弹性介质部分的长度与总长之

比的关系．数值计算结果表明，弹性介质中的圆柱壳发生轴对称屈曲和非轴对称屈曲趋势一致；嵌
入弹性介质部分越深、弹性介质刚度越大圆柱壳越难屈曲；屈曲临界载荷随着弹性介质刚度的增

大经历了增长缓慢、增长迅速以及增长较慢 ３ 个阶段；应力波反射前波阵面通过分界面后，屈曲仅

发生在应力波传播区域，反射波波阵面通过分界面前，临界载荷较小时屈曲先发生在反射端部，随
着轴向阶数增大，屈曲覆盖整个圆柱壳区域，反射波波阵面通过分界面后，壳体发生的屈曲始终覆

盖整个圆柱壳区域．
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引　 　 言

圆柱壳结构是一种重要的承载构件，其在冲击载荷作用下的动力屈曲一直是研究的热点

问题之一，国内外学者对受轴向冲击弹性圆柱壳的动力屈曲进行了大量研究．黄承义等［１］根据

实验结果，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法分析了有限长薄圆柱壳在余弦冲击载荷作用下的弹性脉冲动力

屈曲．沈惠申［２］计及壳体非线性前屈曲变形和初始几何缺陷，研究了湿热环境对复合材料层合

圆柱薄壳在轴向压缩作用下屈曲和后屈曲行为的影响．顾红军等［３］、张善元等［４］对薄壁圆柱壳

的轴向动力屈曲进行了实验与理论研究，分析了轴向冲击下薄壁圆柱壳的屈曲行为．徐新生

等［５⁃６］研究了半无限长弹性圆柱壳的屈曲机理，并发现轴向应力波的传播和反射对屈曲起着重

要作用．Ｋａｒａｇｉｏｚｏｖａ 等［７⁃８］基于轴向冲击产生的应力波效应，研究了圆柱壳的动态塑性屈曲及

动态渐进屈曲现象，并通过实验研究了冲击速度和材料特性对动态屈曲响应的影响．马建青

等［９］考虑轴向、扭转耦合应力波在圆柱壳中的传播，对弹性长圆柱壳动态屈曲问题进行了探

讨．桂夷斐等［１０］对阶梯圆柱壳在轴向冲击载荷作用下的屈曲进行了研究，考虑到应力波的传
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播、反射以及在分界面处的反射和透射，分析了波传播时间以及结构几何特性对屈曲临界载荷

的影响．几种不同支承条件下圆柱壳的屈曲特点也被许多学者讨论［１１⁃１２］ ．Ｔｏｖｓｔｉｋ 等［１３］ 为了得

到能预测不同端部支承条件下的临界载荷以及屈曲模态的近似表达式，采用渐进法进行了大

量的屈曲分析．Ｗａｎｇ 等［１４］ 和 Ｚｈａｎｇ 等［１５］ 采用波传播方法来预测具有不同边界条件的有限长

度圆柱壳的特性．王颖泽等［１６］针对包含有界边界的轴对称结构受热冲击作用的广义热弹性问

题进行了研究分析，得到了有限厚度圆柱壳热冲击问题的广义热弹性解．
工程实践中，弹性介质中的圆柱壳有着广泛的应用，土木建筑等领域经常遇到弹性地基中

的圆柱壳型构件，理想的约束环境很难准确地描述其连接特征．考虑圆柱壳的弹性约束环境，
引入径向弹簧来模拟弹性介质，通过调节径向弹簧的刚度值，可以很好地模拟圆柱壳型构件的

环境特征．本文在前人研究圆柱壳的基础上，通过调节径向弹簧的刚度模拟弹性介质的刚度变

化，讨论圆柱壳在弹性介质中的动力屈曲．研究在轴向阶跃载荷作用下应力波传播及反射对弹

性介质中的圆柱壳动力屈曲的影响，将圆柱壳分成两段，如图 １ 所示，分界面将圆柱壳分成两

个区域，设未嵌入弹性介质中的圆柱壳部分为区域Ⅰ，嵌入弹性介质中的圆柱壳部分为区域

Ⅱ，分别进行建模并求解．考虑边界条件和相容条件，求得相应的屈曲分叉条件．计算分析弹性

介质中的圆柱壳临界屈曲载荷与应力波波阵面到达圆柱壳的位置、径向刚度、壳体未嵌入弹性

介质部分的长度与总长之比（以下简称长度比例）的关系．

图 １　 弹性介质中的圆柱壳

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ

１　 控制方程及求解

如图 １ 所示为弹性介质中的圆柱壳，总长为 Ｌ， 壁厚为 ｈ， 中面半径为 ｒ， 弹性模量为 Ｅ，
Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ν ．建立柱坐标系， ｘ，θ，ｚ 分别表示轴向、周向和径向坐标， ｗ 表示壳体中面上的点

沿 ｚ 轴方向的位移．区域Ⅰ所在的壳体部分长为 Ｌ１， 径向弹簧刚度为 ｋ，Ｐｗ ＝ ｋｗ， 表示轴向单位

长度上的径向作用力．根据弹性圆柱壳屈曲的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，分别建立圆柱壳区域Ⅰ、Ⅱ
的径向位移控制方程［１７］如式（１）、（２）所示：

　 　 Ｄ ∂４ｗ
∂ｘ４

＋ Ｎｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｅｈ
ｒ２

ｗ ＋ Ｄ
ｒ４

∂４ｗ
∂θ４

＋ ２Ｄ
ｒ２

∂４ｗ
∂ｘ２∂θ２

＝ ０， （１）

　 　 Ｄ ∂４ｗ
∂ｘ４

＋ Ｎｘ
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ Ｅｈ
ｒ２

ｗ ＋ Ｄ
ｒ４

∂４ｗ
∂θ４

＋ ２Ｄ
ｒ２

∂４ｗ
∂ｘ２∂θ２

＋ Ｐｗ ＝ ０， （２）

其中 Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ （１２（１ － ν２）），Ｎｘ 是圆柱壳所受轴向载荷，壳体端部受轴向阶跃载荷冲击时，圆
柱壳中应力波以纵波的形式传播，应力波传播波阵面位置 ｘｅ， 反射波波阵面位置 ｘｒ，ｃｅ 为波速．
本文主要讨论弹性介质中的圆柱壳受轴向冲击后，应力波从冲击端传播到固定端，并经固定端

反射回冲击端的情况．对于理想弹性圆柱壳应力波传播和反射过程中，轴向力可描述为
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Ｎ， ０ ≤ ｔ ＜ Ｌ ／ ｃｅ， ０ ≤ ｘ ≤ ｘｅ，
０， ｘｅ ＜ ｘ ≤ Ｌ，
Ｎ， Ｌ ／ ｃｅ ≤ ｔ ≤ ２Ｌ ／ ｃｅ， ０ ≤ ｘ ≤ ｘｒ，
２Ｎ， ｘｒ ＜ ｘ ≤ Ｌ ．
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（３）

对于区域Ⅰ，令Ｗ ＝ｗ ／ ｒ，Ｘ ＝ ｘ ／ ｒ，Ｔ ＝ ｃｅ ｔ ／ ｒ，Ｐ ＝Ｎｘ ／ （Ｅｈ），ξ２ ＝ ｈ２ ／ （３ｒ２（１ － ν２）），代入式（１）
可将其无量纲化为如下形式：

　 　 ξ２

４
∂４Ｗ
∂Ｘ４

＋ Ｐ ∂２Ｗ
∂Ｘ２

＋ Ｗ ＋ ξ２

４
∂４Ｗ
∂θ４

＋ ξ２

２
∂４Ｗ

∂Ｘ２∂θ２
＝ ０． （４）

令

　 　 Ｗ（Ｘ，θ，Ｔ） ＝ Φ（Ｘ，Ｔ）Ψ（θ，Ｔ）， （５）
考虑函数 Ψ（θ，Ｔ） 的边界连续条件 （θ ＝ ０ 和 θ ＝ ２π） 有

　 　
Ψ（０，Ｔ） ＝ Ψ（２π，Ｔ）， ∂

∂θ
Ψ（０，Ｔ） ＝ ∂

∂θ
Ψ（２π，Ｔ），

∂２

∂θ２ Ψ（０，Ｔ） ＝ ∂２

∂θ２ Ψ（２π，Ｔ）， ∂３

∂θ３ Ψ（０，Ｔ） ＝ ∂３

∂θ３ Ψ（２π，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

求出满足式（６）的 Ψ（θ，Ｔ） 的通解为

　 　 Ψ（θ，Ｔ） ＝ ｅ１ｃｏｓ（η１θ） ＋ ｅ２ｓｉｎ（η１θ）， （７）

其中 η１ ＝ （２ ｕ１ ／ ξ） １ ／ ２，ｕ１ ＝ ξ２ｎ４ ／ ４（ｎ ＝ ０，１，２，…），ｅｋ ＝ ｅｋ（Ｔ）（ｋ ＝ １，２） ．ｎ 为屈曲对应的环向

波数，即屈曲阶数， ｎ ＝ ０ 表示圆柱壳屈曲环向截面形状为圆形，即轴对称屈曲； ｎ 为其他值 （ｎ
＝ １，２，…） 表示非轴对称屈曲，对应的圆柱壳屈曲环向截面形状为三角形或其他多边形形状，
而非圆形．将式（５）和式（７）代入式（４），得到关于 Φ（Ｘ，Ｔ） 满足的方程为

　 　 ξ２

４
∂４Φ
∂Ｘ４

＋ （Ｐ － ｕ１ ξ）
∂２Φ
∂Ｘ２

＋ （１ ＋ ｕ１）Φ ＝ ０． （８）

对于区域Ⅱ，令 Ｗ ＝ ｗ ／ ｒ，Ｘ ＝ ｘ ／ ｒ，Ｔ ＝ ｃｅ ｔ ／ ｒ，Ｐ２ ＝ Ｎｘ ／ （Ｅｈ ＋ ｋｒ２），ξ２
２ ＝ Ｅｈ３ ／ ［３ｒ２（１ － ν２）（Ｅｈ

＋ ｋｒ２）］ ．经相同的处理方法得到关于 Φ（Ｘ，Ｔ） 满足的方程为

　 　
ξ２
２

４
∂４Φ
∂Ｘ４

＋ （Ｐ２ － ｕ２ ξ２）
∂２Φ
∂Ｘ２

＋ （１ ＋ ｕ２）Φ ＝ ０， （９）

其中　 　 ｕ２ ＝ ξ２
２ｎ４ ／ ４（ｎ ＝ ０，１，２，…） ．

采用无量纲参数，圆柱壳总长为 １，冲击端处 Ｘ ＝ ０， 固定端处 Ｘ ＝ １， 令 λ ＝ Ｌ１ ／ Ｌ， 求解式

（８）和式（９）可得到 Φ（Ｘ，Ｔ） 的通解为

　 　 Φ（Ｘ，Ｔ） ＝
ａ１ｃｏｓ（α１Ｘ） ＋ ｂ１ｓｉｎ（α１Ｘ） ＋ ｃ１ｃｏｓ（β１Ｘ） ＋ ｄ１ｓｉｎ（β１Ｘ），

０ ≤ Ｔ ＜ λ， ０ ≤ Ｘ ＜ Ｔ，
０， Ｔ ≤ Ｘ ＜ １，
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（１０）

　 　 Φ（Ｘ，Ｔ） ＝

ａ１ｃｏｓ（α１Ｘ） ＋ ｂ１ｓｉｎ（α１Ｘ） ＋ ｃ１ｃｏｓ（β１Ｘ） ＋ ｄ１ｓｉｎ（β１Ｘ），
λ ≤ Ｔ ＜ １， ０ ≤ Ｘ ＜ λ，

ａ３ｃｏｓ（α３Ｘ） ＋ ｂ３ｓｉｎ（α３Ｘ） ＋ ｃ３ｃｏｓ（β３Ｘ） ＋ ｄ３ｓｉｎ（β３Ｘ），
λ ≤ Ｘ ＜ Ｔ，

０， Ｔ ≤ Ｘ ＜ １，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１１）
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　 　 Φ（Ｘ，Ｔ） ＝

ａ１ｃｏｓ（α１Ｘ） ＋ ｂ１ｓｉｎ（α１Ｘ） ＋ ｃ１ｃｏｓ（β１Ｘ） ＋ ｄ１ｓｉｎ（β１Ｘ），
１ ≤ Ｔ ＜ ２ － λ， ０ ≤ Ｘ ＜ λ，

ａ３ｃｏｓ（α３Ｘ） ＋ ｂ３ｓｉｎ（α３Ｘ） ＋ ｃ３ｃｏｓ（β３Ｘ） ＋ ｄ３ｓｉｎ（β３Ｘ），
λ ≤ Ｘ ＜ ２ － Ｔ，

ａ４ｃｏｓ（α４Ｘ） ＋ ｂ４ｓｉｎ（α４Ｘ） ＋ ｃ４ｃｏｓ（β４Ｘ） ＋ ｄ４ｓｉｎ（β４Ｘ），
２ － Ｔ ≤ Ｘ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
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（１２）

　 　 Φ（Ｘ，Ｔ） ＝

ａ１ｃｏｓ（α１Ｘ） ＋ ｂ１ｓｉｎ（α１Ｘ） ＋ ｃ１ｃｏｓ（β１Ｘ） ＋ ｄ１ｓｉｎ（β１Ｘ），
２ － λ ≤ Ｔ ≤ ２， ０ ≤ Ｘ ＜ ２ － Ｔ，

ａ２ｃｏｓ（α２Ｘ） ＋ ｂ２ｓｉｎ（α２Ｘ） ＋ ｃ２ｃｏｓ（β２Ｘ） ＋ ｄ２ｓｉｎ（β２Ｘ），
２ － Ｔ ≤ Ｘ ＜ λ，

ａ４ｃｏｓ（α４Ｘ） ＋ ｂ４ｓｉｎ（α４Ｘ） ＋ ｃ４ｃｏｓ（β４Ｘ） ＋ ｄ４ｓｉｎ（β４Ｘ），
λ ≤ Ｘ ≤ １，

ì
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（１３）

其中

　 　

α１， β１ ＝ ２
ξ

（Ｐ － ｕ１ ξ） ± （Ｐ － ｕ１ ξ）
２ － ξ２（１ ＋ ｕ１） ，

α２， β２ ＝ ２
ξ

（２Ｐ － ｕ１ ξ） ± （２Ｐ － ｕ１ ξ）
２ － ξ２（１ ＋ ｕ１） ，

α３， β３ ＝ ２
ξ２

（Ｐ２ － ｕ２ ξ２） ± （Ｐ２ － ｕ２ ξ２）
２ － ξ２

２（１ ＋ ｕ２） ，

α４， β４ ＝ ２
ξ２

（２Ｐ２ － ｕ２ ξ２） ± （２Ｐ２ － ｕ２ ξ２）
２ － ξ２

２（１ ＋ ｕ２） ，

ì

î

í

ï
ï
ï
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ï
ï
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通解中 ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ（ｋ ＝ １，２，３，４） 是时间 Ｔ 的函数．令 Ｋ
－
＝ ｋｒ２ ／ （Ｅｈ） 为无量纲刚度，则 ξ２

２ ＝

ξ２ ／ （１ ＋ Ｋ
－
），Ｐ２ ＝ Ｐ ／ （１ ＋ Ｋ

－
）， 轴向力 Ｎｘ 无量纲化后成为 Ｐ 隐含在 Φ（Ｘ，Ｔ） 的通解中．式（１０）

～ （１３）分别为应力波反射前波阵面未通过分界面、反射前波阵面通过了分界面、反射后波阵面

未通过分界面、反射后波阵面通过了分界面 ４ 个阶段 Φ（Ｘ，Ｔ） 的通解，代入接下来的边界条

件、波阵面以及分界面的相容条件，可以得到圆柱壳的分叉条件．

２　 边界条件及相容条件

应力波反射前弹性介质中的圆柱壳可分为应力波扰动区和非扰动区，在应力波扰动区

Ｗ（Ｘ，θ，Ｔ） 要满足端部边界条件、分界面及波阵面的相容条件．应力波反射后波阵面将壳体分

成反射波扰动区和非扰动区， Ｗ（Ｘ，θ，Ｔ） 也要满足端部边界条件、分界面及波阵面相容条件．
２．１　 边界条件

考虑冲击端部自由、非冲击端部固支（Ｃ⁃Ｆ），有

　 　 ∂２

∂Ｘ２ Ｗ（０，Ｔ） ＝ ０， ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Ｗ（０，Ｔ） ＋ Ｐ ∂
∂Ｘ

Ｗ（０，Ｔ） ＝ ０，

也可写成

　 　 ∂２

∂Ｘ２ Φ（０，Ｔ） ＝ ０， ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ（０，Ｔ） ＋ Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ（０，Ｔ） ＝ ０， （１４）
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　 　 Φ（１，Ｔ） ＝ ０， ∂
∂Ｘ

Φ（１，Ｔ） ＝ ０． （１５）

２．２　 相容条件

由于应力波反射前波阵面未通过分界面这一阶段，圆柱壳的边界条件和波阵面相容性条

件均与弹性介质无关，因此接下来只分析应力波反射前波阵面通过了分界面、反射后波阵面未

通过分界面、反射后波阵面通过了分界面 ３ 个阶段圆柱壳的相容条件．
２．２．１　 应力波反射前波阵面到达区域Ⅱ

此时 Ｌ１ ／ ｃｅ ≤ ｔ ＜ Ｌ ／ ｃｅ， 应力波反射前波阵面通过分界面后，波阵面应满足连续性条件：

　 　
Φ － （Ｘｅ，Ｔ） ＝ ０，
∂
∂Ｘ

Φ － （Ｘｅ，Ｔ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

考虑分界面处的相容条件，有

　 　

Φ － （λ，Ｔ） ＝ Φ ＋ （λ，Ｔ）， ∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ），

∂２

∂Ｘ２ Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂２

∂Ｘ２ Φ ＋ （λ，Ｔ），

ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ － （λ，Ｔ） ＋ Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝

　 　
ξ２
２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ ＋ （λ，Ｔ） ＋ Ｐ２
∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１７）

２．２．２　 反射波波阵面到达区域Ⅱ
此时 Ｌ ／ ｃｅ ≤ ｔ ＜ （２Ｌ － Ｌ１） ／ ｃｅ， 反射波波阵面未通过分界面，反射波波阵面应满足应力波

波阵面连续性条件：

　 　

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），
∂
∂Ｘ

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），

∂２

∂Ｘ２ Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ ∂２

∂Ｘ２ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），

ξ２
２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＋ ２Ｐ２
∂
∂Ｘ

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝

　 　
ξ２
２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ） ＋ Ｐ２
∂
∂Ｘ

Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

考虑分界面处的相容条件，有

　 　

Φ － （λ，Ｔ） ＝ Φ ＋ （λ，Ｔ）， ∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ），

∂２

∂Ｘ２ Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂２

∂Ｘ２ Φ ＋ （λ，Ｔ），

ξ２
２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ － （λ，Ｔ） ＋ Ｐ２
∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝

　 　 ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ ＋ （λ，Ｔ） ＋ Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１９）
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２．２．３　 反射波波阵面到达区域Ⅰ
此时 （２Ｌ － Ｌ１） ／ ｃｅ ≤ ｔ≤２Ｌ ／ ｃｅ， 反射波波阵面通过分界面，反射波波阵面应满足应力波波

阵面连续性条件：

　 　

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），
∂
∂Ｘ

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），

∂２

∂Ｘ２ Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝ ∂２

∂Ｘ２ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ），

ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＋ ２Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ － （Ｘｒ，Ｔ） ＝

　 　 ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ） ＋ Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （Ｘｒ，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２０）

考虑分界面处的相容条件，有

　 　

Φ － （λ，Ｔ） ＝ Φ ＋ （λ，Ｔ），
∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ），

∂２

∂Ｘ２ Φ － （λ，Ｔ） ＝ ∂２

∂Ｘ２ Φ ＋ （λ，Ｔ），

ξ２
２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ － （λ，Ｔ） ＋ ２Ｐ２
∂
∂Ｘ

Φ － （λ，Ｔ） ＝

　 　 ξ２

４
∂３

∂Ｘ３ Φ ＋ （λ，Ｔ） ＋ ２Ｐ ∂
∂Ｘ

Φ ＋ （λ，Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２１）

３　 分 叉 条 件

分叉意味着在轴向阶跃载荷作用下壳体不能维持在径向平衡位置附近的微小形变，即圆

柱壳满足边界条件、分界面处连续性条件和应力波波阵面相容条件的情况下，受应力波扰动产

生径向大变形．接下来对应力波传播以及发生反射后的屈曲分叉进行研究．
３．１　 Ｌ１ ／ ｃｅ ≤ ｔ ＜ Ｌ ／ ｃｅ

将边界条件式（１４）和相容条件式（１６）、（１７）代入式（１１）的 Φ（Ｘ，Ｔ） 通解，可得

　 　 Ａ１Ｃ１ ＝ ０， （２２）
其中

　 　 Ａ１ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ２２

Ａ３１ Ａ３２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （２３）

　 　 Ａ１１ ＝
α２

１ ０ β ２
１ ０

０ α１ －
ξ ２α２

１

４
＋ Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０ β １ －

ξ ２β ２
１

４
＋ Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （２４）

　 　 Ａ１２ ＝ Ａ２１ ＝ ０２×４， （２５）
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　 　 Ａ２２ ＝
ｃｏｓ（α３Ｔ） ｓｉｎ（α３Ｔ） ｃｏｓ（β ３Ｔ） ｓｉｎ（β ３Ｔ）

－ α３ｓｉｎ（α３Ｔ） α３ｃｏｓ（α３Ｔ） － β ３ｓｉｎ（β ３Ｔ） β ３ｃｏｓ（β ３Ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２６）

　 　 Ａ３１ ＝

ｃｏｓ（α１λ） ｓｉｎ（α１λ）
－ α１ｓｉｎ（α１λ） α１ｃｏｓ（α１λ）

α２
１ｃｏｓ（α１λ） α２

１ｓｉｎ（α１λ）

α１

ξ ２α２
１

４
－ Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（α１λ） α１ Ｐ －

ξ ２α２
１

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（α１λ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

　 　 　 　

ｃｏｓ（β １λ） ｓｉｎ（β １λ）
－ β １ｓｉｎ（β １λ） β １ｃｏｓ（β １λ）

β ２
１ｃｏｓ（β １λ） β ２

１ｓｉｎ（β １λ）

β １

ξ ２β ２
１

４
－ Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（β １λ） β １ Ｐ －

ξ ２β ２
１

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（β １λ）

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （２７）

　 　 Ａ３２ ＝ －

ｃｏｓ（α３λ） ｓｉｎ（α３λ）
－ α３ｓｉｎ（α３λ） α３ｃｏｓ（α３λ）

α２
３ｃｏｓ（α３λ） α２

３ｓｉｎ（α３λ）

α３

ξ ２
２α２

３

４
－ Ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（α３λ） α３ Ｐ２ －

ξ ２
２α２

３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（α３λ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

　 　 　 　

ｃｏｓ（β ３λ） ｓｉｎ（β ３λ）
－ β ３ｓｉｎ（β ３λ） β ３ｃｏｓ（β ３λ）

β ２
３ｃｏｓ（β ３λ） β ２

３ｓｉｎ（β ３λ）

β ３

ξ ２
２β ２

３

４
－ Ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（β ３λ） β ３ Ｐ２ －

ξ ２
２β ２

３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（β ３λ）

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （２８）

　 　 Ｃ１ ＝ ［ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ａ３，ｂ３，ｃ３，ｄ３］ Ｔ ． （２９）
若 Ｃ１ ＝ ０， 由式（１１）中 Φ（Ｘ，Ｔ） 表达式可知 Φ（Ｘ，Ｔ） ＝ ０， 则 Ｗ（Ｘ，θ，Ｔ） ＝ Φ（Ｘ，Ｔ）Ψ（θ，Ｔ） ＝
０， 说明屈曲现象将不发生．圆柱壳发生屈曲时产生径向大变形，此时 Ｗ（Ｘ，θ，Ｔ） ≠ ０， 所以式

（２２）有非零解的条件即分叉条件是

　 　 Ａ１ ＝ ０． （３０）
３．２　 Ｌ ／ ｃｅ ≤ ｔ ＜ （２Ｌ － Ｌ１） ／ ｃｅ

将边界条件式（１４）、（１５）和相容条件式（１８）、（１９）代入式（１２）的 Φ（Ｘ，Ｔ） 通解，可得

　 　 Ａ２Ｃ２ ＝ ０， （３１）
其中 Ｃ２ ＝ ［ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ａ３，ｂ３，ｃ３，ｄ３，ａ４，ｂ４，ｃ４，ｄ４］ Ｔ，Ａ２ 为 １２×１２ 的矩阵，上式有非零解的条件

即分叉条件是

　 　 Ａ２ ＝ ０． （３２）
３．３　 （２Ｌ － Ｌ１） ／ ｃｅ ≤ ｔ ≤ ２Ｌ ／ ｃｅ

同样的方法可得

　 　 Ａ３Ｃ３ ＝ ０， （３３）
其中 Ｃ３ ＝ ［ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ａ２，ｂ２，ｃ２，ｄ２，ａ４，ｂ４，ｃ４，ｄ４］ Ｔ， 得到 Ａ３ 为 １２×１２ 的矩阵，有分叉条件：

　 　 Ａ３ ＝ ０． （３４）
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４　 数值计算结果及分析

弹性介质中的圆柱壳冲击端部自由，非冲击端部固支，受轴向阶跃载荷作用发生屈曲的临

界载荷可由分叉条件得到．对于不同周向阶数 ｎ 有许多分支，分支的高低反映了轴向的屈曲阶

数．在以下的计算中， ξ 表示圆柱壳的壁厚与中面半径比， λ 表示长度比例， Ｋ
－
表示无量纲的径

向刚度．
令 ξ ＝ ０．０５，λ ＝ ０．５， 图 ２（ａ）是由式（３０）得到的应力波反射前波阵面通过分界面后，圆柱

壳屈曲临界载荷随应力波波阵面位置的变化曲线（左图取 ｎ ＝ ０，右图取 ｎ ＝ １），每阶取前三支

曲线进行分析．图 ２（ｂ）、２（ｃ）分别是由式（３２）、（３４）得到的应力波反射后，圆柱壳屈曲临界载

荷随波阵面位置的变化曲线，这里取 ｎ ＝ ０， 且只取其中一支进行分析．

（ａ） 应力波反射前波阵面到达区域Ⅱ
（ａ） Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔｓ ａｒｒｉｖｅ ａｔ ｒｅｇｉｏｎ Ⅱ ｂｅｆｏｒｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

（ｂ） 反射波波阵面到达区域Ⅱ （ｃ） 反射波波阵面到达区域Ⅰ
（ｂ） Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔｓ ａｒｒｉｖｅ ａｔ ｒｅｇｉｏｎ Ⅱ ａｆｔｅｒ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔｓ ａｒｒｉｖｅ ａｔ ｒｅｇｉｏｎ Ⅰ ａｆｔｅｒ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

图 ２　 轴向屈曲临界载荷与波阵面位置的关系

Ｆｉｇ． ２　 Ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

从图 ２（ａ）可以看出，在径向刚度相同的情况下， ｎ ＝ ０和 ｎ ＝ １ 所对应的屈曲临界载荷随波

阵面位置的变化关系规律一致，即弹性介质中的圆柱壳发生轴对称和非轴对称屈曲的规律一

致．从图 ２（ａ）、２（ｂ）、２（ｃ）分别可以看出，应力波反射前波阵面通过分界面后、反射波波阵面通

过分界面前、反射波波阵面通过分界面后各阶段，随着波传播时间的增加临界载荷逐渐降低．
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即弹性介质中的圆柱壳受轴向冲击，应力波传播再经固定端反射，随着波传播时间的增加临界

载荷逐渐降低．还可以看出，波传播时间一定时，随着径向刚度增大，屈曲临界载荷增大，即圆

柱壳的径向刚度越大越难屈曲，但当无量纲的径向刚度小于 １ 时径向刚度的改变对圆柱壳屈

曲几乎没有影响．
令 ξ ＝ ０．０５，λ ＝ ０．５，图 ３（ａ）、３（ｂ）、３（ｃ）是将 Ｔ ＝ ０．７５（表示在时刻 Ｔ，应力波波阵面到达

圆柱壳某一位置，此处代表反射前波阵面通过分界面后）、 Ｔ ＝ １．２５（此处代表反射波未通过分

界面）、 Ｔ ＝ １．７５（此处代表反射波通过了分界面），分别代入式（３０）、（３２）、（３４）得到的屈曲临

界载荷与无量纲径向刚度的关系，每阶取前三支曲线进行分析．

（ａ） Ｔ ＝ ０．７５ （ｂ） Ｔ ＝ １．２５ （ｃ） Ｔ ＝ １．７５
图 ３　 轴向屈曲临界载荷与无量纲径向刚度的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｒａｄｉａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

从图 ３ 可以看出，当径向刚度较小时，临界载荷随径向刚度的增大明显增大．当无量纲径

向刚度大于 １０，图 ３（ａ）中临界载荷增长缓慢，图 ３（ｂ）、３（ｃ）中临界载荷持续增长．结合图 ２ 可

知，屈曲临界载荷随着径向刚度的增大经历了增长缓慢、增长迅速以及增长较慢 ３ 个阶段．
令 ξ ＝ ０．０５，ｎ ＝ ０， 图 ４（ａ）是由式（３０）得到的应力波反射前波阵面通过分界面后，屈曲临

界载荷随长度比例的变化曲线，取前三支曲线进行分析；图 ４（ｂ）、４（ｃ）分别是由式（３２）、（３４）
得到的应力波反射后屈曲临界载荷随长度比例的变化曲线，只取其中一支进行分析．

（ａ） Ｔ ＝ ０．７５ （ｂ） Ｔ ＝ １．２５ （ｃ） Ｔ ＝ １．７５
图 ４　 轴向屈曲临界载荷与长度比例的关系

Ｆｉｇ． ４　 Ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ

从图 ４ 可以看出，应力波反射前波阵面通过了分界面、反射后波阵面未通过分界面、反射

后波阵面通过了分界面 ３ 个阶段，随着长度比例增大临界载荷都降低，即圆柱壳嵌入弹性介质

部分越深越难屈曲．还可以看出，径向刚度越大，临界载荷随长度比例的变化趋势越明显．

分别固定 Ｔ ＝ ０．８，ξ ＝ ０．０５，λ ＝ ０．５，Ｋ
－
＝ １０， 图 ５ 根据式（３０）给出了不同临界载荷对应的

屈曲模态，圆柱壳下端为冲击端（下同）．

１６３弹性介质中受轴向冲击载荷作用的圆柱壳的屈曲临界载荷计算分析



（ａ） 不同分支临界载荷对应的屈曲模态

（ａ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ

（ｂ） 不同周向阶数临界载荷对应的的屈曲模态

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ
图 ５　 Ｔ ＝ ０．８ 时圆柱壳屈曲模态

Ｆｉｇ． ５　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｓｈｅｌｌｓ， Ｔ ＝ ０．８

从图 ５ 可以看出，圆柱壳在临界载荷作用下，应力波反射前，波阵面通过分界面后，分支

数较大的模态沿母线的屈曲波数也越多，即临界载荷增大，轴向屈曲波数增加．随着周向阶数

的增高，临界荷载增大，周向的屈曲波数也增加，且轴向屈曲模态数的增加引起的临界载荷变

化量比周向屈曲模态数的增加引起的临界载荷变化量要大．还可以看出屈曲仅发生在应力波

传播区域．

（ａ） 不同分支临界载荷对应的屈曲模态

（ａ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ
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（ｂ） 不同周向阶数临界载荷对应的的屈曲模态

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ
图 ６　 Ｔ ＝ １．２ 时圆柱壳屈曲模态

Ｆｉｇ． ６　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｓｈｅｌｌｓ， Ｔ ＝ １．２

（ａ） 不同分支临界载荷对应的屈曲模态

（ａ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ

（ｂ） 不同周向阶数临界载荷对应的的屈曲模态

（ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ
图 ７　 Ｔ ＝ １．７ 时圆柱壳屈曲模态

Ｆｉｇ． ７　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｓｈｅｌｌｓ， Ｔ ＝ １．７

分别固定 Ｔ ＝ １．２，ξ ＝ ０．０５，λ ＝ ０．５，Ｋ
－
＝ １０， 图 ６ 根据式（３２）给出了不同临界载荷对应的

屈曲模态．
从图 ６ 可以看出，圆柱壳在临界载荷作用下，反射波通过分界面前，分支数较大的模态，沿

母线的屈曲波数也越多， 即临界载荷增大，轴向屈曲波数增加．随着周向阶数的增高，临界荷

３６３弹性介质中受轴向冲击载荷作用的圆柱壳的屈曲临界载荷计算分析



载增大，周向的屈曲波数也增加，且轴向屈曲模态数的增加引起的临界载荷变化量比周向屈曲

模态数的增加引起的临界载荷变化量要大．还可以看出在临界载荷较小时屈曲先发生在反射

端部，随着分支数增大，屈曲覆盖整个圆柱壳区域．

分别固定 Ｔ ＝ １．７，ξ ＝ ０．０５，λ ＝ ０．５，Ｋ
－
＝ １０， 图 ７ 根据式（３４）给出了不同临界载荷对应的

屈曲模态．
从图 ７ 可以看出，圆柱壳在临界载荷作用下，反射波通过分界面之后，轴向各阶屈曲模态

数的增加引起的临界载荷变化量比周向各阶屈曲模态数的增加引起的临界载荷变化量要大．
还可以看出若反射波波阵面通过分界面后，壳体发生的屈曲始终覆盖整个圆柱壳区域．

５　 结　 　 论

对于弹性介质中的圆柱壳，受阶跃载荷作用时，考虑冲击端部自由，非冲击端部为固支的

情况．计算分析了应力波通过了分界面但未发生反射、应力波经固定端发生反射后，圆柱壳临

界屈曲载荷分别与波阵面传播位置、径向刚度、长度比例的关系．计算结果表明：
１） 弹性介质中的圆柱壳发生轴对称和非轴对称屈曲的规律一致．弹性介质中的圆柱壳受

轴向冲击，应力波反射前波阵面通过分界面后、反射波波阵面通过分界面前、反射波波阵面通

过分界面后各阶段，随着波传播时间的增加临界载荷逐渐降低．
２） 圆柱壳嵌入弹性介质部分越深、弹性介质的刚度越大，越难屈曲．
３） 弹性介质中的圆柱壳受轴向冲击，屈曲临界载荷随着弹性介质刚度的增大经历了增长

缓慢、增长迅速以及增长较慢 ３ 个阶段．
４） 弹性介质中圆柱壳受轴向冲击发生屈曲，轴向屈曲模态数的增加引起的临界载荷变化

量比周向屈曲模态数的增加引起的临界载荷变化量要大．应力波反射前波阵面通过分界面后，
屈曲仅发生在在应力波传播区域；反射波波阵面通过分界面前，临界载荷较小时屈曲先发生在

反射端部，随着周向阶数增大，屈曲覆盖整个圆柱壳区域；反射波波阵面通过分界面后，壳体发

生的屈曲始终覆盖整个圆柱壳区域．
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