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摘要：　 有效求解连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程对于科学和工程计算有着重要的应用价值，因此该文

提出了一种可行的分裂迭代算法．该算法的核心思想是外迭代将连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的系数矩

阵分裂为对称矩阵和反对称矩阵，内迭代求解复对称矩阵方程．相较于传统的分裂算法，该文所提

出的分裂迭代算法有效地避免了最优迭代参数的选取，并利用了复对称方程组高效求解的特点，
进而提高了算法的易实现性、易操作性．此外，从理论层面进一步证明了该分裂迭代算法的收敛性．
最后，通过数值算例表明分裂迭代算法具有良好的收敛性和鲁棒性，同时也证实了分裂迭代算法

的收敛性很大程度依赖于内迭代格式的选取．
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引　 　 言

考虑如下连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程：
　 　 ＡＸ ＋ ＸＢ ＝ Ｆ， （１）

其中 Ａ ∈ Ｃｍ×ｍ，Ｂ ∈ Ｃｎ×ｎ，Ｆ ∈ Ｃｍ×ｎ，且 Ａ，Ｂ，Ｆ 均为稀疏矩阵，Ａ，Ｂ 为正定矩阵．作为矩阵方程

中极其重要的一类方程，连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程在工程计算等诸多领域都有着广泛的应用，如控制

与系统理论［１⁃２］、图形恢复［３］、信号处理［４］ 等方面，因此求解连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程具有非常重要

的实际工程意义和学术价值．
对于连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程（１）的求解，目前主要有两种方式进行处理，第一种是将 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ

矩阵方程（１）进行拉直，转化为形如 Ａｘ ＝ ｂ 的形式求解，其中 Ａ ＝ Ａ􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋ＢＴ，Ｉｎ，Ｉｍ 分别

是阶数为 ｎ和ｍ的单位矩阵；第二种是直接对 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程（１）进行迭代求解．然而当 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ
方程（１）的阶数较大时，会导致线性方程系数矩阵 Ａ 的维数急剧增大，一方面会引发病态方程

的产生，另一方面会造成计算机存储量的增大，计算时间的增加．因此，直接对连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ
矩阵方程（１）的求解成为了当前众多学者关注的热点．

目前直接法和迭代法是求解连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的主要工具．直接法主要用于矩阵
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方程（１）阶数较小的情况，如 Ｂａｒｔｅｌｓ⁃Ｓｔｅｗａｒｔ 和 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ⁃Ｓｃｈｕｒ 方法［５⁃６］ ．迭代法一般用于矩阵

阶数较大或系数矩阵为稀疏矩阵的情况．近些年，众多学者基于系数矩阵分裂的思想提出了大量

有效可行的算法［７⁃１３］：如 Ｂａｉ 提出了求解连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程（１）的 ＨＳＳ 迭代算法（Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ ａｎｄ
ｓｋｅｗ⁃Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ），该算法是求解线性方程 Ａｘ ＝ ｂ 的 ＨＳＳ 算法的拓展［７］ ．为了提高 ＨＳＳ
算法的收敛性，修正 ＨＳＳ（ＭＨＳＳ）算法避免了 ＨＳＳ 算法每次迭代求解复线性矩阵方程的过程，
而只需在每次迭代中求解两个实线性子系统，进而大大加速了算法的收敛性，减少迭代时

间［８］ ．之后，由于预处理技术的引入，相继提出预处理 ＨＳＳ（ＰＨＳＳ）算法、非交错 ＰＨＳＳ（ＮＰＨＳＳ）
算法、非精确 ＰＨＳＳ（ＩＰＨＳＳ）算法以及非精确 ＮＰＨＳＳ（ ＩＮＰＨＳＳ）算法［９］，大大改善了原 ＨＳＳ 算

法的收敛速度．然而，上述的分裂迭代算法均面临一个最优迭代参数选取的问题，并且由于最

优迭代参数的选取并没有一个统一的公式去定性计算，这在一定程度上增加了此类分裂迭代

算法计算的复杂性．
为了避免最优迭代参数的选取，本文借鉴上述分裂迭代算法的思想，拟采用内外迭代进行

处理，通过将连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的系数矩阵 Ａ 和 Ｂ 分裂为对称矩阵和反对称矩阵，
使内迭代过程转化为复对称矩阵方程组的求解．而近些年来对于复对称线性方程组的求解已

有大量丰富的学术成果，从宏观角度出发，主要分为分裂迭代法［１４⁃１９］ 和 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代

法［２０⁃２４］两大类．但基于最优迭代参数选取的考虑，现主要针对 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代法进行研究，
如共轭正交共轭梯度（ＣＯＣＧ）法［２０⁃２１］、共轭 Ａ⁃正交共轭残量（ＣＯＣＲ）法［２１⁃２２］、复对称矩阵的双

共轭梯度（ＳＣＢｉＣＧ（Г， ｍ）） 法［２３］ 以及复对称矩阵的双共轭残量（ ＳＣＢｉＣＲ（Г， ｍ）） 法［２４］ 等

Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代法．ＣＯＣＧ 法和 ＣＯＣＲ 法分别是共轭梯度（ＣＧ）法和共轭残量（ＣＲ）法的延

拓，但在实际应用中由于 ＣＯＣＧ 法有时会导致不规则的收敛行为，因此 ＣＯＣＲ 法相较于 ＣＯＣＧ
法具有更好的鲁棒性．ＳＣＢｉＣＧ（Г，ｍ） 法和 ＳＣＢｉＣＲ（Г，ｍ） 法分别由双共轭梯度（ＢｉＣＧ）法和双

共轭残量（ＢｉＣＲ）法推导得到，但相较于 ＳＣＢｉＣＧ（Г， ｍ） 法，ＳＣＢｉＣＲ（Г， ｍ） 法克服了 ＳＣＢｉＣＧ
（Г， ｍ） 法需要确定系数 ｃｉ 的不足，大大提高了收敛速度．此外，丰富的预处理技术应用也大大

加快了 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代法的收敛速度［２１］ ．
基于上述的调研，本文主要针对连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的求解，提出了一种新型的

分裂迭代算法，该算法采用内外迭代方式进行求解，外迭代基于分裂思想，将系数矩阵 Ａ，Ｂ 分

裂为一个对称矩阵和一个反对称矩阵，该分裂方式区别于 ＨＳＳ 一类方法的分裂方式（Ｈｅｒｍｉ⁃
ｔｉａｎ 矩阵和反 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵）；内迭代采用复对称线性方程组的求解算法，有效地避免了最优

迭代参数的选取．基于这样一种新型的分裂迭代算法，可有效地加快连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

（１）的收敛速度．
文中内积定义：若 Ｘ，Ｙ∈ Ｃｍ×ｎ， 则其内积为 〈Ｘ，Ｙ〉 ＝ ｔｒ（ＸＨＹ）， 由此导出矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ

范数为 ‖Ｘ‖Ｆ ＝ 〈Ｘ，Ｘ〉 ．ＸＴ 表示 Ｘ 的转置矩阵，Ｘ
－
表示 Ｘ 的共轭矩阵，ＸＨ 表示 Ｘ 的共轭转

置矩阵，ρ（Ｘ） 表示矩阵 Ｘ 的谱半径，Ｘ
→

表示矩阵 Ｘ 的拉直，Ｘ 􀱋 Ｙ 表示矩阵 Ｘ 与 Ｙ 的直积或

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积．若 ｘ ∈ Ｃ，Ｒｅ（ｘ） 表示 ｘ 的实部，Ｉｍ（ｘ） 表示 ｘ 的虚部．

１　 分裂迭代算法

针对连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的求解，拟基于分裂迭代思想，采用内外迭代格式进行处

理，其中外迭代主要对系数矩阵进行分裂，内迭代执行复对称矩阵方程组的求解，以下给出详

细的推导过程．
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１．１　 外迭代格式

首先将连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的系数矩阵 Ａ 和 Ｂ 分裂为

　 　 Ａ ＝ Ｍ１ － Ｎ１， Ｂ ＝ Ｍ２ － Ｎ２， （２）
其中

　 　 Ｍ１ ＝ （ＡＴ ＋ Ａ） ／ ２， Ｎ１ ＝ （ＡＴ － Ａ） ／ ２， Ｍ２ ＝ （ＢＴ ＋ Ｂ） ／ ２， Ｎ２ ＝ （ＢＴ － Ｂ） ／ ２， （３）
满足 Ｍ１ ＝ ＭＴ

１，Ｍ２ ＝ ＭＴ
２，Ｎ１ ＝ － ＮＴ

１，Ｎ２ ＝ － ＮＴ
２ ．故矩阵方程（１）等价于

　 　 Ｍ１Ｘ ＋ ＸＭ２ ＝ Ｎ１Ｘ ＋ ＸＮ２ ＋ Ｆ ． （４）
然后根据矩阵方程（４），建立相应的分裂迭代格式．

给定初始矩阵 Ｘ０ ∈ Ｃｍ×ｎ， 外迭代格式如下：
　 　 Ｍ１Ｘｋ＋１ ＋ Ｘｋ＋１Ｍ２ ＝ Ｎ１Ｘｋ ＋ ＸｋＮ２ ＋ Ｆ ． （５）

令 Ｆｋ ＝ Ｎ１Ｘｋ ＋ ＸｋＮ２ ＋ Ｆ， 则有

　 　 Ｍ１Ｘｋ＋１ ＋ Ｘｋ＋１Ｍ２ ＝ Ｆｋ， （６）
计算 Ｘｋ＋１ ∈ Ｃｍ×ｎ，ｋ ＝ ０，１，２，…， 直至迭代序列 {Ｘｋ } ∞

ｋ ＝ ０ 收敛．
通过上述外迭代格式的分析，可知外迭代过程已将连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的求解转

化为复对称矩阵方程组（６）的求解，相应地，内迭代过程主要针对这一问题进行处理．
１．２　 内迭代格式

基于文献调研，大量的研究成果主要针对复对称线性方程组 Ａｘ ＝ ｂ 的形式进行求解，其
中 Ａ ＝ ＡＴ， 故为了有效求解复对称矩阵方程（６），本文拟通过线性变换形式，将求解 Ａｘ ＝ ｂ 的

可行算法进行延拓．
１．２．１　 复对称线性变换

首先给出复对称线性变换的定义．
定义 １　 设 Ｔ 是酉空间 Ｖ 上的线性变换，对于任意 Ｘ，Ｙ ∈ Ｖ， 满足

　 　 〈Ｔ（Ｘ
－
），Ｙ〉 ＝ 〈Ｘ，Ｔ（Ｙ

－
）〉， （７）

则称 Ｔ 为酉空间 Ｖ 中一个对称变换．
根据复对称线性变换的定义，给出相应的复对称线性变换方程：
　 　 Ｔ（Ｘ） ＝ Ｃ， （８）

其中 Ｔ（Ｘ） ＝ ＭＸ ＋ ＸＮ， Ｍ ∈ Ｃｍ×ｍ，Ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ，Ｘ ∈ Ｃｍ×ｎ，且 Ｍ ＝ ＭＴ，Ｎ ＝ ＮＴ ．
下面验证酉空间 Ｖ 上的线性变换 Ｔ（Ｘ） ＝ ＭＸ ＋ ＸＮ 为复对称变换．

根据酉空间的内积定义满足 〈Ｘ，Ｙ〉 ＝ ｔｒ（ＸＨＹ） ＝ ｔｒ（ＹＸＨ） ＝ ｔｒ（ＹＨＸ） ＝ ｔｒ（ＸＹＨ）， 则

　 　 〈Ｔ（Ｘ
－
），Ｙ〉 ＝ 〈ＭＸ

－
＋ Ｘ

－
Ｎ，Ｙ〉 ＝ ｔｒ（ＸＴＭＨＹ ＋ ＮＨＸＴＹ） ＝ ｔｒ（ＸＴＭ

－
Ｙ） ＋ ｔｒ（Ｎ

－
ＸＴＹ） ＝

　 　 　 　 ｔｒ（ＸＨＭＹ
－
） ＋ ｔｒ（ＸＨＹ

－
Ｎ） ＝ ｔｒ（ＸＨＭＹ

－
＋ ＸＨＹ

－
Ｎ） ＝

　 　 　 　 ｔｒ（ＸＨ（ＭＹ
－
＋ Ｙ

－
Ｎ）） ＝ 〈Ｘ，Ｔ（Ｙ

－
）〉，

故线性变换 Ｔ（Ｘ） ＝ ＭＸ ＋ ＸＮ 为酉空间 Ｖ 中一个对称变换．
１．２．２　 算法延拓

为了提升分裂迭代算法的收敛性，这里仅针对文献中收敛性较好的 ３ 种算法进行代表性

阐明拓展，即 ＣＯＣＲ 算法［２１⁃２２］、ＣＯＣＧ 算法［２０⁃２１］ 以及 ＣＣＣ ｏｆ ＳＣＢｉＣＲ 算法（简记为 ＣＣＣ＿ＳＣＢｉ⁃
ＣＲ 算法） ［２４］ ．如下给出求解复对称线性变换方程（８）的 ３ 种拓展算法．
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首先给出求解复对称线性变换方程（８）的 ＣＯＣＲ 算法．
第 １ 步　 给定初始矩阵 Ｘ０ ∈Ｃｍ×ｎ，计算 Ｒ０ ＝Ｃ － Ｔ（Ｘ０），置Ｐ０ ＝Ｒ０，Ｕ０ ＝ Ｔ（Ｐ０），Ｓ０ ＝Ｕ０，

ｋ ０．
第 ２ 步　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 α ｋ ＝ 〈Ｒ
－

ｋ，Ｓｋ〉 ／ 〈Ｕ
－

ｋ，Ｕｋ〉， Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ α ｋＰｋ， Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ － α ｋＵｋ， Ｓｋ＋１ ＝ Ｔ（Ｒｋ＋１），

　 　 β ｋ ＝ 〈Ｒ
－

ｋ＋１，Ｓｋ＋１〉 ／ 〈Ｒ
－

ｋ，Ｓｋ〉， Ｐｋ＋１ ＝ Ｒｋ＋１ ＋ β ｋＰｋ， Ｕｋ＋１ ＝ Ｓｋ＋１ ＋ β ｋＵｋ ．
第 ３ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
其次给出求解复对称线性变换方程（８）的 ＣＯＣＧ 算法．
第 １ 步　 给定初始矩阵 Ｘ０ ∈ Ｃｍ×ｎ，计算 Ｒ０ ＝ Ｃ － Ｔ（Ｘ０），置 Ｐ０ ＝ Ｒ０，ｋ ０．
第 ２ 步　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 Ｕｋ ＝ Ｔ（Ｒｋ）， α ｋ ＝ 〈Ｒ
－

ｋ，Ｒｋ〉 ／ 〈Ｐ
－

ｋ，Ｕｋ〉， Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ α ｋＰｋ， Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ － α ｋＵｋ，

　 　 β ｋ ＝ 〈Ｒ
－

ｋ＋１，Ｒｋ＋１〉 ／ 〈Ｒ
－

ｋ，Ｒｋ〉， Ｐｋ＋１ ＝ Ｒｋ＋１ ＋ β ｋＰｋ ．
第 ３ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
最后给出求解复对称线性变换方程（８）的 ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法．
第 １ 步　 给定初始矩阵 Ｘ０ ∈Ｃｍ×ｎ，计算 Ｒ０ ＝Ｃ － Ｔ（Ｘ０），置 Ｐ０ ＝Ｒ０，Ｕ０ ＝Ｔ（Ｒ０），Ｓ０ ＝Ｕ０，

ｋ ０．
第 ２ 步　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 Ｖｋ ＝ Ｔ（Ｓｋ）， α ｋ ＝ 〈Ｕ
－

ｋ，Ｒｋ〉 ／ 〈Ｓ
－

ｋ，Ｓｋ〉， Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ α ｋＰｋ， Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ － α ｋＳｋ，

　 　 Ｕｋ＋１ ＝ Ｕｋ － α ｋＶｋ， ζ ｋ ＝ （〈Ｕ
－

ｋ，Ｒｋ〉 － α ｋ〈Ｓ
－

ｋ，Ｓｋ〉） ／ （α ｋ〈Ｖ
－

ｋ，Ｓｋ〉 － 〈Ｕ
－

ｋ，Ｕｋ〉），

　 　 β ｋ ＝ （〈Ｕ
－

ｋ＋１，Ｒｋ＋１〉 ＋ ζ ｋ〈Ｕ
－

ｋ＋１，Ｕｋ＋１〉） ／ （〈Ｕ
－

ｋ，Ｒｋ〉 ＋ ζ ｋ〈Ｕ
－

ｋ，Ｕｋ〉），
　 　 Ｐｋ＋１ ＝ Ｒｋ＋１ ＋ β ｋＰｋ， Ｓｋ＋１ ＝ Ｕｋ＋１ ＋ β ｋＳｋ ．
第 ３ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．

１．３　 分裂迭代算法

通过内外迭代格式的推导，如下给出整体的分裂迭代算法．
第 １ 步　 给定一个初始矩阵 Ｘ０ ∈ Ｃｍ×ｎ，通过式（３），计算 Ｍ１，Ｍ２，Ｎ１，Ｎ２，Ｒ０ ＝ Ｆ － ＡＸ０ －

Ｘ０Ｂ，置 ｋ ０．
第 ２ 步（外迭代）　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 Ｆｋ ＝ Ｎ１Ｘｋ ＋ ＸｋＮ２ ＋ Ｆ ．
第 ３ 步（内迭代）　 采用 ＣＯＣＲ、ＣＯＣＧ 及 ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 中任意一种方法求解

　 　 Ｍ１Ｘｋ＋１ ＋ Ｘｋ＋１Ｍ２ ＝ Ｆｋ，
计算 Ｒｋ＋１ ＝ Ｆ － ＡＸｋ＋１ － Ｘｋ＋１Ｂ ．

第 ４ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
为了后续描述方便，采用不同内迭代方法的分裂迭代算法分别记作 ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算法、ＴＳ＿

ＣＯＣＧ 算法以及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法．

２　 收敛性分析

针对文中所提出的分裂迭代算法，给出其相应的收敛性质．
定理 １　 假定 Ａ∈Ｃｍ×ｍ 是正定矩阵，且 ＡＭ － Ｎ，其中 Ｍ ＝ （ＡＴ ＋ Ａ） ／ ２，Ｎ ＝ （ＡＴ － Ａ） ／ ２．
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若对于任意的 ｘ ∈ Ｃｍ 且 ｘ ≠ ０，满足 Ｒｅ（ｘＨＡ
－
ｘｘＨＡｘ） ＞ ０，则 ρ（Ｍ －１Ｎ） ＜ １．

证明　 设 Ｍ －１Ｎ 的特征值为 λ，相应的特征向量为 ｘ，则满足 Ｍ －１Ｎｘ ＝ λｘ，等价于 λＭｘ ＝
Ｎｘ ．故 λ ＝ ｘＨＮｘ ／ ｘＨＭｘ ．又由于 Ｍ ＝ ＭＴ，Ｎ ＝ － ＮＴ， 所以

　 　 λ ２ ＝ ｘＨＮｘ ２

ｘＨＭｘ ２
＝ （ｘＨＮｘ）ＨｘＨＮｘ
（ｘＨＭｘ）ＨｘＨＭｘ

＝ － ｘＨＮ
－
ｘｘＨＮｘ

ｘＨＭ
－
ｘｘＨＭｘ

． （９）

而若要满足 λ ２ ＜ １， 则需满足 ｘＨＭ
－
ｘｘＨＭｘ ＋ ｘＨＮ

－
ｘｘＨＮｘ ＞ ０， 而

　 　 ｘＨＭ
－
ｘｘＨＭｘ ＋ ｘＨＮ

－
ｘｘＨＮｘ ＝

　 　 　 　 １
４
（ｘＨ（ＡＨ ＋ Ａ

－
）ｘｘＨ（ＡＴ ＋ Ａ）ｘ ＋ ｘＨ（ＡＨ － Ａ

－
）ｘｘＨ（ＡＴ － Ａ）ｘ） ＝

　 　 　 　 １
２
（ｘＨＡＨｘｘＨＡＴｘ ＋ ｘＨＡ

－
ｘｘＨＡｘ） ＝

　 　 　 　 １
２
（（ｘＨＡ

－
ｘｘＨＡｘ）Ｈ ＋ ｘＨＡ

－
ｘｘＨＡｘ） ＝

　 　 　 　 Ｒｅ（ｘＨＡ
－
ｘｘＨＡｘ），

则如果对任意的 ｘ ∈ Ｃｍ 且 ｘ ≠ ０， 满足 Ｒｅ（ｘＨＡ
－
ｘｘＨＡｘ） ＞ ０， 则 ρ（Ｍ －１Ｎ） ＜ １．证毕． □

定理 ２　 假定连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程 ＡＸ ＋ ＸＢ ＝ Ｆ 中的 Ａ∈ Ｃｍ×ｍ，Ｂ∈ Ｃｎ×ｎ 是正定矩阵，且
Ａ ＝ Ｍ１ － Ｎ１，Ｂ ＝ Ｍ２ － Ｎ２，其中 Ｍ１ ＝ （ＡＴ ＋ Ａ） ／ ２，Ｎ１ ＝ （ＡＴ － Ａ） ／ ２，Ｍ２ ＝ （ＢＴ ＋ Ｂ） ／ ２，Ｎ２ ＝

（ＢＴ － Ｂ） ／ ２．若对任意的 Ｘ ∈ Ｃｍ×ｎ 且 Ｘ ≠ ０，满足 Ｒｅ（〈Ｘ，Ａ
－
Ｘ ＋ ＸＢ

－
〉〈Ｘ，ＡＸ ＋ ＸＢ〉） ＞ ０，则

ρ（（Ｍ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｍ２）
－１（Ｎ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｎ２）） ＜ １．

证明　 将连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程 ＡＸ ＋ ＸＢ ＝ Ｆ 两端拉直，可得

　 　 （Ａ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ）Ｘ
→
＝ Ｆ

→
， （１０）

其中 Ｘ
→
，Ｆ

→
∈ Ｃｍｎ ．由 Ａ ＝ Ｍ１ － Ｎ１，Ｂ ＝ Ｍ２ － Ｎ２ 可知，方程（１０）等价于

　 　 （Ｍ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｍ２）Ｘ
→
＝ （Ｎ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｎ２）Ｘ

→
＋ Ｆ

→
． （１１）

令 Ａ ＝ Ａ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ，Ｍ ＝ Ｍ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｍ２，Ｎ ＝ Ｎ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｎ２， 则满足

　 　 Ｍ ＝ Ｍ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｍ２ ＝ ＡＴ ＋ Ａ
２

􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ ＋ Ｂ
２

＝

　 　 　 　 １
２
（ＡＴ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ａ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｂ） ＝ １

２
（ＡＴ ＋ Ａ）， （１２）

　 　 Ｎ ＝ Ｎ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｎ２ ＝ ＡＴ － Ａ
２

􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ － Ｂ
２

＝

　 　 　 　 １
２
（ＡＴ 􀱋 Ｉｎ － Ａ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ － Ｉｍ 􀱋 Ｂ） ＝ １

２
（ＡＴ － Ａ） ． （１３）

由定理 １ 可知， 对于任意的 Ｘ
→

∈ Ｃｍｎ 且 Ｘ
→

≠ ０， 满足 Ｒｅ（Ｘ
→

ＨＡ Ｘ
→
Ｘ
→

ＨＡＸ
→
） ＞ ０， 则 ρ（Ｍ －１Ｎ） ＜

１ ．而

　 　 Ｒｅ（Ｘ
→

ＨＡ Ｘ
→
Ｘ
→

ＨＡＸ
→
） ＝ Ｒｅ（Ｘ

→
Ｈ（Ａ

－
􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＨ）Ｘ

→
Ｘ
→

Ｈ（Ａ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 ＢＴ）Ｘ
→
） ＝

　 　 　 　 Ｒｅ（ｔｒ（ＸＨ（Ａ
－
Ｘ ＋ ＸＢ

－
））ｔｒ（ＸＨ（ＡＸ ＋ ＸＢ））） ＝
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　 　 　 　 Ｒｅ（〈Ｘ，Ａ
－
Ｘ ＋ ＸＢ

－
〉〈Ｘ，ＡＸ ＋ ＸＢ〉）， （１４）

故对任意的 Ｘ ∈ Ｃｍ×ｎ 且 Ｘ ≠ ０， 当满足 Ｒｅ（〈Ｘ，Ａ
－
Ｘ ＋ ＸＢ

－
〉〈Ｘ，ＡＸ ＋ ＸＢ〉） ＞ ０ 时，

　 　 ρ（（Ｍ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｍ２）
－１（Ｎ１ 􀱋 Ｉｎ ＋ Ｉｍ 􀱋 Ｎ２）） ＜ １．

证毕． □

３　 数值算例与结果分析

对于连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）的求解，分别采用 ＩＮＰＨＳＳ 算法［９］、ＣＧＳ 算法［２５］、ＴＳ＿
ＣＯＣＲ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法和 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法进行对比分析，以此验证本文所提出分裂

迭代算法的可行性和有效性．本文算例主要针对稀疏复线性方程组．算例中，初始矩阵 Ｘ０ ＝ ０∈
Ｃｍ×ｎ，Ｒｋ ＝ Ｆ － ＡＸｋ － ＸｋＢ，其中 Ｘｋ 表示第 ｋ 步迭代矩阵， Ｒｋ 表示第 ｋ 步迭代误差，终止条件满

足 ‖Ｒｋ‖Ｆ ／‖Ｒ０‖Ｆ ≤ １０ －８， 即算法中提及的 ε ＝ １０ －８ ．此外对于 ＩＮＰＨＳＳ 算法中所涉及的矩

阵 Ｐ１ 和 Ｐ２ 满足 Ｐ１ ＝ Ｉｍ，Ｐ２ ＝ βＩｎ ／ α， 其中 α ＝ β，Ｉｍ 和 Ｉｎ 分别为 ｍ 阶和 ｎ 阶单位矩阵．内迭代

过程采用求解 Ｈｅｒｍｉｔｅ 正定方程组的 ＣＧ 算法．ＣＧＳ 算法中选取 Ｒ０ ＝ Ｒ０ ．算例中 ｋ，ｔ 分别表示计

算近似解的迭代次数和迭代时间，且算例中的迭代次数 ｋ 表示的是 ＩＮＰＨＳＳ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算

法、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法的外迭代次数．
本文所有算例均使用双精度浮点运算并在 ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１７ｂ 平台上运行，电脑配置为 ＰＣ⁃

Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ７⁃６７００ ＣＰＵ ３．４０ ＧＨｚ，１６ ＧＢ 内存．
例 １　 考虑连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１），且 ｍ ＝ ｎ， 方程（１）中系数矩阵为

　 　 Ａ ＝ ＭＡ ＋ ２ｑＮＡ ＋ １００Ｉ ／ （ｎ ＋ １） ２， Ｂ ＝ ＭＢ ＋ ２ｑＮＢ ＋ １００Ｉ ／ （ｎ ＋ １） ２，
其中三对角矩阵 ＭＡ，ＮＡ，ＭＢ，ＮＢ ∈ Ｒｎ×ｎ， 满足

　 　 ＭＡ ＝

２ － １
－ １ ２ － １

⋱ ⋱ ⋱
－ １ ２ － １

－ １ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， ＭＢ ＝

４ － １
－ １ ４ － １

⋱ ⋱ ⋱
－ １ ４ － １

－ １ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

　 　 ＮＡ ＝

０ － １．５
１．５ ０ － １．５

⋱ ⋱ ⋱
１．５ ０ － １．５

１．５ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， ＮＢ ＝

０ － ３
３ ０ － ３

⋱ ⋱ ⋱
３ ０ － ３

３ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

右端项 Ｆ 选取随机稀疏矩阵．该算例的系数矩阵来源于文献［９］．针对该算例，ＩＮＰＨＳＳ 算法的

理论最优迭代参数 α 如表 １ 所示［９］，ＩＮＰＨＳＳ 算法、ＣＧＳ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法

及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法的计算结果对比详见表 ２．
表 １　 ＩＮＰＨＳＳ 的理论最优迭代参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｑｕａｓｉ⁃ｏｐｔｉｍａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ＩＮＰＨＳＳ

ｎ
α

ｑ ＝ ０．０５ ｑ ＝ ０．１ ｑ ＝ ０．２

８０ ０．０３３ ０ ０．１３１ ９ ０．５２７ ６

１６０ ０．０３３ ６ ０．１３４ ２ ０．５３６ ８
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表 ２　 ＩＮＰＨＳＳ、ＣＧＳ、ＴＳ＿ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 求解例 １ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＩＮＰＨＳＳ，ＣＧＳ，ＴＳ＿ＣＯＣＲ，ＴＳ＿ＣＯＣＧ
ａｎｄ ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ ｑ
ＩＮＰＨＳＳ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＣＧＳ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＧ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

８０

０．０５ １１ ０．００３ ３ １３ ０．０１０ ３ １１ ０．００２ ９ １１ ０．００２ ４ １１ ０．００３ ３

０．１ １７ ０．０１５ ０ １７ ０．０２７ ７ １８ ０．００２ ６ １８ ０．００２ ３ １８ ０．０１９ ６

０．２ ３９ ０．０２８ ３ ２２ ０．０５６ ６ ７５ ０．００２ ３ ７５ ０．００１ ９ ７５ ０．００２ ９

１６０

０．０５ １１ ０．０１１ ４ １４ ０．０５９ ６ １１ ０．０１１ ２ １１ ０．０１０ ０ １１ ０．０１５ ０

０．１ １８ ０．０１３ ３ １８ ０．０７１ ５ １９ ０．０１０ ５ １９ ０．０１０ ４ １９ ０．０１３ ９

０．２ ４２ ０．０３８ ９ ２２ ０．１０６ ９ ７９ ０．００９ ０ ７９ ０．００７ ２ ７９ ０．０１１ ３

　 　 例 ２　 考虑连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１），且 ｍ ＝ ｎ， 方程（１）中系数矩阵为

　 　 Ａ ＝

４ ｉ
－ ｉ ４ ｉ

⋱ ⋱ ⋱
－ ｉ ４ ｉ

－ ｉ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｂ ＝

γ ｓ － １
１ β － １

⋱ ⋱ ⋱
１ β － １

１ γ ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

，

其中 β ＝ ２ － ｋ２ｈ２，γ ｓ ＝ ２ － ｋ２ｈ２ － （１ ＋ ｉｋｈ） ／ （１ ＋ ｋ２ｈ２），ｈ ＝ １ ／ （ｎ ＋ １），ｋ ＝ １．右端项 Ｆ ＝ ＡＸ∗

＋ Ｘ∗Ｂ， 其中 Ｘ∗ ＝ Ｉ ＋ ｉＥ，Ｉ 为单位矩阵， Ｅ ＝ （ｅｉｊ）ｍ×ｎ，且 ｅｉｊ ＝ １．ＣＧＳ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算法、ＴＳ
＿ＣＯＣＧ 算法及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法的计算结果对比详见表 ３．

表 ３　 ＣＧＳ、ＴＳ＿ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 求解例 ２ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＣＧＳ，ＴＳ＿ＣＯＣＲ，ＴＳ＿ＣＯＣＧ
ａｎｄ ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ
ＣＧＳ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＧ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

２８ ８ ０．３４４ ７ ２０ ０．０５７ ２ ２０ ０．０４９ ３ ２０ ０．０８４ ３

２１０ ８ ２．４５９ ２ １９ １．０３７ ８ １９ ０．６８１ ８ １９ １．６５１ ６

２１２ ８ １２９．２２０ ２ １８ ６４．３８３ ８ １８ ４６．３３２ ３ １８ ７０．７５３ ６

　 　 例 ３　 考虑连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１），且 ｍ ＝ ｎ， 方程（１）中系数矩阵为

　 　 Ａ ＝ ｔｒｉｕ（ｒａｎｄ（ｎ），１） × ｉ ＋ ｄｉａｇ（ｑＩｎ ＋ ｄｉａｇ（ｒａｎｄ（ｎ））），
　 　 Ｂ ＝ ｔｒｉｌ（ｒａｎｄ（ｎ），１） ＋ ｄｉａｇ（ｑＩｎ ＋ ｄｉａｇ（ｒａｎｄ（ｎ））） × ５ｉ，

其中 ｑ ＝ ｎ ，ｒａｎｄ（ｎ） 表示 ｎ阶随机矩阵，ｔｒｉｕ（ｒａｎｄ（ｎ），１） 表示提取 ｎ阶随机矩阵 ｒａｎｄ（ｎ） 的

上三角矩阵， 对角线及对角线以下元素均为 ０，ｔｒｉｌ（ｒａｎｄ（ｎ），１） 表示提取 ｎ 阶随机矩阵

ｒａｎｄ（ｎ） 的下三角矩阵，对角线及对角线以上元素均为０．右端项矩阵Ｆ ＝ＡＸ∗ ＋ Ｘ∗Ｂ，其中Ｘ∗

＝ Ｉ ＋ ｉＥ，Ｉ为单位矩阵，Ｅ ＝ （ｅｉｊ）ｍ×ｎ，且 ｅｉｊ ＝ １．ＣＧＳ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算法、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法及 ＴＳ＿
ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法的计算结果对比详见表 ４．

基于表 １～４ 的数值结果，采用 ＩＮＰＨＳＳ、ＣＧＳ、ＴＳ＿ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 求

解连续的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）可得到如下相关结论：
１） 表 １ 表明随着参数 ｑ的增加，系数矩阵Ａ和Ｂ 次对角线元素增大，进而 ＩＮＰＨＳＳ 算法所

涉及的理论拟最优参数值增加，且在同一矩阵维数下，ＩＮＰＨＳＳ 算法的迭代次数和迭代时间也

随着参数 ｑ 的增加而增加；相较于 ＣＧＳ 算法和 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法，ＩＮＰＨＳＳ 算法具有良好

１２１连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程求解的分裂迭代算法



的收敛性，然而 ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法和 ＴＳ＿ＣＯＣＲ 算法的收敛速度明显优于 ＩＮＰＨＳＳ 算法，并且避免

了最优迭代参数的选取．
２） 表 ２～４ 的数值结果表明，相较于直接求解矩阵方程（１）的 ＣＧＳ 算法，分裂迭代法（ＴＳ＿

ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ、ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ）明显提高了方程（１）的求解速度；此外通过观察文中所提

出的分裂迭代法，可以发现随着阶数 ｎ 的增加，ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法具有良好的收敛性，特别是例 ２，
当矩阵阶数达到 ２１２时，ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法相较于 ＴＳ＿ＣＯＣＲ 和 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法，迭代速度加

快了至少 ０．２５ 倍，这也进一步说明了 ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法的有效性和优越性．
表 ４　 ＣＧＳ、ＴＳ＿ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ 及 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 求解例 ３ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ３ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＣＧＳ，ＴＳ＿ＣＯＣＲ，ＴＳ＿ＣＯＣＧ

ａｎｄ ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ
ＣＧＳ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＯＣＧ

ｋ ｔ ／ ｓ

ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ

ｋ ｔ ／ ｓ

１００ ７ ０．０１４ ５ １８ ０．００７ ６ １８ ０．００６ ６ １８ ０．０１２ １

２００ ８ ０．０５６ ３ ２４ ０．０４６ ９ ２４ ０．０３９ ９ ２４ ０．０６３ ７

４００ ９ ０．３３７ ０ ３９ ０．３３５ ５ ３９ ０．３０８ ７ ３９ ０．４３８ ２

　 　 基于上述结论，可知分裂迭代法中内迭代格式所采用的算法直接影响到整体算法的收敛

速度，但对于外迭代次数却毫无影响，这进一步说明内迭代过程针对上述 ３ 个算例均进行了精

确求解；同时算例结果也说明了文中所提出的分裂迭代法的可行性和有效性．

４　 结 束 语

本文主要通过将系数矩阵分裂为对称矩阵和反对称矩阵，而后利用复对称矩阵求解高效

的特点，提出了针对连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程（１）求解的分裂迭代算法，有效提高了算法的计算

效率，大大降低了计算时间．以下是针对分裂迭代算法的总结：
１） 相较于传统的 ＣＧＳ 算法，分裂迭代算法（ＴＳ＿ＣＯＣＲ、ＴＳ＿ＣＯＣＧ、ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ）因其

利用了系数矩阵分裂后复对称的特点，具有良好的收敛性；此外，所提出的算法与传统的分裂

思想不同（分裂为 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵和反 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵），巧妙避免了最优迭代参数的选取，提高了

算法的易实现性、易操作性．
２） 分裂迭代算法由内外迭代格式组成，并且整体算法的收敛性很大程度依赖于内迭代格

式的选取，而 ＣＯＣＧ 法和 ＣＯＣＲ 法相较于 ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 法具有较好的收敛性和鲁棒性，因此，
从理论层面来看 ＴＳ＿ＣＯＣＲ 和 ＴＳ＿ＣＯＣＧ 算法的收敛速度优于 ＴＳ＿ＣＣＣ＿ＳＣＢｉＣＲ 算法的收敛速

度，同时数值算例也验证了这一点．
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