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摘要：　 针对复合材料周期结构热力耦合问题，推导了数学均匀化方法（ＭＨＭ）各阶摄动位移的全

解耦格式和各阶影响函数控制方程，并使用加权残量方法将其转化为易于编程计算的有限元列式．
在解耦格式中，各阶摄动位移是相应阶次的影响函数和宏观场导数的乘积，即影响函数和宏观场

导数的计算精度共同决定摄动项的精度，其中影响函数的计算精度取决于单胞边界条件选取的适

用性．针对 ２Ｄ 复合材料周期结构静力学问题，使用超单胞边界条件和微分求积有限单元法，分别

提高了影响函数和宏观场导数的求解精度．在此基础上，研究了高阶展开项对 ＭＨＭ 真实位移精度

的影响，确定了二阶摄动项的必要性．最后应用最小势能原理评估了各阶摄动 ＭＨＭ 的计算精度，
数值比较结果验证了结论的正确性．
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引　 　 言

复合材料具有比强度高、比刚度大等优点，广泛应用于航天、航空工业等领域．众所周知，
对于很多复合材料的宏观解，如低阶频率和模态，可以使用等应变模型或等应力模型［１］ 以及

其他均匀化方法［２］，但相对于宏观应力分析，微观分析要复杂很多．为了在计算精度和效率之

间达到平衡，各种多尺度方法相继被提出，例如 ＭＨＭ［３⁃５］、广义有限单元方法（ＧＦＥＭ） ［６⁃７］、多
尺度有限单元方法（ＭＳＦＥＭ） ［８⁃９］、异类多尺度方法（ＨＭＭ） ［１０⁃１１］ 以及多尺度特征单元方法

（ＭＥＭ） ［１２⁃１３］ ．
ＭＨＭ 是最具有代表性的多尺度方法之一，因其具有严格的数学背景，且可以包含所有的

微观结构复合材料信息而广泛应用于分析周期复合材料热力耦合作用下的结构响应问

题［１４⁃１９］ ．然而只考虑一阶展开项对于细观结构物理和力学信息的捕捉往往不够［２０］，对于很多

实际工程问题［２１⁃２６］，二阶展开项对于计算精度的影响不可忽略，这就需要寻找高阶 ＭＨＭ 求解

复合材料细观结构的物理和力学属性．Ｈａｎ 等［２７］基于二阶渐近展开均匀化方法（ＡＥＨ）处理功

能梯度材料的静态热力耦合问题，精确地估计了有效弹性模量和应力应变场．Ｈａｎ 等［２８］ 基于

周期均匀化方法推导了二阶展开项用于求解复合材料弹性问题．Ｇｕａｎ 等［２１］和 Ｙａｎｇ 等［２３］研究
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了一种二阶多尺度方法用于预测周期和非周期复合材料的物理和力学属性，并求解一些实际

工程问题．Ａｌｌａｉｒｅ 等［２４］使用双尺度二阶渐进展开方法研究辐射边界条件下的热传导模型，并
证明了均匀化过程的双尺度收敛．显然，通过二阶矫正项可以更加准确地捕捉到材料内部物理

和力学行为的细观信息，得到越来越多学者的认可．但从文献检索看出，关于二阶展开项的必

要性问题基本上集中在具体物理和力学问题的解决上，鲜有文献针对热力耦合问题 ＡＥＨ 高阶

展开必要性问题以及高阶展开项本身的计算精度进行系统的研究．Ｘｉｎｇ 等［２９⁃３１］ 详细研究了影

响线弹性问题 ＭＨＭ 计算精度与摄动位移阶次之间的关系，指出影响函数和宏观位移导数是

决定摄动位移本身精度的两个关键因素，其中影响函数的计算精度主要依赖于单胞边界条件

选取的合理性，并构造了超单胞周期边界条件提高一些函数的计算精度．从数学角度看，随着

摄动阶次的提高，ＭＨＭ 的计算精度必然随之提高；从数值计算角度看，随着摄动阶次的提高，
宏观场导数的阶次随之提高，精度也愈难保证，从而限制了摄动项对 ＭＨＭ 精度的积极作用，
严重时，高阶摄动项对ＭＨＭ 精度起反作用．传统的有限元方法主要采用低阶格式，但为了提高

精度，通常需要加密网格或使用大量结点，虽然高阶格式用较少的单元就能达到较高的精度，
但存在构造形函数及其导数计算的困难［３２］；微分求积方法［３３］ 可以高精度地近似微分，但在实

现单元化过程中遇到了施加边界条件的灵活性和单元矩阵不对称等问题；微分求积有限单元

法［３４］利用微分求积方法和 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｏ 积分方法来离散系统的能量泛函，较好地解决了上述

有限元方法和微分求积方法中存在的问题．解决宏观场高阶导数的计算精度问题是研究高阶

展开项必要性问题的前提条件．
本文在文献［２９⁃３１］的基础上，针对更复杂的问题推导各阶摄动项的全解耦格式和影响函

数控制方程，并使用加权残量方法将其转化为有限元矩阵列式；使用超单胞边界条件求解各阶

弹性影响函数和热影响函数控制方程，同时将微分求积有限单元法和热力耦合问题 ＭＨＭ 相

结合，构造宏观位移场和温度场高阶微分求积有限单元求解影响函数各阶导数，保证高阶摄动

位移本身的计算精度；在此基础上通过高阶 ＭＨＭ 计算结果与精细有限元方法计算结果之间

的误差分析，确定了高阶摄动项的必要性依据．

１　 热力耦合问题数学均匀化方法

１．１　 基本理论

热力耦合问题结构线性小变形的应力⁃应变关系为

　 　 σｉｊ ＝ Ｅε
ｉｊｍｎ（ｅｔｏｔｍｎ － ｅｔｍｎ）， （１）

其中 Ｅε
ｉｊｍｎ 表示弹性常数张量， ｅｔｏｔｍｎ 是总应变， ｅｔｍｎ 表示热应变．总应变⁃位移和热应变分别表示为

　 　 ｅｔｏｔｍｎ ＝ １
２

∂ｕε
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∂ｘｎ
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　 　 ｅｔｍｎ ＝ ａε
ｍｎＴｍｎ， （３）

其中 ｕε 为真实位移， ａε
ｍｎ 为热膨胀系数， Ｔｍｎ 为温差．将式（２）和（３）代入式（１）并考虑弹性常数

张量的对称性可以得到

　 　 σｉｊ ＝ Ｅε
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÷ ． （４）

考虑如图 １ 所示的热力耦合作用下的复合材料周期结构平面问题，其平衡方程的数学表

达式为
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其中 Ω 表示域．由于方程（５）中包含了一个小参数 ε，通常会找一个在 ε 上进行幂级数展开的解：
　 　 ｕε

ｍ ＝ ｕ０
ｍ ＋ εｕ１

ｍ ＋ ε２ｕ２
ｍ ＋ ε３ｕ３

ｍ ＋ … ． （６）
多尺度方法背后的基本思想是假设表达式里所有的项依赖于 ｘ 和 ｙ ＝ ｘ ／ ε， 而且由于微分

方程系数是 ｘ ／ ε 的周期函数，所以展开式中的所有项也是 ｘ ／ ε 的周期函数，从而可以假设 ｕε
ｍ

的形式如下，其中 ｕ ｊ
ｍ（ ｊ ＝ ０，１，…） 在 ｙ 上具有周期性，即

　 　 ｕε
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ ｕε

ｍ（ｘ，ｙ ＋ Ｙ）， （７）
其中 Ｙ 为结构的周期．

真实位移 ｕε
ｍ 对宏观尺度 ｘ 的导数可以根据链式法则得到

　 　 ∂
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变量 ｘ 和 ｙ ＝ ｘ ／ ε 分别代表周期结构的慢（宏观）尺度和快（微观）尺度．当 ε≪１ 时，变量 ｙ 比 ｘ
变化得更快，并且在微观尺度下考虑问题时，可将 ｘ 看作常数，这就应用了尺度分离，即将 ｘ 和

ｙ 看作独立变量．
将式（６）代入式（５），可以得到渐进展开形式的控制方程：
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值得注意的是，此时热应变已经耦合进入方程（９），联合式（８），对其真实位移进行求导并

展开．假设当 ε → ０ ＋ 时方程（９）的极限存在，方程式可以满足，所以基于 ε 的阶数可以将方程

（９）排列为三级分层方程：
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　 　 ε －１：　 １
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１．２　 求解分级方程

分别对方程（１０） ～ （１２）进行求解，可得到如下方程．
１．２．１　 ε －２

通过在方程（１０）两端同时乘以 ε２， 并考虑 ε → ０ ＋ 的极限情况，可以得到如下方程：

　 　 ∂
∂ｙ ｊ
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方程（１４）成立的前提是 ∂ｕ０
ｍ ／ ∂ｙｎ ＝ ０， 所以 ｕ０

ｍ ＝ ｕ０
ｍ（ｘ），即均匀化位移是宏观尺度 ｘ 的方程，与

微观尺度 ｙ 无关．
１．２．２　 ε －１

通过在方程（１１）两端同时乘以 ε， 并考虑 ε → ０ ＋ 的极限情况，可以得到如下方程：
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　 　 ∂
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ｕ１
ｍ 为一阶摄动位移，使用变量分离得到方程（１５）的解为

　 　 ｕ１
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ － χｋｌ

１ｍ（ｙ）
∂ｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ

－ ψ１ｍ（ｙ）Ｔ（ｘ）， （１６）

其中 χｋｌ
１ｍ 和 ψ１ｍ 分别表示一阶弹性影响函数和一阶热影响函数， ｕ０

ｋ 为结构均匀化位移（宏观位

移场）， Ｔ 为结构的温差（宏观温度场的一阶导数）．
将式（１６）代入方程（１５）可得
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方程（１７）可以解耦成两个分别用于求解 χ １ 和 ψ１ 的控制方程：
一阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｋｌ － Ｅ ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０； （１８）

一阶热问题影响函数控制方程
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由方程（１８）和（１９）可以得到
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将方程（１２）转化为如下形式：

　 　 － ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｎ

∂ｕ２
ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∂

∂ｘ ｊ
Ｅε

ｉｊｍｎ

∂ｕ０
ｍ

∂ｘｎ

＋
∂ｕ１

ｍ

∂ｙｎ

－ ａε
ｍｎＴｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅε

ｉｊｍｎ

∂ｕ１
ｍ

∂ｘｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｆｉ ． （２０）

为了使方程（２０）具有适定性，方程右端在单胞域内的均值必须为 ０，即
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∂ｕ０
ｍ

∂ｘｎ

＋
∂ｕ１

ｍ

∂ｙｎ

－ ａε
ｍｎＴｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ ＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅε

ｉｊｍｎ

∂ｕ１
ｍ

∂ｘｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｆｉ} ｄＹ ＝ ０． （２１）

将方程（１６）代入方程（２１）可以得到方程如下：

　 　 － １
Ｙ ∫Ｙ Ｅ ｉｊｋｌ － Ｅ ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ∂ｘ ｊ

é

ë
ê
ê

－ Ｅ ｉｊｋｌａε
ｋｌ ＋ Ｅ ｉｊｍｎ

∂ψ １ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｔｋｌ

∂ｘ ｊ

ù

û
ú
ú ｄＹ ＝ ｆｉ ． （２２）

均匀化弹性常数张量和均匀化热弹性常数张量分别由如下公式计算：

　 　 ＥＨ
ｉｊｍｎ ＝ １

Ｙ ∫Ｙ Ｅ ｉｊｋｌ － Ｅ ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＹ， （２３）

　 　 βＨ ＝ １
Ｙ ∫Ｙ Ｅ ｉｊｋｌａε

ｋｌ ＋ Ｅ ｉｊｍｎ

∂ψ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＹ ＝ １

Ｙ ∫Ｙ Ｅ ｉｊｋｌａε
ｋｌ － Ｅ ｉｊｍｎａε

ｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＹ ． （２４）

将方程（２３）和（２４）代入方程（５），得到均匀化结构平衡方程：

　 　 － ∂
∂ｘ ｊ

ＥＨ
ｉｊｍｎ

∂ｕ０
ｍ

∂ｘｎ

－ ａＨ
ｍｎＴｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｆｉ， （２５）

其中

　 　 ａＨ
ｍｎ ＝ ［ＥＨ

ｉｊｍｎ］
－１βＨ

ｍｎ，
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ａＨ
ｍｎ 为均匀化热膨胀常数张量．

ｕ２
ｋ 为二阶摄动位移，与一阶摄动位移相同可以变量分离为

　 　 ｕ２
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ － χ ｋｌｐ

２ｍ（ｙ）
∂２ｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ∂ｘｐ

－ ψ ｐ
２ｍ（ｙ）

∂Ｔ（ｘ）
∂ｘｐ

． （２６）

将方程（１６）、（２５）和（２６）代入方程（２０）可得

　 　 ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂２ｕ０
ｋ

∂ｘｌ∂ｘｐ

＋ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｎ

∂ψ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｔｋｌ

∂ｘｐ

＝

　 　 　 　 Ｅε
ｉｐｋｌ － ＥＨ

ｉｊｋｌ －
∂
∂ｙ ｊ

Ｅ ｉｊｍｐ
χ ｋｌ
１ｋ( ) － Ｅ ｉｐｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂２ｕ０
ｋ

∂ｘｌ∂ｘｐ

－ Ｅε
ｉｐｍｎ

∂ψ １ｍ

∂ｙｎ

∂Ｔｋｌ

∂ｘｐ

－

　 　 　 　 Ｅε
ｉｐｋｌａε

ｍｎ

∂Ｔｋｌ

∂ｘｐ

－ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｐψ ｋｌ

１ｍ( )
∂Ｔｋｌ

∂ｘｐ

＋ ＥＨ
ｉｊｋｌａＨ

ｋｌ

∂Ｔｋｌ

∂ｘｐ
． （２７）

方程（２７）可以解耦为分别求解 χ ２ 和 ψ２ 的控制方程：
二阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｅε

ｉｐｍｎ

∂χ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

－ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｐ

χ ｋｌ
１ｍ( ) ＋ Ｅε

ｉｐｋｌ － ＥＨ
ｉｐｋｌ； （２８）

二阶热影响函数控制方程

　 　 ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｎ

∂ψ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｅε

ｉｐｍｎ

∂ψ ｋｌ
１ｍ

∂ｙｎ

－ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｐψ ｋｌ

１ｍ( ) － Ｅε
ｉｐｋｌａε

ｋｌ ＋ ＥＨ
ｉｐｋｌａＨ

ｋｌ ． （２９）

方程（１３）中的 ｕ３
ｍ 为三阶摄动位移，可以解耦为与一阶、二阶摄动位移相同的三阶弹性影

响函数和宏观位移导数以及三阶热影响函数和温差导数的乘积：

　 　 ｕ３
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ － χ ｋｌｐｑ

３ｍ （ｙ）
∂３ｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ∂ｘｐ∂ｘｑ

－ ψ ｋｌｐｑ
３ｍ （ｙ）

∂２Ｔｋｌ（ｘ）
∂ｘｐ∂ｘｑ

． （３０）

将方程（１６）、（２６）以及（３０）代入方程（１３）可得

　 　 Ｅε
ｉｑｍｐ

χ ｋｌ
１ｍ ＋ Ｅε

ｉｑｍｎ

∂χ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

＋ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｐ

χ ｋｌｐ
２ｍ ＋ Ｅε

ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌｐｑ
３ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

∂３ｕ０
ｋ

∂ｘｌ∂ｘｐ∂ｘｑ

＋

　 　 　 　 Ｅε
ｉｑｍｐψ ｋｌ

１ｍ ＋ Ｅε
ｉｑｍｎ

∂ψ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

＋ ∂
∂ｙ ｊ

Ｅε
ｉｊｍｐψ ｋｌｐ

２ｍ ＋ Ｅε
ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌｐｑ
３ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

∂２Ｔｋｌ

∂ｘｐ∂ｘｑ

＝ ０． （３１）

方程（３１）可以解耦为分别求解 χ ３ 和 ψ３ 的控制方程：
三阶弹性影响函数控制方程

　 　 Ｅε
ｉｑｍｐ

χ ｋｌ
１ｍ ＋ Ｅε

ｉｑｍｎ

∂χ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅε

ｉｊｍｐ
χ ｋｌｐ
２ｍ ＋ Ｅε

ｉｊｍｎ

∂χ ｋｌｐｑ
３ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０； （３２）

三阶热影响函数控制方程

　 　 Ｅε
ｉｑｍｐψ ｋｌ

１ｍ ＋ Ｅε
ｉｑｍｎ

∂ψ ｋｌｐ
２ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅε

ｉｊｍｐψ ｋｌｐ
２ｍ ＋ Ｅε

ｉｊｍｎ

∂ψ ｋｌｐｑ
３ｍ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （３３）

使用相同的分析方法可以得到摄动位移和影响函数控制方程的递推形式 （ ｓ ≥ ３） 为

　 　 ｕｓ
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ － χ ｋｌｐｑ…

ｓｍ （ｙ）
∂ｓｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ∂ｘｐ∂ｘｑ…

－ ψ ｋｌｐｑ…
ｓｍ （ｙ）

∂ｓ－１Ｔｋｌ（ｘ）
∂ｘｐ∂ｘｑ…

， （３４）

其中，省略号“…”表示上标字母的个数与分母的求导阶次相对应：

　 　 ｕｓ
ｍ（ｘ，ｙ） ＝ － χ ｋｌｐｑａ

ｓｍ （ｙ）
∂ｓｕ０

ｋ（ｘ）
∂ｘｌ∂ｘｐ∂ｘｑ∂ｘａ

－ ψ ｋｌｐｑａ
ｓｍ （ｙ）

∂ｓ－１Ｔｋｌ（ｘ）
∂ｘｐ∂ｘｑ∂ｘａ

．
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ｓ 阶弹性影响函数控制方程为

　 　 Ｅεχ
ｓ－２ ＋ Ｅε ∂χ ｓ－１

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅεχ

ｓ－１ ＋ Ｅε ∂χ ｓ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０； （３５）

ｓ 阶热影响函数控制方程为

　 　 Ｅεψ ｓ－２ ＋ Ｅε ∂ψ ｓ－１

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ ｊ
Ｅεψ ｓ－１ ＋ Ｅε ∂ψ ｓ

∂ｙｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （３６）

２　 有限元列式

使用加权残量方法将影响函数控制方程转化为易于编程计算的矩阵形式，高阶 ＭＨＭ 热

力耦合问题有限元计算过程和公式如下：
１） 单胞一阶影响函数控制方程

一阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∑
ｅ ＝ １

∫
Ｙｅ
ＢＴＥεＢｄＹｅ( ) χ ｅ

１ ＝ ∑
ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＢＴＥεｄＹｅ； （３７）

一阶热影响函数控制方程

　 　 ∑
ｅ ＝ １

∫
Ｙｅ
ＢＴＥεＢｄＹｅ( ) {ψ ｅ

１ } ＝ － ∑
ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＢＴＥε { ａε

ｋｌ } ｄＹｅ ． （３８）

２） 均匀化参数矩阵列式

　 　

ＥＨ ＝ ∑
ｅ ＝ １

１
Ｙ ∫Ｙｅ（Ｅε － ＥεＢχ ｅ

１）ｄＹｅ，

{ βＨ
ｋｌ } ＝ ∑

ｅ ＝ １

１
Ｙ ∫Ｙｅ（Ｅε { ａε

ｋｌ } ＋ ＥεＢ {ψ ｅ
１ } ）ｄＹｅ，

{ ａＨ
ｋｌ } ＝ ［ＥＨ］ －１ { βＨ

ｋｌ } ＝ ［ａＨ ａＨ ０］ Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３９）

３） 均匀化结构控制方程

　 　 ∑
ｅ ＝ １

∫
Ｙｅ
ＢＴＥＨＢｄＹｅ( ) ｕ０ ＝ ∑

ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＮＴｆｄＹｅ ＋ ∑

ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＢＴＥＨε０ｄＹｅ，

ε０ ＝ ａＨ∑
４

ｉ ＝ １
ＮｉＴｉ［１ １ ０］ Ｔ ． （４０）

４） 周期结构控制方程

　 　 ∑
ｅ ＝ １

∫
Ｙｅ
ＢＴＥεＢｄＹｅ( ) ｕε ＝ ∑

ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＮＴｆｄＹｅ ＋ ∑

ｅ ＝ １
∫
Ｙｅ
ＢＴＥεεε

０ｄＹｅ，

εε
０ ＝ ａε∑

４

ｉ ＝ １
ＮｉＴｉ［１ １ ０］ Ｔ ． （４１）

５） 单胞二阶影响函数控制方程

二阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) χ ε

２ ＝ ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［ＥＨ

１ 　 ＥＨ
２ ］ｄＹε( ) － ∑

ε ＝ １
∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１ 　 Ｅε
２］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂχ １ 　 Ｅε
２Ｂχ １］ｄＹε( ) － ∑

ε ＝ １
∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎχ １ 　 Ｅε
４Ｎχ １］ｄＹε( ) ； （４２）

二阶热影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) ψε

２ ＝
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　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１ { ａε
ｋｌ } － ＥＨ

１ { ａＨ
ｋｌ } 　 Ｅε

２ { ａε
ｋｌ } － ＥＨ

２ { ａＨ
ｋｌ } ］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂ {ψ ε
１ } 　 Ｅε

２Ｂ {ψ ε
１ } ］ｄＹε( ) －

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎ {ψ ε
１ } 　 Ｅε

４Ｎ {ψ ε
１ } ］ｄＹε( ) ． （４３）

６） 单胞三阶影响函数控制方程

三阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) χ ε

３ ＝ ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

５Ｎχ １ 　 Ｅε
６Ｎχ １ 　 Ｅε

７Ｎχ １ 　 Ｅε
８Ｎχ １］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂχ ２ 　 Ｅε
２Ｂχ ２］ｄＹε( ) － ∑

ε ＝ １
∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎχ ２ 　 Ｅε
４Ｎχ ２］ｄＹε( ) ； （４４）

三阶热影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) ψε

３ ＝

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

５Ｎ {ψ １ } 　 Ｅε
６Ｎ {ψ １ } 　 Ｅε

７Ｎ {ψ １ } 　 Ｅε
８Ｎ {ψ １ } ］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂψ ２ 　 Ｅε
２Ｂψ ２］ｄＹε( ) － ∑

ε ＝ １
∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎχ ２ 　 Ｅε
４Ｎχ ２］ｄＹε( ) ． （４５）

７） ｓ 单胞高阶影响函数控制方程

ｓ 阶弹性影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) χ ε

ｎ ＝

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

５Ｎχ ｎ－２ 　 Ｅε
６Ｎχ ｎ－２ 　 Ｅε

７Ｎχ ｎ－２ 　 Ｅε
８Ｎχ ｎ－２］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂχ ｎ－１ 　 Ｅε
２Ｂχ ｎ－１］ｄＹε( ) －

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎχ ｎ－１ 　 Ｅε
４Ｎχ ｎ－１］ｄＹε( ) ； （４６）

ｓ 阶热影响函数控制方程

　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴＥεＢｄＹε( ) ψε

ｎ ＝

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

５Ｎ {ψ ｎ－２ } 　 Ｅε
６Ｎ {ψ ｎ－２ } 　 Ｅε

７Ｎ {ψ ｎ－２ } 　 Ｅε
８Ｎ {ψ ｎ－２ } ］ｄＹε( ) ＋

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＮＴ［Ｅε

１Ｂψ ｎ－１ 　 Ｅε
２Ｂψ ｎ－１］ｄＹε( ) －

　 　 　 　 ∑
ε ＝ １

∫
Ｙε
ＢＴ［Ｅε

３Ｎχ ｎ－１ 　 Ｅε
４Ｎχ ｎ－１］ｄＹε( ) ， （４７）

其中，矩阵 Ｅ１ ～ Ｅ８ 如附录所示．

３　 数学均匀化方法计算精度的关键影响因素

文献［３１］给出了影响 ＭＨＭ 计算精度的两个关键影响因素：影响函数和宏观位移导数的

计算精度．其中影响函数的计算精度依赖于单胞边界条件施加的合理性，常用的四边固支周期

边界条件对于一维复合材料周期结构单胞问题是精确的，但用于求解 ２Ｄ 周期结构单胞问题

影响函数的精度较低，提出高精度的超单胞周期边界条件有效解决了该问题．将微分求积有限

单元与 ＭＨＭ 结合形成微分求积 ＭＨＭ，可有效提高宏观位移场和温度场各阶导数的求解精度．
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３．１　 超单胞周期边界条件

考虑 ９ 个单胞（３×３）组成的一个超单胞施加四边固支边界条件，如图 １（ａ）所示，具体实

现过程如下：
１） 使用式（４）计算超单胞的一阶、二阶以及三阶虚拟位移；
２） 将超单胞包含的 ９ 个单胞根据其在超单胞中的位置分为 ９ 种单胞，分别为①～⑨，如

图 １（ｂ）所示，每个单胞均有独立的一阶、二阶以及三阶虚拟位移；
３） 将单胞⑤的一阶、二阶以及三阶虚拟位移复制到结构内部的每一个单胞上，①、②、③、

④、⑥、⑦、⑧、⑨这 ８ 个单胞的一阶、二阶以及三阶虚拟位移根据其在超单胞中的位置分别对

应复制给结构边界上的单胞，如图 １（ｃ）所示．

图 １　 超单胞边界条件实现过程

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ

３．２　 微分求积 ＭＨＭ
微分求积 ＭＨＭ 首先用超单胞周期边界条件计算单胞问题各阶弹性影响函数和热影响函

数，再构造高阶微分求解有限单元（如图 ２ 所示）求解宏观场及其各阶导数，最后得到 ＭＨＭ 真

实位移的方法．微分求积 ＭＨＭ 的计算步骤如下：
１） 使用超单胞周期边界条件求解单胞问题，得到各阶弹性影响函数、热影响函数和均匀

化弹性常数张量；
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２） 分别构造宏观位移场和温度场高阶微分求积有限单元求解结构宏观场；
３） 使用微分求积法计算宏观位移场和温度场在高阶微分求积有限单元内部节点的各阶

导数；
４） 使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值函数计算高阶微分求积有限单元内部与单胞内部节点相对应位置

的各阶导数；
５） 计算结构的二阶 ＭＨＭ 的真实位移．
微分求积单元平衡方程为

　 　 ｋｕ０ ＝ ｆ， （４８）
其中 ｋ 为微分求积单元刚度矩阵， ｆ为施加在结构上的外载荷和热载荷之和，ｕ０ 为结构的均匀

化位移．均匀化位移的一阶导数、二阶以及三阶导数如下：

　 　

∂ｕ０

∂ｘ ｉｊ
＝ ｐ（１）

ｉ ｑ ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ｐｍｑ ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ｕ０
ｍｊ，

∂ｕ０

∂ｙ ｉｊ
＝ ｐｉｑ（１）

ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｑｎｐｉ ＝ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｕ０
ｉｎ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４９）

　 　

∂２ｕ０

∂ｘ２
ｉｊ

＝ ｐ（２）
ｉ ｑ ｊ ＝ ∑

１５

ｍ ＝ １
Ａ（２）

ｉｍ ｐｍｑ ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（２）

ｉｍ ｕ０
ｍｊ，

∂２ｕ０

∂ｙ２
ｉｊ

＝ ｐｉｑ（２）
ｊ ＝ ∑

１５

ｎ ＝ １
Ｂ（２）

ｊｎ ｑｎｐｉ ＝ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（２）

ｊｎ ｕ０
ｉｎ，

∂２ｕ０

∂ｘ∂ｙ ｉｊ
＝ ｐ（１）

ｉ ｑ（１）
ｊ ＝ ∑

１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ｐｍ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｑｎ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｕ０
ｍｎ；

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５０）

　 　

∂３ｕ０

∂ｘ３
ｉｊ

＝ ｐ（３）
ｉ ｑ ｊ ＝ ∑

１５

ｍ ＝ １
Ａ（３）

ｉｍ ｐｍｑ ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（３）

ｉｍ ｕ０
ｍｊ，

∂３ｕ０

∂ｙ３
ｉｊ

＝ ｐｉｑ（３）
ｊ ＝ ∑

１５

ｎ ＝ １
Ｂ（３）

ｊｎ ｑｎｐｉ ＝ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（３）

ｊｎ ｕ０
ｉｎ
，

∂３ｕ０

∂ｘ２∂ｙ ｉｊ

＝ ｐ（２）
ｉ ｑ（１）

ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（２）

ｉｍ ｐｍ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｑｎ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（２）

ｉｍ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（１）

ｊｎ ｕ０
ｍｎ，

∂３ｕ０

∂ｘ∂ｙ２
ｉｊ

＝ ｐ（１）
ｉ ｑ（２）

ｊ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ｐｍ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（２）

ｊｎ ｑｎ ＝ ∑
１５

ｍ ＝ １
Ａ（１）

ｉｍ ∑
１５

ｎ ＝ １
Ｂ（２）

ｊｎ ｕ０
ｍｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（５１）

使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值结构内任意一点的位移及其导数计算公式为

　 　

［ｕ（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）］ ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉ（ｘ） ｌ ｊ（ｙ）［ｕｉｊ，ｖｉｊ］，

［ｕ（１）（ｘ，ｙ），ｖ（１）（ｘ，ｙ）］ ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉ（ｘ） ｌ ｊ（ｙ）［ｕ（１）

ｉｊ ，ｖ（１）ｉｊ ］，

ｕ（２）（ｘ，ｙ），ｖ（２）（ｘ，ｙ）， ∂２ｕ
∂ｘ∂ｙ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ∑

Ｍ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉ（ｘ） ｌ ｊ（ｙ） ｕ（２）

ｉｊ ，ｖ（２）ｉｊ ，∂
２ｕ０

∂ｘ∂ｙ
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｕ（３）（ｘ，ｙ），ｖ（３）（ｘ，ｙ）， ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｙ

， ∂３ｕ
∂ｘ∂ｙ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

　 　 ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉ（ｘ） ｌ ｊ（ｙ） ｕ（３）

ｉｊ ，ｖ（３）ｉｊ ， ∂３ｕ
∂ｘ２∂ｙ

， ∂３ｕ
∂ｘ∂ｙ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５２）
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图 ２　 微分求积有限单元

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

３．３　 势能泛函

势能泛函越小说明计算结果越精确，为了准确评估各阶摄动的求解精度，计算周期复合材

料在温度载荷作用下 ＭＨＭ１（ｕ０ ＋ ｕ１）、 ＭＨＭ２（ｕ０ ＋ ｕ１ ＋ ｕ２）、 ＭＨＭ３（ｕ０ ＋ ｕ１ ＋ ｕ２ ＋ ｕ３） 和 ＦＥＭ
的总势能泛函 Π ．Π 的计算公式为

　 　 Π ＝ Ｕ ＋ Ｗ， Ｕ ＝ １
２
（ｕε） ＴＫｕε， Ｗ ＝－ （ｕε） Ｔｆ， （５３）

其中 Ｕ 和 Ｗ 分别为应变能和外力势能， Ｋ 为结构刚度矩阵， ｆ 为外载荷，本文算例中没有在结

构中施加外载荷，把温度应变作为结构的初始应变，初始应变作为外载荷作用下的应变，即

　 　
ｅ ＝ ａε

ｍｎＴ，
ｆ ＝ Ｅ ｉｊｍｎｅ ．

{ （５４）

４　 算 例 分 析

４．１　 二维周期复合材料单胞结构

图 ３　 二维复合材料单胞结构

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

结构大小为 ３０ ｍｍ×３０ ｍｍ，单胞内部含有 ４ 块夹

杂，如图 ３ 所示，基体的弹性模量和热膨胀系数分别

为 Ｅ１ ＝ ２ × １０９ Ｐａ， ａ１ ＝ ３ × １０ －６ ℃ －１，夹杂的弹性模

量和热膨胀系数分别为 Ｅ２ ＝ ６ × １０１０ Ｐａ， ａ２ ＝ １ × １０ －６

℃ －１，基体和夹杂的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比均为 μ ＝ ０．２， 结构温差

Ｔ ＝ １０６（ｘ２ ＋ ｙ２） ℃ ．
使用式（３６）分别计算均匀化弹性模量和均匀化热

膨胀系数为 ＥＨ ＝ ２．６７ × １０９ Ｐａ， ａＨ ＝ ２．５ × １０ －６ ℃ －１ ．
图 ４（ａ） ～ （ｄ）分别给出结构沿 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 线上节点在

ｘ１ 方向的位移曲线．表 １ 给出了结构总势能泛函计算

结果，其中 ＦＥＭ 为有限元解，作为标准检验 ＭＨＭ 的

求解精度，ＭＨＭ１ 表示包含一阶摄动项的 ＭＨＭ 计算

结果，ＭＨＭ２ 表示包含二阶摄动项的 ＭＨＭ 计算结果，
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ＭＨＭ３ 表示包含三阶摄动项的 ＭＨＭ 计算结果．
结合图 ４ 和表 １ 可以得到：
１） 包含一阶摄动位移的计算结果 ＭＨＭ１ 误差较大；
２） ＭＨＭ２ 和 ＭＨＭ３ 的精度明显高于 ＭＨＭ１；
３） ＭＨＭ３ 精度高于 ＭＨＭ２．

表 １　 ２Ｄ 单胞结构的势能泛函

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｕｎｉｔ⁃ｃｅｌｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｕε
Π ／ Ｊ

ＭＨＭ ＦＥＭ
（（ΠＦＥＭ － ΠＭＨＭ） ／ ΠＦＥＭ × １００％） ／ ％

ＭＨＭ１ －２．４７５×１０－６ －２．９３９×１０－６ １５．８

ＭＨＭ２ －２．９１６×１０－６ －２．９３９×１０－６ ０．７８

ＭＨＭ３ －２．９３７×１０－６ －２．９３９×１０－６ ０．０６８

（ａ） Ａ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线 （ｂ） Ｂ 线沿节点 ｘ１ 方向位移曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ａ （ｂ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｂ

（ｃ） Ｃ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线 （ｄ） Ｄ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线

（ｃ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｃ （ｄ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｄ
图 ４　 沿纵线 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 线上节点位移曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ａ，Ｂ，Ｃ ａｎｄ Ｄ

４．２　 二维周期复合材料多胞结构

结构大小为 ４５ ｍｍ×４５ ｍｍ，包含 ５×５ 个单胞，每个单胞内部含有一块夹杂，如图 ５ 所示，
材料参数以及温差和算例 １ 相同．影响函数和宏观位移导数分别使用超单胞周期边界条件和微
分求积有限单元法计算得到，均匀化弹性模量和均匀化热膨胀系数分别为 ＥＨ ＝ ２．４２ × １０９ Ｐａ，
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ａＨ ＝ ２．６３ × １０ －６ ℃ －１ ．图 ６（ａ） ～ （ｄ）分别给出结构沿 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 线上节点 ｘ１ 方向的位移曲线．表
２ 给出了结构的总势能泛函计算结果，ＦＥＭ、ＭＨＭ１、ＭＨＭ２、ＭＨＭ３ 与算例 １ 相同．

结合图 ６ 和表 ２ 可以得到：
１） 包含一阶摄动位移的计算结果 ＭＨＭ１ 误差较大；
２） ＭＨＭ２ 和 ＭＨＭ３ 的计算精度明显好于 ＭＨＭ１；
３） ＭＨＭ２ 和 ＭＨＭ３ 的计算精度较高，且两者相差不大；
４） 二阶摄动项对计算精度的影响较大，而三阶摄动项对计算精度的影响可以忽略．

图 ５　 二维周期复合材料结构

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ２Ｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

表 ２　 ２Ｄ 多胞结构的势能泛函

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｅｌｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｕε
Π ／ Ｊ

ＭＨＭ ＦＥＭ
（（ΠＦＥＭ － ΠＭＨＭ） ／ ΠＦＥＭ × １００％） ／ ％

ＭＨＭ１ －３．５４７ ７×１０－６ －４．４３６ １×１０－６ ２０

ＭＨＭ２ －４．３３５ ６×１０－６ －４．４３６ １×１０－６ ２．２７

ＭＨＭ３ －４．３９６ ８×１０－６ －４．４３６ １×１０－６ ０．８９

（ａ） Ａ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线 （ｂ） Ｂ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ａ （ｂ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｂ

５６李 鸿 鹏　 　 凌　 松　 　 戚 振 彪　 　 姜 克 儒　 　 陈　 磊



（ｃ） Ｃ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线 （ｄ） Ｄ 线节点沿 ｘ１ 方向位移曲线

（ｃ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｃ （ｄ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ｄ
图 ６　 沿纵线 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 上节点位移曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｌｉｎｅｓ Ａ，Ｂ，Ｃ ａｎｄ Ｄ

５　 结　 　 论

本文推导了热力耦合问题高阶 ＭＨＭ 通用计算公式，并将其转化为有限元列式，结合超单

胞周期边界条件提出了微分求积 ＭＨＭ，通过提高影响函数和宏观场导数计算精度保证了高阶

展开项本身的计算精度；数值算例和最小总势能泛函结果验证了公式的正确性和微分求积

ＭＨＭ 的有效性．本文得到的结论如下：
１） 弹性影响系数和热影响系数的导数是线性关系，斜率为材料热膨胀系数；
２） 高阶（三阶及以上）影响函数控制方程具有相同的形式；
３） 二阶摄动项对计算精度作用较大，不可忽略．

附　 　 录

对于平面线性单元来说， χ１ 为 ８×３ 阶矩阵， χ２ 为 ８×６ 阶矩阵， ＥＨ
ｉ （ ｉ ＝ １，２），Ｅε

ｉ （ ｉ ＝ １，２） 为 ２×３ 阶矩阵，

Ｅε
ｉ （ ｉ ＝ ３，４） 为 ３×２ 阶矩阵，其中各矩阵元素均是按照式（２３）和（２７）中各指标的求和关系生产．ＥＨ

ｉ （ ｉ ＝ １，２）
和 Ｅε

ｉ （ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６，７，８） 分别为

　 　 ＥＨ
１ ＝

ＥＨ
１１１１ ＥＨ

１１２２ ＥＨ
１１１２

ＥＨ
１２１１ ＥＨ

１２２２ ＥＨ
１２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ＥＨ

２ ＝
ＥＨ

１２１１ ＥＨ
１２２２ ＥＨ

１２１２

ＥＨ
２２１１ ＥＨ

２２２２ ＥＨ
２２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｅε
１ ＝

Ｅε
１１１１ Ｅε

１１２２ Ｅε
１１１２

Ｅε
１２１１ Ｅε

１２２２ Ｅε
１２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

２ ＝
Ｅε

１２１１ Ｅε
１２２２ Ｅε

１２１２

Ｅε
２２１１ Ｅε

２２２２ Ｅε
２２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｅε
３ ＝

Ｅε
１１１１ Ｅε

１１１２

Ｅε
２２１１ Ｅε

２２１２

Ｅε
１２１１ Ｅε

１２１２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｅε
４ ＝

Ｅε
１１１２ Ｅε

１１２２

Ｅε
２２１２ Ｅε

２２２２

Ｅε
１２１２ Ｅε

１２２２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Ｅε
５ ＝

Ｅε
１１１１ Ｅε

１１１２

Ｅε
１２１１ Ｅε

１２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

６ ＝
Ｅε

１１１２ Ｅε
１１２２

Ｅε
１２１２ Ｅε

１２２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

７ ＝
Ｅε

１２１１ Ｅε
１２１２

Ｅε
２２１１ Ｅε

２２１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

８ ＝
Ｅε

１２１２ Ｅε
１２２２

Ｅε
２２１２ Ｅε

２２２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

由弹性矩阵和弹性张量分量的对应关系，可以将弹性矩阵 ＥＨ 和 Ｅε 写成

　 　 ＥＨ ＝

ＥＨ
１１１１ ＥＨ

１１２２ ＥＨ
１１１２

ＥＨ
２２１１ ＥＨ

２２２２ ＥＨ
２２１２

ＥＨ
１２１１ ＥＨ

１２２２ ＥＨ
１２１２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｅε ＝

Ｅε
１１１１ Ｅε

１１２２ Ｅε
１１１２

Ｅε
２２１１ Ｅε

２２２２ Ｅε
２２１２

Ｅε
１２１１ Ｅε

１２２２ Ｅε
１２１２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

６６ 热力耦合问题数学均匀化方法的计算精度



所以 ＥＨ
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 和 Ｅε

ｉ （ ｉ ＝ １，２，…，８） 可以用对应的弹性矩阵元素分别表示为

　 　 ＥＨ
１ ＝

ＥＨ
（１，１） ＥＨ

（１，２） ＥＨ
（１，３）

ＥＨ
（３，１） ＥＨ

（３，２） ＥＨ
（３，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ＥＨ

２ ＝
ＥＨ

（３，１） ＥＨ
（３，２） ＥＨ

（３，３）

ＥＨ
（２，１） ＥＨ

（２，２） ＥＨ
（２，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｅε
１ ＝

Ｅε
（１，１） Ｅε

（１，２） Ｅε
（１，３）

Ｅε
（３，１） Ｅε

（３，２） Ｅε
（３，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

２ ＝
Ｅε

（３，１） Ｅε
（３，２） Ｅε

（３，３）

Ｅε
（２，１） Ｅε

（２，２） Ｅε
（２，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｅε
３ ＝

Ｅε
（１，１） Ｅε

（１，３）

Ｅε
（２，１） Ｅε

（２，３）

Ｅε
（３，１） Ｅε

（３，３）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｅε
４ ＝

Ｅε
（１，３） Ｅε

（１，２）

Ｅε
（２，３） Ｅε

（２，２）

Ｅε
（３，３） Ｅε

（３，２）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Ｅε
５ ＝

Ｅε
（１，１） Ｅε

（１，３）

Ｅε
（３，１） Ｅε

（３，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

６ ＝
Ｅε

（１，３） Ｅε
（１，２）

Ｅε
（３，３） Ｅε

（３，２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｅε
７ ＝

Ｅε
（３，１） Ｅε

（３，３）

Ｅε
（２，１） Ｅε

（２，３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｅε

８ ＝
Ｅε

（３，３） Ｅε
（３，２）

Ｅε
（２，３） Ｅε

（２，２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．
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