
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１９）１０⁃１０８１⁃０８ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

轴向运动梁的横向振动分析
∗

田耀宗，　 蹇开林

（重庆大学 航空航天学院， 重庆 ４０００４４）

（我刊编委彭向和推荐）

摘要：　 论述了轴向运动梁横向振动问题以及研究轴向运动梁横向振动问题的方法，指出对轴向

运动梁横向振动问题研究中存在的一些错误并进行了更正．针对一端可看作固定边界条件的轴向

运动悬臂梁，基于连续体的模态叠加法，推导出含自重效应的轴向运动梁动力响应的计算公式，进
行实例计算，并对计算结果进行了详细的讨论，得出影响轴向运动梁振动响应的因素主要有速度

和运动方向．
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引　 　 言

在自然界和工程技术中，高速运转的传送带、磁带、锯片、缆绳等，都可以看成是一段连续

体在轴向运动，即为轴向运动的一维结构．轴向运动体系的研究可以追溯到 １９ 世纪人们对轴

向运动的弦线的研究．轴向运动的弦线不能承受弯矩、轴向压力和剪力，必须承受一定的拉力

来保持其直线形态，而梁有抗弯刚度，可以承受压力和剪力，具有更多力学特性，因此人们开始

更多地研究轴向运动梁的问题．１９ 世纪以来，关于轴向运动梁问题的研究主要集中于模态分

析、参数激振及其稳定性、能量和实验分析等．对于轴向运动梁非线性振动发展出的研究方法

可分为三大类：谐波平衡法、摄动法和等效线性法．
目前国内外的学者对轴向运动梁的横向振动问题进行了大量的研究．Ｇｏｓｓｅｌｉｎ 等［１］研究了

具有不同轴向运动速度的悬臂梁在液体里伸缩时的动力学和稳定性特性．Ａｌ⁃Ｂｅｄｏｏｒ 和 Ｋｈｕ⁃
ｌｉｅｆ［２］在 Ｅｕｌｅｒ 梁理论的假设下，使用 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律得到轴向运动梁模型的一般运动偏微分

方程，并对方程求解．Ｐａｒｋ 等［３］运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导运动方程并用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散得到 Ｅｕｌｅｒ
描述和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述下轴向运动梁的动力学响应，不过未考虑自重对振动响应的影响．Ｐｅｌｌｉｃａ⁃
ｎｏ 和 Ｖｅｓｔｒｏｎｉ［４］在轴向运动梁理论的基础上， 研究了在简谐激励下轴向运动简支梁在大速度

范围下的响应．Ｃｅｐｏｎ 和 Ｂｏｌｔｅｚａｒ［５］研究了在两支撑点间以一轴向速度运动结构的弹性振动．齐
亚峰等［６］研究了轴向运动简支梁的振动响应分析．马国亮、陈立群［７］研究了轴向运动梁的横向

随机响应．陈荣泉、余小刚［８］对轴向运动体系的横向振动进行了分析．李成澄、赵凤群［９］对轴向

运动变截面黏弹性梁的振动和稳定性进行了分析．李山虎等［１０］研究了轴向运动悬臂梁的独立
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模态振动．戎艳天、胡宇达［１１］研究了磁场环境中移动载荷作用下轴向运动梁的磁弹性参强联

合共振问题．但是，对轴向运动梁问题的研究文献中也存在一些问题乃至错误．例如，高等教育

出版社出版的《振动力学》（刘延柱（第二版）） ［１２］，在进行轴向运动梁动力学方程的推导时，有
些论述不易理解；还有研究具有裂纹的轴向运动梁振动问题时，一些文献采用 Ｅｕｌｅｒ 描述来建

立具有裂纹的轴向运动梁的动力学方程，求解时假设在某一固定的 Ｅｕｌｅｒ 坐标处存在裂纹，这
样的问题在物理上是不可能实现的．针对轴向运动梁振动问题研究中存在的问题，本文对什么

是轴向运动梁横向振动问题以及研究轴向运动梁横向振动问题的方法进行了论述，指出了轴

向运动梁振动问题研究中存在的一些错误并进行了更正．针对一端可看作固定边界条件的轴

向运动悬臂梁，基于连续体的模态叠加法推导了轴向运动梁动力响应的计算公式，进行了实例

计算，并对计算结果进行了详细的讨论．

１　 轴向运动梁横向振动问题及其动力学方程推导

轴向运动梁的简易模型如图 １ 所示，两固定于地面的支座相距为 ｌ，梁穿过两支座套筒以

一定的速度沿水平方向（即 ｘ 轴向）运动．轴向运动梁的讨论对象是介于支座之间不断流动的

物体．因此，需从 Ｅｕｌｅｒ 的运动场概念出发，将梁截面的速度、加速度等所有物理量均视为场坐

标 ｘ 和时间 ｔ 的函数．

图 １　 轴向运动梁

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ

文献［１２］中推导并得到了考虑轴向力作用效应的轴向运动梁横向振动的动力学方程．当
不考虑轴向力对轴向运动梁横向振动的影响时，可将其推导过程简述如下．

设两支座间的距离为 ｌ，梁的物理参数：材料密度为 ρ，截面面积为 ｓ，抗弯刚度为 ＥＩ，以速

度 ｖ（ ｔ） 沿 ｘ 轴运动．由于轴向运动存在，挠度 ｗ（ｘ，ｔ） 随时间的变化率，即横向速度和加速度的

计算必须按照速度场概念进行．由于轴向运动，场坐标 ｘ 随时间的变化率为

　 　 ｄｘ
ｄｔ

＝ ｖ（ ｔ） ． （１）

计算 ｗ（ｘ，ｔ） 对时间的导数时必须考虑上述 ｘ 坐标的变化率，导出
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当仅讨论自由振动时，将式（３）代入梁弯曲振动方程，略去激励项，可得

　 　 ρｓ ∂
２ｗ
∂ｔ２

＋ ２ρｓｖ（ ｔ） ∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ ＥＩ ∂
４ｗ
∂ｘ４

＋ ρｓｖ２（ ｔ） ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ρｓｖ（ ｔ） ∂ｗ
∂ｘ

＝ ０． （４）

２８０１ 田　 　 耀　 　 宗　 　 　 蹇　 　 开　 　 林



若梁作轴向匀速运动，令 ｖ ＝ ｖ０ 代入上式简化为常系数微分方程：
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在传统的结构动力学中，无轴向运动的受轴向压力作用梁的弯曲自由振动方程为
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式（５）采用的是 Ｅｕｌｅｒ 坐标，式（６）采用的是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标．将式（５）和式（６）对比发现，从

数学形式上，式（５）中的 ２ρｓｖ０
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∂Ｘ２ 相对应，表明轴向运动会产生

类似于轴向力的效果．对受轴力作用的梁来说，当承受压力时，梁会发生横向失稳，因此，对轴

向运动梁来说，特定速度下梁也会发生横向失稳，这也是轴向运动梁横向振动问题引起众多学

者关注的原因．
关于 Ｅｕｌｅｒ 坐标和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标，Ｐａｒｋ 等［３］详细介绍了 Ｅｕｌｅｒ 坐标和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标用来描

述轴向运动梁振动问题的概念和区别，分别在 Ｅｕｌｅｒ 坐标和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下推导出轴向运动

梁的动力学方程并进行了结果对比．对比显示采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标来描述，虽然运

动方程形式不同，但是轴向运动梁的振动实质是一样的．
Ｅｕｌｅｒ 坐标和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标各有优缺点．Ｅｕｌｅｒ 坐标相对地面是固定坐标系，Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标

是将坐标原点固定在运动梁上一点，是随梁一起运动的动坐标系．对图 １ 所示的轴向运动梁，
只关心两支座间的梁段横向振动时，采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标，边界条件是固定的；若采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐

标描述，轴向运动梁的振动方程和传统梁的振动方程是一样的，只是边界条件是不断变化的，
系统为时变系统．

２　 轴向运动梁研究文献中的问题

２．１　 场坐标随时间的变化率的问题

文献［１２］中，关于场坐标的描述为：由于轴向运动，场坐标 ｘ 随时间的变化率为 ｄｘ ／ ｄｔ ＝
ｖ（ ｔ）， 即式（１）．

由图 １ 可知，Ｅｕｌｅｒ 坐标 ｘ 为描述空间位置的坐标，与时间 ｔ 是两个相互独立的物理量．式
（１） 从数学形式上表示场坐标 ｘ 为时间的函数，并称其为场坐标 ｘ 随时间的变化率．因此，从物

理概念上是难以理解的．正确地理解和表述采用下面的方式更合理．
对于梁横截面的位置可采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标 Ｘ 来描述，式（２）和（３）的物理意义为 Ｌａｇｒａｎｇｅ

坐标 Ｘ 对应横截面在横向的速度和加速度，因此，式（１）只是一种数学表达形式，不应解释为

场坐标 ｘ 为时间的函数，其物理意义为，梁作轴向运动时，Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标 Ｘ 所对应的空间位置

随时间的变化率．
同样的问题也存在于 Ｆｕｎｇ 等［１３］所著文献中，文中采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标，描述梁上任意一点的

位置为 （ｘ（ ｔ），ｙ），ｘ 是描述空间位置的物理量，与时间 ｔ 是相互独立的，所以 ｘ（ ｔ） 的表述在物

理意义上也是不恰当的．
２．２　 具有裂纹的轴向运动梁振动问题

在 Ｙａｎｇ 等［１４⁃１５］所著文献中，研究了轴向运动裂纹梁横向振动问题．研究如图 ２ 所示轴向

运动裂纹梁： 两支座间距为 Ｌ， 裂纹梁以一定速度穿过两支座进行运动．
梁截面宽 ｂ，高 ｈ，裂纹深度 ａ，裂纹位置 ｃ，材料弹性模量及密度分别为 Ｅ和 ρ ，为引入裂纹
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场效应，采用裂纹梁连续等效刚度模型 ＥＩｃ（ｘ） ．

图 ２　 含开口裂纹梁

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｏｐｅｎｉｎｇ ｃｒａｃｋ

由于裂纹梁连续等效刚度的引入，可将含开口裂纹梁视为弯曲刚度为 ＥＩｃ 在长度方向上

变化的无裂纹梁，采用 Ｅｕｌｅｒ 描述导出了轴向运动梁的振动方程．
文献［１４⁃１５］后续算例讨论了裂纹相对位置 ｃ ／ Ｌ 对轴向运动梁振动频率的影响．
由上可知，由于采用的是 Ｅｕｌｅｒ 描述，文献［１４⁃１５］求解的问题其物理实质为轴向运动梁在空

间固定位置 ｃ 处一直存在裂纹，显然，轴向运动梁在空间固定位置处一直存在裂纹在物理意义上

是不可能实现的，所以，关于具有裂纹的轴向运动梁采用 Ｅｕｌｅｒ 描述来研究是存在问题的．

３　 轴向运动悬臂梁动力响应计算方法

轴向运动悬臂梁模型如图 ３ 所示．长为 Ｌ 的梁以一定的速度沿水平方向（即 ｘ 轴向）运动．
悬臂梁左端扰度和转角为零，右端自由，因此，可称为轴向运动悬臂梁．对于轴向运动悬臂梁，
Ｐａｒｋ 等［３］运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，分别采用 Ｅｕｌｅｒ 描述和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述推导了其动力学方程，并用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散求解了动力响应．但是，文献［３］中未说明建立动力学方程时位移零点的位置，从
其计算结果来看，未考虑自重对振动响应的影响．

在振动力学中，一般以静平衡位置作为位移的零点（即坐标原点）．由于梁在不断外伸的过

程中，受自重作用，静平衡位置是不断变化的．因此，建立轴向运动梁的动力学方程时需指定统

一的坐标原点．对于一端可看作固定边界条件的轴向运动悬臂梁，以水平位置即图中的 ｘ 轴为

坐标原点，把梁的自重等效为分布在梁上的均布载荷，利用悬臂梁的模态函数推导出含自重效

应的轴向运动悬臂梁的动力响应计算公式．

图 ３　 轴向运动悬臂梁的模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

由于在梁运动的过程中，固定端的位置一直是在改变的．所以定义 ｘ 为梁上一点到梁的最
左端的距离，采用的是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标描述轴向运动梁．设梁的初始外伸长度为 ｌ０，速度为 ｖ（ ｔ），
梁截面积为 Ａ，梁的实际外伸长度则是关于时间 ｔ 的函数，即 ｌ ＝ ｌ０ ＋ ｖ（ ｔ） ｔ ．

第一步，已知悬臂梁的模态函数为
　 　 φｉ（ｘ） ＝ ｃ［ｃｏｓ（βｉｘ） － ｃｏｓｈ（βｉｘ） ＋ ξｉ（ｓｉｎ（βｉｘ） － ｓｉｎｈ（βｉｘ））］， （７）
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其中　 　 ξｉ ＝ －
ｃｏｓ βｉ ＋ ｃｏｓｈ（βｉ ｌ）
ｓｉｎ βｉ ＋ ｓｉｎｈ（βｉ ｌ）

．

根据模态正则化原理 ρＡ∫ｌ
０
φ２

ｉ（ｘ）ｄｘ ＝ １，求出系数 ｃ 的值，然后可以得到正则模态函数φＮ
ｉ ．

第二步，将响应写成模态函数的线性组合：

　 　 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φＮ

ｉ （ｘ） ｑｉ（ ｔ） ． （８）

将上式代入等截面梁的动力学方程

　 　 ＥＩ ∂
４ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ４

＋ ρＡ ∂２ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ｆ（ｘ，ｔ） － ∂
∂ｘ

ｍ（ｘ，ｔ），

得到

　 　 ｑｉ（ ｔ） ＋ ω２
ｉ ｑｉ（ ｔ） ＝ Ｑｉ（ ｔ），　 　 ω２

ｉ ＝ ＥＩ
ρＡ

β４
ｉ ， ｉ ≥ １， （９）

其中　 　 βｉ ｌ ＝
ｉ ＋ １
２

π ．

在只考虑自重的情况下，

　 　 Ｑｉ（ ｔ） ＝ ρｇＡ∫ｌ
０
φＮ

ｉ （ｘ）ｄｘ ．

因此，就可以求出 Ｑｉ（ ｔ） ．在计算式（９）时，由于外伸长度是随时间变化的，所以动力学方程是

时变的，对式（９）可采用 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法进行数值积分，并用 ＭＡＴＬＡＢ 编程计算得到 ｑｉ（ ｔ） ．
第三步，求初始条件．
首先，求模态坐标的初始条件 ｑｉ（０）：

　 　 ｑｉ（０） ＝ ∫ｌ ０
０
ρＡｗ（ｘ，０） φＮ

ｉ （ｘ）ｄｘ ．

初始时刻，梁的外伸长度为 ｌ０， 处于静止状态．采用材料力学中的静挠度曲线，于是有

　 　 ｗ（ｘ，０） ＝ － ｑｘ２

２４ＥＩ
（ｘ２ ＋ ６ｌ２ － ４ｌｘ），

然后就可以得到 ｑｉ（０） ．
初始时刻梁静止，因此模态坐标的初始速度为零．
第四步，得到振动响应函数 ｗ（ｘ，ｔ） ．取 ｘ ＝ Ｌ，画出自由端挠度 ｗ 随时间 ｔ 变化的曲线．

４　 计算实例及结果

在只考虑自重的情况下，给定轴向运动梁的基本参数如下．轴向运动梁全长 Ｌ ＝ ３ ｍ，初始外

伸长度 ｌ０ ＝ １．８ ｍ ．材料的密度 ρ ＝ ２．７３８ ６ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，横截面的面积 Ａ ＝ １．４６６ １ × １０ －３ ｍ２ ．横
截面的惯性矩 Ｉ ＝ １．１０７ ３ × １０ －８ ｍ４，弹性模量 Ｅ ＝ ６．８３３ ５ × １０１０ Ｐａ ．计算不同轴向运动速度下

轴向运动梁的横向振动响应．将梁的推出长度控制在 １ ｍ 左右，计算时，式（８）中的 ｎ ＝ ４， 即采

用 ４ 阶截断模态．
４．１　 匀速运动下梁的振动

设梁以匀速从左向右运动．图 ４ 和图 ５ 分别为 ｖ ＝ ０．１ ｍ ／ ｓ 和 ｖ ＝ ０．２ ｍ ／ ｓ 时自由端的挠度

时间曲线，其中最大挠度分别为 ０．０５１ ５ ｍ 和 ０．０５２ ６ ｍ ．
两种不同速度条件下，轴向运动梁的挠度都是先减小后增大．速度越大，梁的振动幅度越
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大，最大挠度值也越大，而且挠度增大的速度也越快．

图 ４　 速度为 ０．１ ｍ ／ ｓ 图 ５　 速度为 ０．２ ｍ ／ ｓ
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｉｓ ０．１ ｍ ／ ｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｉｓ ０．２ ｍ ／ ｓ

４．２　 变速运动下梁的振动

设梁从左向右运动的速度 ｖ ＝ ｖ０ ＋ ａｔ ．
１） 给定初始速度 ｖ０ 为 ０．０５ ｍ ／ ｓ，图 ６ 和图 ７ 分别为加速度 ａ ＝ ０．０１ ｍ ／ ｓ２和 ａ ＝ ０．０２ ｍ ／ ｓ２

时自由端的挠度时间曲线，最大挠度分别为 ０．０５１ ４ ｍ 和 ０．０５２ ５ ｍ ．

图 ６　 加速度为 ０．０１ ｍ ／ ｓ２ 图 ７　 加速度为 ０．０２ ｍ ／ ｓ２

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ ０．０１ ｍ ／ ｓ２ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ ０．０２ ｍ ／ ｓ２

从图 ６ 和图 ７ 可见，两者都是挠度先减小后增大，当加速度越大时，轴向运动梁的最大挠

度值也越大，而且挠度增大的过程更加迅速．

图 ８　 加速度为－０．０２ ｍ ／ ｓ２ 图 ９　 速度简谐变化

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｓ －０．０２ ｍ ／ ｓ２ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｍｐｌｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｃｈａｎｇｅ

２） 给定初始速度 ｖ０ 为 ０．０５ ｍ ／ ｓ，加速度 ａ ＝ － ０．０２ ｍ ／ ｓ２，此时梁做减速运动，其挠度与时

间关系如图 ８ 所示．
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从图 ８ 可以看到，轴向运动梁在 ８～１０ ｓ 的时候出现了失稳现象，轴向运动梁有往回缩的

情况．
４．３　 速度简谐变化下梁的振动

设梁从左向右运动的速度 ｖ ＝ ｖ０ ＋ Ｈｓｉｎ（ωｔ） ．给定初始速度 ｖ０ 为－０．０５ ｍ ／ ｓ， Ｈ ＝ ３ ｍ ／ ｓ， ω
＝ １０ ｓ－１时，其挠度和时间关系如图 ９ 所示．

从图 ９ 可以看到，轴向运动梁在 ８ ～ １０ ｓ 的时候出现了失稳现象．结合前面图 ８ 得出的图

像，可以得到轴向运动梁的运动方向也会影响其振动响应这一结论．

５　 结　 　 论

本文对什么是轴向运动梁振动问题以及研究轴向运动梁振动问题的方法进行了论述，指
出了对轴向运动梁振动问题研究中存在的一些错误并进行了更正．针对一端可看作固定边界

条件的轴向运动悬臂梁，基于连续体的模态叠加法，推导了轴向运动梁动力响应的计算公式，
进行了实例计算．通过大量的实例计算，并将得到的图像进行对比分析，得出了以下结论：不同

速度下梁的挠度变化规律基本一致，都是先减小后增大；速度越大，轴向运动梁的振动幅度越

大，其最大挠度值也越大；同时轴向运动梁往回缩的情况下，会在某一时刻出现失稳现象．所
以，影响轴向运动梁振动响应的因素主要有速度和运动方向．
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