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摘要：　 基于单元能量投影（ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＥＥＰ）法自适应分析在杆件静力问题以及离

散系统运动方程组中所取得的成果，以直杆轴向受迫振动为例，研究并建立了一种在时间域和一

维空间域同时实现自适应分析的方法．该方法在时间和空间两个维度都采用连续的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限

元法（ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）进行求解，根据半离散的思想，由空间有限元离散将模型问题的

偏微分控制方程转化为离散系统运动方程组，对该方程组进行时域有限元自适应求解；然后再基

于空间域超收敛计算的 ＥＥＰ 解对空间域进行自适应，直至最终的时空网格下动位移解答的精度逐

点均满足给定误差限要求．文中对其基本思想、关键技术和实施策略进行了阐述，并给出了包括地

震波输入下的典型算例以展示该法有效可靠．
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引　 　 言

自适应求解是有限元法的一种新型求解方式．对于常规有限元法，用户根据经验和定性分

析输入计算网格，得到该网格上的计算结果，该结果的精度如何需另行判断；而基于有效误差

估计的自适应有限元法（ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＡＦＥＭ），用户只需输入解答精度需要满

足的误差限，算法会自动划分网格并进行误差估计，最终得到按某种方式度量满足该误差限的

解答［１⁃２］ ．ＡＦＥＭ 以常规 ＦＥＭ 为基础，以误差估计和网格划分为核心技术，自提出以来备受学

者们的关注［３⁃４］，除在固体静力学问题中得以应用外，也逐渐被推广至与时间相关的结构动力

学等问题［５⁃６］ ．
结构受迫振动是结构动力学的基础性问题之一．常规 ＦＥＭ 求解时，往往采用半离散的思

想，对空间域进行有限元（ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ，ＦＥ）离散，得到关于时间的二阶常微分方程组（ｏｒｄｉｎａ⁃
ｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＯＤＥｓ）初值问题（以下简称离散系统的运动方程组） ［３］，对该方程组采
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用中心差分法、Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β 法、Ｗｉｌｓｏｎ⁃ θ 法、广义 α 法、精细积分法等［７］ 进行求解．相关的自适

应分析研究常常只对空间域或只对时间域展开［８⁃９］，可以对时间域和空间域同时进行自适应求

解的方法一般都是基于间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＧＭ）的，如文献［５］采
用了 ＳＰＲ（ｓｕｐｅｒ⁃ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｐａｔｃｈ ｒｅｃｏｖｅｒｙ）法以能量模对误差进行估计，实现时空网格划分．
ＳＰＲ 法［２］是由 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 和 Ｚｈｕ 提出的一种较为流行的有限元超收敛算法．

超收敛算法可以给出收敛阶更高的超收敛解，超收敛解可以用以估计常规有限元解的误

差并指导网格划分，是自适应分析成功的关键环节．单元能量投影法［１０⁃１１］也是高效的有限元超

收敛算法之一．对于一维杆件静力问题，它能够给出按最大模度量、至少比常规有限元解精度

高一阶的超收敛解答．以 ＥＥＰ 超收敛解估计误差并指导网格划分的有限元自适应求解算法已

成功应用于各类一维线性和非线性问题［１２⁃１３］、二维线性问题［１４］、三维线性问题［１５］及工程实际

中的路面结构静力分析［１６］ ．
基于 ＥＥＰ 法的离散系统线性运动方程组的自适应分析也随之取得成功［１７］ ．它以 Ｇａｌｅｒｋｉｎ

弱型式的时域 ＦＥＭ［１８⁃１９］ 为基础算法，构建时域上的 ＥＥＰ 超收敛解来估计误差并指导网格划

分， 建立了一种有效的时域 ＡＦＥＭ， 能自动划分时间网格并给出在时间定义域内任一点的动

位移， 该位移按最大模度量满足给定误差限， 此后其中的线性元格式也得到了进一步的深入

研究［２０⁃２１］ ．
基于 ＥＥＰ 自适应分析在杆件静力问题和运动方程组中取得的成功，本文以直杆轴向受迫

振动为例，研究并建立了一种在时间域和一维空间域同时实现自适应分析的方法．根据半离散

的思想，首先由空间有限元离散将偏微分控制方程转化为离散系统运动方程组，对该方程组进

行时域有限元的自适应求解；然后，基于空间域超收敛计算的 ＥＥＰ 解再对空间域进行自适应，
直至最终的时空网格下动位移解答与超收敛解之间的误差逐点满足给定误差限要求．本文首

先介绍模型问题和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元求解方法；然后给出整体求解思想并对时域有限元自适应

和空间域 ＥＥＰ 超收敛公式这两项关键技术进行了阐述，归纳整体策略；最后通过典型算例展

示了该算法的有效性和适用性，其中包括 Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 地震波输入下的轴向受迫振动问题的结

果．该法同时也适用 Ｅｕｌｅｒ 梁和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向受迫振动以及黏弹性梁的振动问题［２２⁃２４］ ．

１　 问题描述及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解

１．１　 模型问题

如图 １ 所示，考虑如下变截面直杆有阻尼轴向受迫振动问题的一般形式：

　 　
Ｌｕ ≡－ （ｐ（ｘ）ｕ′） ′ ＋ ｍ（ｘ）ｕ ＋ ｃ（ｘ）ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｔ）， ０ ＜ ｘ ＜ ｌ， ０ ＜ ｔ ≤ ｔｆ，
ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ′（ ｌ，ｔ） ＝ ０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ０， ｕ（ｘ，０） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中，杆件的轴向振动位移 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） 及外荷载 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） 是空间坐标 ｘ 和时间坐标 ｔ 的二元

函数； ｐ ＝ ｐ（ｘ），ｍ ＝ ｍ（ｘ），ｃ ＝ ｃ（ｘ） 分别是杆件的抗拉刚度、分布质量和阻尼系数；记 ｕ′ ＝
∂ｕ ／ ∂ｘ，ｕ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ，ｕ ＝ ∂２ｕ ／ ∂ｔ２， 且 Ｌ 为上式定义的线性微分算子．
１．２　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元解

本文的特点之一是时⁃空均采用连续的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元进行求解．下面首先由杆长方向的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元离散导出运动方程组，然后简介运动方程组的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解．
式（１）模型问题的求解域可视为图 ２（ａ）所示的区域 Ω ＝ （０，ｌ］ × （０，ｔｆ］ ．求解该问题可转

化为求 ｕｈ（ｘ，ｔ） ∈ Ｓｈ
ｕ ⊂ Ｈ１

Ｅ 使得
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　 　 ａ（ｕｈ，ｖｈ） ＝ （ ｆ，ｖｈ），　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ
ｖ ⊂ Ｈ１

ｖ， （２）
其中

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ≡ ∫
Ω
（ｐｕ′ｖ′ － ｍｕｖ ＋ ｃｕｖ）ｄΩ， （ ｆ，ｖ） ≡ ∫

Ω
ｆｖｄΩ ． （３）

特别地，试探函数空间为 Ｈ１
Ｅ ＝ { ｕ（ｘ，ｔ） ∫

Ω
（ｕ２ ＋ ｕ′２ ＋ ｕ２）ｄΩ ＜ ∞，ｕ（０，ｔ） ＝ ０，ｕ（ｘ，０） ＝ ０ } ，

而检验函数空间取 Ｈ１
ｖ ＝ { ｖ（ｘ，ｔ） ∫

Ω
（ｖ２ ＋ ｖ′２ ＋ ｖ２）ｄΩ ＜ ∞，ｖ（０，ｔ） ＝ ０，ｖ（ｘ，ｔｆ） ＝ ０ } ．这里 Ｈ１

ｖ

中的 ｖ（ｘ，ｔｆ） ＝ ０ 这一条件由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 弱型式分部积分得到，相当于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理中位移在任

一时间间隔的末时刻，其一阶变分为 ０．

图 １　 杆件轴向受迫振动模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂａｒ ｕｎｄｅｒ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

（ａ） 求解区域 （ｂ） 典型空间单元 （ｃ） 典型时间单元

（ａ） Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ （ｂ） Ａ ｔｙｐｉｃａｌ ｓｐａｃｅ ｅｌｅｍｅｎｔ （ｃ） Ａ ｔｙｐｉｃａｌ ｔｉｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
图 ２　 求解区域和典型单元示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

沿杆长方向经有限元离散划分为 Ｎｅｓ 个空间单元，其中典型空间单元 ［ｘ－ １，ｘ
－
２］ 如图 ２（ｂ）

所示，其试探函数和检验函数分别为

　 　 ｕｈ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｍ＋１

ｉ ＝ １
Ｎｉ（ｘ）ｄｅｈ

ｉ （ ｔ） ＝ Ｎｄｅ， ｖｈ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｍ＋１

ｉ ＝ １
Ｎｉ（ｘ）ｖｈｉ（ ｔ） ＝ Ｎｖｈｅ， （４）

其中， ｍ为空间单元次数； Ｎ ＝ ［Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｍ＋１］ 为单元形函数矩阵， Ｎｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋ １）为
ｍ 次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值形函数； ｄｅ ＝ ［ｄｅｈ

１ ，ｄｅｈ
２ ，…，ｄｅｈ

ｍ＋１］ Ｔ，这里 ｄｅｈ
ｉ （ ｔ） （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ ＋ １）为空间单

元结点上的动位移，以下称为单元结点动位移； ｖｈｅ ＝ ［ｖｈ１，ｖｈ２，…，ｖｈｍ＋１］ Ｔ ．
令式（２）在空间单元 ｅ 上积分，将式（４）代入其中，整理之后由 ｖｈｅ 的任意性可得

　 　 Ｍｅｄｅ ＋ Ｃｅｄｅ ＋ Ｋｅｄｅ ＝ Ｐｅ， （５）
其中

　 　 Ｍｅ ＝ ∫ｘ－ ２

ｘ－ １

ｍＮＴＮｄｘ， Ｃｅ ＝ ∫ｘ－ ２

ｘ－ １

ｃＮＴＮｄｘ， Ｋｅ ＝ ∫ｘ－ ２

ｘ－ １

ｐＮ′ＴＮ′ｄｘ， Ｐｅ ＝ ∫ｘ－ ２

ｘ－ １

ＮＴ ｆｄｘ （６）

依次为单元质量阵、单元阻尼阵、单元刚度阵和单元荷载向量．将其集成为整体阵和整体荷载

向量，可得如下离散系统的运动方程：
　 　 Ｌ ｔｄ ≡ Ｍｄ ＋ Ｃｄ ＋ Ｋｄ ＝ Ｐ，　 　 ｔ ∈ （０，ｔｆ］， （７ａ）
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　 　 ｄ（０） ＝ ０， ｄ（０） ＝ ０， （７ｂ）
其中 ｄ 是以时间 ｔ 为自变量的整体结点动位移向量，Ｌ ｔ 是按式（７ａ）定义的微分算子．

应用时域 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法求解式（７）的离散系统运动方程组，如文献［１７⁃１９］所述，将时

间定义域划分为 Ｎｅｔ 个单元，典型时间单元 ［ ｔ－ １，ｔ
－
２］ 如图 ２（ｃ）所示，该单元上可类似地得到

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 弱型式：

　 　 ∫ ｔ－ ２

ｔ－ １

（ － （ｖｈ
ｔ ） ＴＭｄｈ ＋ （ｖｈ

ｔ ） ＴＣｄｈ ＋ （ｖｈ
ｔ ） ＴＫｄｈ）ｄｔ ＝ ∫ ｔ－ ２

ｔ－ １

（ｖｈ
ｔ ） ＴＰｄｔ ． （８）

将时间单元上的试探函数和检验函数也表示成 ｍ 次 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形函数插值的形式，即

　 　 ｄｅｈ
ｊ （ ｔ） ＝ ∑

ｍ＋１

ｉ ＝ １
Ｎｉ（ ｔ） ｄ

　 －ｈ
ｊｉ， ｖｈｔ ｊ（ ｔ） ＝ ∑

ｍ＋１

ｉ ＝ １
Ｎ ｊ（ ｔ）ｖ

－ｈ
ｔ ｊｉ，　 　 ｊ ＝ １，２，…， ｍＮｅｓ ＋ １， （９）

其中， ｄｈ
ｊ （ ｔ），ｖｈｔ ｊ（ ｔ） 分别为 ｄｈ，ｖｈ

ｔ 的第 ｊ 个分量；ｄ　
－ｈ
ｊｉ，ｖ

－ｈ
ｔ ｊｉ 分别为 ｄｈ

ｊ （ ｔ），ｖｈｔ ｊ（ ｔ） 在时间单元上第 ｉ 个
结点处的值．将式（９）代入式（８）即可生成整体时域有限元求解的代数方程组，从而求得运动

方程组的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元解．
这种求解离散系统运动方程组的方法也被称为基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 弱型式的时间积分法［１８］，文

献［１８］对 ｍ ＝ １，２，３ 次时算法的数值稳定性进行了详细分析，指出常规计算时该算法是有条

件稳定的，并给出了稳定区间．按照类似的思路，本文对 ｍ ＝ ４，５ 次单元的稳定区间进行了推导

计算，推导过程这里暂不赘述，结果汇总于表 １，其中， Δｔ 为时间单元长度， Ｔｐ 为所求问题的最

高阶模态对应周期．同时， 文献［１９］指出， 如果在计算刚度系数矩阵时不采用精确积分， 而采

用减缩 Ｇａｕｓｓ 积分时， 该方法是无条件稳定的， 进而保证了这一方法的通用性．本文按较为不

利的有条件稳定算法（即各项均采用精确积分）进行计算，无条件稳定算法的结果与此类似或

更好．
表 １　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 时域 ＦＥＭ 的数值稳定性条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ

ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｍ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

１ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ０．５５１ ３

２ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ０．５０３ ３， ０．５５１ ３ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．２３２ ８

３ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ０．５００ １， ０．５０３ ３ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．０３１ ４， １．２３２ ８ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ２．０７５ ９

４ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．００３ ６， １．０３１ ５ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．６０８ ４， ２．０７５ ９ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ３．１０３ ５

５
Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．０００ ２， １．００３ ７ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ １．５２０ １，

１．６０８ ５ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ２．２５３ ５， ３．１０３ ５ ≤ Δｔ ／ Ｔｐ ≤ ４．３２６ ２

２　 基于 ＥＥＰ 法的自适应求解方法

２．１　 整体思路

综合 １．２ 小节所述，对模型问题式（１）实施了空间和时间两个方向的有限元离散，得到如

图 ３ 所示的典型时空单元 Ωｅ ＝ ［ｘ－ １，ｘ
－
２］ × ［ ｔ－ １，ｔ

－
２］，Ｑ（ｘ－ ａ，ｔ

－
ａ） 为单元内任一点．一个较为直接的

自适应分析思路是，根据半离散的思想，在当前的空间网格下，对运动方程组式（７）进行时域

有限元自适应求解，得到结点动位移向量的自适应解 ｄｈ ＝ ［ｄｈ
１（ ｔ），ｄｈ

２（ ｔ），…，ｄｈ
ｍＮｅｓ＋１（ ｔ）］

Ｔ ；然后

将 ｄｈ 代入式（４）得到单元内任一点 Ｑ 的动位移有限元解，在空间维度上计算精度更高的 ＥＥＰ
超收敛解，根据 ＺＺ 法（Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ⁃Ｚｈｕ ｍｅｔｈｏｄ） ［２］以该解估计动位移有限元解的误差，对不满

足误差限的单元进行细分，得到新的空间网格，该空间网格上的运动方程组更接近原模型问题
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的振动性质；往复上述过程直至全求解域 Ω 内逐点的动位移 ＥＥＰ 解和有限元解的误差满足给

定误差限，计算停止．
可见，时域上离散系统运动方程组的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 自适应有限元分析和空间维度上的 ＥＥＰ 超

收敛位移解的计算公式是其中的两个关键环节．

图 ３　 典型时空单元示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｙｐｉｃａｌ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

２．２　 运动方程组的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ时域自适应算法

对于空间离散得到如式（７）所示的离散系统运动方程组，文献［１７］给出了其自适应分析

的详细方法和实施步骤，归纳为以下三步：
１） 有限元解　 在当前时域网格（按表 １ 中 ｍ 次单元的最小稳定区间将全域均分作为初

始网格）下进行时域 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元计算，得到运动方程组式（７）的有限元解 ｄｈ ．
２） 超收敛解　 逐单元采用下式计算单元内任一时刻 ｔ－ ａ ∈ （ ｔ－ １，ｔ

－
２） 式（７）的 ＥＥＰ 超收敛

解 ｄ∗：

　 　 ｄ∗
ａ ＝ ｄｈ

ａ ＋ Ｍ －１ （Ｎ
－

１ａΔｔ） ∫ ｔ－ ａ

ｔ－ １

Ｎ
－

２（Ｐ － Ｌ ｔｄｈ）ｄｔ ＋ （Ｎ
－

２ａΔｔ） ∫ ｔ－ ２

ｔ－ ａ

Ｎ
－

１（Ｐ － Ｌ ｔｄｈ）ｄｔ( ) ， （１０）

其中下标“ａ”代表在 ｔ－ ａ ∈ （ ｔ－ １，ｔ
－
２） 时刻的值，Δｔ ＝ ｔ－ ２ － ｔ－ １，Ｎ

－

ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为线性 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形函数．
３） 网格细分　 用具有更高收敛阶的 ＥＥＰ 超收敛解估计和控制有限元解的误差，逐单元

检验是否满足下式的误差控制准则：
　 　 ｍａｘ

ｔ－ １ ＜ ｔ≤ ｔ－ ２
ｄ∗
ｊ － ｄｈ

ｊ ≤ Ｔｌ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ， （１１）

其中， Ｔｌ 为预先给定的误差限， ｄ∗
ｊ ，ｄｈ

ｊ 分别为 ｄ∗，ｄｈ 的第 ｊ个分量，ｎ为向量 ｄ∗ 和 ｄｈ 的维数（本
文中 ｎ ＝ ｍＮｅｓ ＋ １） ．对所有不满足式（１１）的单元使用均差法［１７］进行二分，得到新的时域网格，
返回步骤 １），直至整个时域所有单元上的位移解均满足式（１１）．
２．３　 一维空间域上动位移的 ＥＥＰ超收敛公式

时域自适应得到 ｄ（ ｔ） 后，原问题式（１）的位移有限元解 ｕｈ（ｘ，ｔ） 可由式（４）插值得到，下
面给出 ｕｈ（ｘ，ｔ） 的 ＥＥＰ 超收敛解计算公式．对于受轴向荷载的静力杆，假设其数学理论中的投

影定理在单个杆件单元上也近似成立，已推导出其逐点具有高一阶精度的 ＥＥＰ 超收敛解的计

算公式［１０］，并给出了其收敛阶的数学证明［２５］ ．仿照这一思路，可以推导出轴向动荷载作用下的

位移超收敛计算公式．
记 ｅｈ ＝ ｕ － ｕｈ， 由式（２）可容易得到全域上精确成立的整体投影定理：
　 　 ａ（ｅｈ，ｖｈ） ＝ ０，　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ

ｖ ． （１２）
假设该投影定理在单个空间单元上仍近似成立，即式（１２）的积分区间取在单元 ［ｘ－ １，ｘ

－
２］ 上得

　 　 ａｅ（ｅｈ，ｖｈ） ≈ ０，　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｓｈ
ｖ ． （１３）

取检验函数 ｖｈ 为线性函数
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　 　 ｖｈ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｎ
－

ｉ（ｘ）ｖｈｉ（ ｔ）， （１４ａ）

　 　 Ｎ
－

１（ｘ） ＝ （ｘ－ ２ － ｘ） ／ （ｘ－ ２ － ｘ－ １）， Ｎ
－

２（ｘ） ＝ （ｘ － ｘ－ １） ／ （ｘ
－
２ － ｘ－ １），
　 　 ｘ ∈ ［ｘ－ １，ｘ

－
２］ ． （１４ｂ）

代入式（１３）进行分部积分，认为边界项高阶收敛进行一定的舍略后，得到单元内任一点动位

移的 ＥＥＰ 公式：
　 　 ｕ∗（ｘ－ ａ，ｔ

－
ａ） ＝ ｕｈ（ｘ－ ａ，ｔ

－
ａ） ＋

　 　 　 　
（ｘ－ ２ － ｘ－ １）
ｐ（ｘ－ ａ）

Ｎ
－

１（ｘ
－
ａ） ∫ｘ－ ａ

ｘ－ １

ｒｈ（ｘ，ｔ ＝ ｔ－ ａ）Ｎ
－

２ｄｘ ＋ Ｎ
－

２（ｘ
－
ａ） ∫ｘ－ ２

ｘ－ ａ

ｒｈ（ｘ，ｔ ＝ ｔ－ ａ）Ｎ
－

１ｄｘ( ) ， （１５）

其中 ｕ∗ 为超收敛解， ｒｈ ≡ Ｌｅｈ ＝ ｆ － Ｌｕｈ ．

３　 自适应算法策略

自适应求解的目标为：寻找一个优化的时⁃空网格 π∗， 使得该网格上的有限元解 ｕｈ 相对

于真解 ｕ 的误差按最大模满足事先给定的误差限 Ｔｌ； 由于精确解事先未知，以 ＥＥＰ 超收敛解

ｕ∗ 代替精确解，即全域 Ω ＝ （０，ｌ］ × （０，ｔｆ］ 上满足

　 　 ｍａｘ
Ω

ｕ∗ － ｕｈ ≤ Ｔｌ ． （１６）

基于常规的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 时空 ＦＥＭ，整体自适应求解策略总结如下：
１） 给定误差限 Ｔｌ 以及杆件自适应分析的初始空间网格 π０ｓ （通常整个杆件取 １ 个单元即

可），令当前网格 π ｓ ＝ π０ｓ， 其杆单元总数为 Ｎｅｓ ．
２） 在当前网格 π ｓ 上，逐单元由式（６）计算单元阵 Ｍｅ，Ｋｅ，Ｃｅ 和单元荷载向量 Ｐｅ， 并集成

为整体阵 Ｍ，Ｋ，Ｃ 和整体向量 Ｐ， 得到形如式（７）的离散系统运动方程组．
３） 对上一步得到的离散系统运动方程组按以下步骤进行自适应求解：
（３ａ） 给定初始时间网格 π０ｔ（按表 １ 中 ｍ 次单元的最小稳定区间将全域均分作为初始时

间网格），令 π ｔ ＝ π０ｔ ．
（３ｂ） 有限元解　 在当前网格 π ｔ 上进行时域 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元计算，得到有限元解 ｄｈ ．
（３ｃ） 超收敛解　 逐单元用式（１０）计算其 ＥＥＰ 简约格式超收敛解 ｄ∗ ．
（３ｄ） 网格细分　 逐单元逐分量检验是否满足式（１１）．对于所有不满足的单元，使用均差

法进行时间网格细分，得到新的时间网格，并设此新网格为 π ｔ， 返回步骤（３ｂ）；直到所有分量

均满足式（１１）．
４） 空间域有限元解　 将 ｄｈ 代入式（４）插值得到有限元解 ｕｈ ．
５） 空间域超收敛解　 逐空间单元将 ｕｈ 代入式（１５）求得杆单元上的超收敛解 ｕ∗ ．
６） 空间网格细分　 逐空间单元检验是否满足式（１６）．对所有不满足的单元，使用均差法

进行空间网格细分，生成新的空间网格，令此新网格为当前网格 π ｓ， 返回步骤 ２）；若所有单元

均满足式（１６），则停止，此时网格 π ｓ 及 π ｔ 构成最终的自适应时空网格 π∗ ．

４　 数 值 算 例

基于上述自适应策略，以 ＦＯＲＴＲＡＮ９０ 编制了杆件轴向受迫振动的自适应求解程序，进行

了数值试验，本节给出其中 ３ 个典型算例以显示本算法的效果．前两个算例给定真解的表达

式，将其代入式（１）导出荷载 ｆ（ｘ，ｔ）， 再假设真解未知进行自适应分析，将最终结果与真解比
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较，以验证本法的可靠性；第三个算例将 Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 地震波作为轴向荷载作用于一等截面混凝

土杆件，将本文自适应结果与 ＳＡＰ２０００ 计算结果进行对比．
例 １ 和例 ２ 采用无量纲计算．以下空间上的初始网格取 １ 个单元，时域上的初始网格按表

１ 中 ｍ 次单元的最小稳定区间将全域均分得到； ｈｍａｘ，ｈｍｉｎ 分别表示自适应网格 π∗ 中时间单

元或空间单元的最大、最小尺寸， ｅｈｍａｘ ＝ ｍａｘΩ ｕ － ｕｈ 为全域动位移的最大绝对误差；时间网

格被加密一次称为一步时域自适应，空间网格被加密一次称为一步空间域自适应．
例 １　 常截面杆件无阻尼轴向受迫振动．一根 ｘ ＝ ０ 端固定、ｘ ＝ １ 端自由的均质等截面杆

件，轴向作用不均匀干扰力，设其动位移的解析表达式为

　 　 ｕ ＝ ｃｏｓ πｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓｉｎ ｘ
ｓｉｎ １

－ ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （１７）

刚度 ｐ 和质量 ｍ 均取 １，荷载 ｆ（ｘ，ｔ） 由式（１）导出，误差限取为 Ｔｌ ＝ １０ －３， 求解时长 ｔｆ ＝ １０ ｓ ．
ｍ ＝ ２～４ 次单元自适应计算结果列于表 ２，图 ４ 给出了 ３ 次、４ 次单元下有限元解与真解式

（１７）相比的误差分布．可见，杆件各点在各时刻的动位移有限元解的精度均满足误差限．
表 ２　 例 １ 各次单元自适应求解的结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

ｍ ｅｍａｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｆｉｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｈｍａｘ ｈｍｉｎ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｅｐｓ

２ ５．５１２Ｅ－４
ｓｐａｃｅ ｘ ３ ０．４００ ０ ０．２４０ ０ ２

ｔｉｍｅ ｔ ５１ ０．４６０ ０ ０．１００ ０ ６

３ ７．６１８Ｅ－４
ｓｐａｃｅ ｘ ２ ０．６００ ０ ０．４００ ０ １

ｔｉｍｅ ｔ ３７ ０．０８０ ０ １．２５０ ０ ６

３ ８．７６３Ｅ－４
ｓｐａｃｅ ｘ １ １．０００ ０ １．０００ ０ ０

ｔｉｍｅ ｔ １２ ２．１００ ０ ０．４００ ０ ４

（ａ） ３ 次单元解误差分布 （ｂ） ４ 次单元解误差分布

（ａ） Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ３ （ｂ） Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ４
图 ４　 例 １ 自适应有限元解与真解的误差分布图 （ｍ ＝ ３，４）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １ （ｍ ＝ ３，４）

　 　 例 ２　 变截面杆件有阻尼轴向受迫振动．取刚度 ｐ（ｘ） ＝ １ － ｘ、质量ｍ（ｘ） ＝ ２ － ｘ、阻尼系数

ｃ（ｘ） ＝ ｘ， 杆长为 １．设其动位移响应的解析表达式为

　 　 ｕ ＝ （ｃｏｓ（２πｔ） － １）ｓｉｎ（πｘ），　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １， ０ ＜ ｔ ＜ ｔｆ ． （１８）
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误差限取为 Ｔｌ ＝ １０ －３，求解时长 ｔｆ ＝ ４ ｓ ．采用 ｍ ＝ ２～４ 次单元进行自适应求解，结果列于表 ３，
图 ５ 给出了 ３ 次、４ 次单元下自适应有限元解的误差分布情况．结果再次显示，杆件各点在各时

刻的动位移有限元解相比于真解的误差均满足给定误差限．
表 ３　 例 ２ 各次单元自适应求解的结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

ｍ ｅｍａｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｆｉｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｈｍａｘ ｈｍｉｎ
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ｓｐａｃｅ ｘ １１ ０．１４０ ０ ０．０５０ ０ ６

ｔｉｍｅ ｔ ７７ ０．０６０ ０ ０．０５０ ０ ７

３ ７．８０９Ｅ－４
ｓｐａｃｅ ｘ ５ ０．２８０ ０ ０．０９０ ０ ３

ｔｉｍｅ ｔ ３２ ０．１２５ ０ ０．１２５ ０ ５

４ ９．５３９Ｅ－４
ｓｐａｃｅ ｘ ２ ０．６００ ０ ０．４００ ０ １

ｔｉｍｅ ｔ １６ ０．２５０ ０ ０．２５０ ０ ４

（ａ） ３ 次单元解误差分布 （ｂ） ４ 次单元解误差分布

（ａ） Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ３ （ｂ） Ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍ ＝ ４
图 ５　 例 ２ 自适应有限元解与真解的误差分布图 （ｍ ＝ ３，４）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ （ｍ ＝ ３，４）

图 ６　 例 ３ 的混凝土杆件示意图 图 ７　 Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 地震波

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂａｒ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ３ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ ｗａｖｅ

　 　 例 ３　 图 ６ 中左端固定的等截面混凝土杆，长 ６００ ｆｔ，即 １８２．８８ ｍ，截面为中空圆环形，外
直径 ５０ ｆｔ，壁 ２．５ ｆｔ，混凝土的弹性模量 Ｅｃ 为 ３．６×１０６ ｌｂｆ ／ ｉｎ２，密度为 ４．６９ ｌｂｆ·ｓ２ ／ ｆｔ４，换算为国

２５９ 邢 沁 妍　 　 杨 青 浩　 　 陆 琛 宇　 　 杨　 杏



际单位并计算出其抗拉刚度 ＥＡ ＝ ５．９８ × １０９ Ｎ，线密度为 ８．３３×１０４ ｋｇ ／ ｍ ．不考虑阻尼，沿杆件

轴向输入 Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 地震波（图 ７）．计算时长取 ｔｆ ＝ ５ ｓ，误差限取 Ｔｌ ＝ １０ －２ ．

（ａ） 自适应有限元解和 ＳＡＰ２０００ 解 （ｂ） 自适应有限元解和 ＳＡＰ２０００ 解的误差

（ａ） Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ （ｂ） Ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＳＡＰ２０００ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＳＡＰ２０００ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ８　 混凝土杆件自由端的自适应有限元解、ＳＡＰ２０００ 解及二者误差分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ＦＥ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｔｈｅ ＳＡＰ２０００ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂａｒ

使用有限元商用软件 ＳＡＰ２０００ 对该问题进行计算，杆件划分为 ３００ 个等分单元，用此密集

网格下的 ＳＡＰ２０００ 位移解作为该算例的比较解．本法中采用三次元进行自适应求解，最终杆长

度方向划分为 ４ 个等分单元、时域上划分为 １ ９６６ 个单元，最短的时间单元长度为 ０．００１ ２５ ｓ，
最长的时间单元长度为 ０．０２ ｓ；将其给出的自适应有限元解与上述 ＳＡＰ２０００ 的解进行比较，全
域内最大绝对误差为 ９．２９×１０－３ ｍ，满足给定误差限要求．图 ８ 给出该杆件右端点上动位移的

本文解与 ＳＡＰ２０００ 解，以及两解之间的误差图．可见，该算法在地震波这样的复杂荷载下依然

适用．

５　 结　 　 语

本文以直杆轴向受迫振动问题为模型，提出了一种对时域和一维空间区域同时进行 ＥＥＰ
自适应分析的算法．该法在时空两个维度均采用常规 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法求解，两个维度上的

ＥＥＰ 超收敛计算公式基本一致，求得的杆件各点各时刻的自适应有限元解通常都满足给定误

差限的要求，具有精度保证．该算法也对梁的横向振动、杆系结构振动等问题同样适用，可以推

广应用．从数值算例结果中可以发现，最终给出的自适应时间网格往往略显密集，这是由于本

算法目前根据半离散思想，首先对时域进行自适应分析造成的，本文方法仍可进一步深入研究

以取得更好的结果．
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