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摘要：　 针对单元较小的情况下，现有的非均匀模型难以得到精确应力场和应力集中现象的问题，
采用直接约束法，提出了一种基于多边形应力杂交单元的优化接触算法．多边形应力杂交单元在应

力函数的构造以及积分区域划分上的优势，使其能适应复杂的模型边界与材料边界，更易划分网

格．根据上述理论研究成果编制了完整的计算程序，算例结果发现该方法能够得到粉末压制过程的

宏观非线性力学响应、高精度的应力场以及明显的应力集中现象，为复杂优化问题的求解提供了

有效手段．
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引　 　 言

接触问题在实际工程中广泛存在，滑动接触或滚动摩擦会引起疲劳等应力集中现象，因此

接触过程的分析改进方法一直是国内外学者的研究重点．如对岩质边坡稳定性的研究［１］，有助

于为坡体崩塌的防治提供理论基础；对凿岩爆破过程中接触、裂纹发育情况的研究［２］，有助于

优化地下爆破效果；对粉末冶金过程的模拟［３］，可研究该过程中压制力、温度对孔隙率、密度

等属性的影响．
１８８２ 年，Ｈｅｒｔｚ 提出了理想弹性体之间相互无摩擦接触的基本假设与解析解的公式，推动

了接触分析的研究．此后，Ｍｉｎｄｌｉｎ［４］ 针对两个弹性体产生滑动接触的问题进行研究，对 Ｈｅｒｔｚ
理论给出补充；Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ［５］将复应力函数引入平弹性问题，给出了求解接触问题的复变函

数求解法，不过仅限于弹性近似情况；Ｒａｈｍａｎ 等［６］ 提出了一种基于解析几何的直接迭代

法［７］，但该方法计算量大，计算机难以实现；Ｓｈｉ［８］ 提出了非连续变形分析方法（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ），但该方法的单元应力仅由中心点应力值描述，无法得到精确的应力场和

应力集中现象．此外，罚函数法由于添加罚因子［９］ 增加了系统矩阵的带宽，传统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子法具有计算规模过大的缺点，而离散单元法（ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ）将颗粒假设为球形等

具有特定形状的刚性对象，这就忽略了物体自身的变形．事实上接触过程中物体之间始终存在

复杂的动态接触关系，需要充分考虑其相互作用及变形情况，很显然这些对于接触问题的计算

分析方法是有缺陷的．

９５０１

　 应用数学和力学，第 ４０ 卷 第 １０ 期
　 ２０１９ 年 １０ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．４０，Ｎｏ．１０，Ｏｃｔ．１，２０１９

∗ 收稿日期：　 ２０１９⁃０１⁃２５； 修订日期：　 ２０１９⁃０３⁃０８
基金项目：　 国家自然科学基金（１１５７２１４２）
作者简介：　 杨锋（１９９４—），男，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｙａｎｇｆｅｎｇ３２９＠ １６３．ｃｏｍ）；

郭然（１９６８—），男，教授，博士，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｐｒｏｆ．ｇｕｏ＠ １８９．ｃｎ）．



普通位移有限元法可以根据实际结构建立有限元网格，进行实际模拟计算，但是网格必须

非常细密，计算量巨大．因此，１９６４ 年，Ｐｉａｎ（卞学璜） ［１０］ 基于修正余能原理首次提出了应力杂

交元的概念，现已成为杂交元法中发展最早、应用最多的一类．这是一种细分的网格生成技术，
以克服传统位移有限元法无法解决单元边数大于 ４ 时位移场插值困难的缺点．

鉴于现有研究方法的不完善，本文推出一种基于应力杂交元的多边形应力平衡单元，即多

边形应力杂交元法（ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｓｔｒｅｓｓ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，以下简称 ＰＨＳＥＭ）．由于单元边数可

变，ＰＨＳＥＭ 能够灵活适应复杂的模型边界与材料边界，更容易划分网格．将该方法用于接触问

题的分析中，能够使用较少的单元，获得高阶应力场以及接触引起的应力集中现象．

１　 多边形应力杂交单元法的基本理论

在许多工程问题中，由于分析模型的材料组分种类众多且空间分布复杂，常常导致常规单

元的网格划分困难．为了克服这种困难，本文提出一种多边形应力杂交单元，分析模型的网格

划分由边数不定的多边形构成，如图 １ 所示．这样，可以根据材料的空间分布及结构的特点，方
便地进行网格划分．

图 １　 多边形应力杂交单元划分示意图 图 ２　 单个多边形应力杂交单元

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｓｔｒｅｓｓ ｅｌｅｍｅｎｔｓ Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｓｔｒｅｓｓ ｅｌｅｍｅｎｔ

针对一个典型的多边形应力杂交单元，单元构成如图 ２ 所示，单元余能采用卞学璜提出的

应力杂交单元的修正余能泛函［１０］：
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在此基础上，假设多边形单元内部满足平衡的应力场［１１］：
　 　 σ ＝ Ｐβ ． （２）

通过节点的广义位移插值来假定位移场：
　 　 ｕ ＝ Ｌｄ ． （３）

根据修正余能驻值原理，得到求解广义位移的方程组：

　 　 ＫＤ ＝ ｆ　
－
， （４）

其中 Ｋ 为刚度矩阵，具体推导过程见文献［１１］．
由于接触问题中材料和边界的复杂性， 构造单元时会导致多边形应力杂交单元的边数 ｎ

＞ ４．而位移有限元法在处理 ｎ ＞ ４ 的单元时，会遇到难以构造 ｎ 次插值多项式的问题，进而无

法保证位移场在单元内部以及边界上协调一致，并且易导致刚度矩阵的奇异．且普通位移有限
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元法往往需要很密的网格来描述应力场，这就需要很丰富的网格划分经验，同时也增加了计算

量．而 ＰＨＳＥＭ 在处理 ｎ ＞ ４ 的单元时，位移插值仅在单元边界上处理完成以满足边界位移的

协调连续，使得单元边数的增加不会阻碍插值函数的构造，能够适应复杂的材料与模型边界而

自由划分网格，更适用于复杂的接触问题．

２　 弹性接触问题的基本理论

鉴于求解接触问题的传统数值方法的不足，本文采用直接约束法，建立主从节点关系进行

接触搜索与判断．
２．１　 直接约束法的基本原理和求解过程

直接约束法的基本思想是定义一个物体为接触体，另一个物体为目标体，接触力发生在接

触体节点与目标体表面之间［１２］ ．为了将从接触体 （ｅ２） 和主接触体（ｅ１） 的单元结合在一起，需
要在单元刚度矩阵中消除从节点自由度，这样能够较好地引导接触节点在目标表面上的位移

来满足接触条件．

图 ３　 基于主从自由度的接触关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｓｔｅｒ ／ ｓｌａｖｅ ｆｒｅｅｄｏｍ

以图 ３ 所示的两个四节点单元为例，其节点位移向量为

　 　 δ ｅ ＝ {Ｕｉ 　 Ｖｉ 　 Ｕ ｊ 　 Ｖ ｊ 　 Ｕｋ 　 Ｖｋ 　 Ｕｌ 　 Ｖｌ 　 Ｕｍ 　 Ｖｍ 　
　 　 　 　 Ｕｎ 　 Ｖｎ 　 Ｕｐ 　 Ｖｐ 　 Ｕｑ 　 Ｖｑ } Ｔ ． （５）
ｅ２ 上的节点 ｍ （从节点）与 ｅ１ 的 ｉ， ｊ（主节点） 边发生接触，则 ｍ点位移可通过 ｉ， ｊ 点位移

线性插值得到［１３］
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其中 Ｕ 表示水平位移， Ｖ 表示竖直位移．ｉｍ 长度为 ｌ１， ｊｍ 长度为 ｌ２，２ｌ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２ ．由于Ｕｍ 和Ｖｍ 并

不独立，引入新的节点位移向量：
　 　 （δ ′） ｅ ＝ {Ｕｉ 　 Ｖｉ 　 Ｕ ｊ 　 Ｖ ｊ 　 Ｕｋ 　 Ｖｋ 　 Ｕｌ 　 Ｖｌ 　
　 　 　 　 Ｕｎ 　 Ｖｎ 　 Ｕｐ 　 Ｖｐ 　 Ｕｑ 　 Ｖｑ } Ｔ， （７）

则 δ ｅ ＝ Ｔδ ｅ，其中 Ｔ 为 １６×１４ 主从自由度约束矩阵：
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将其引入刚度阵 Ｋ， 则

　 　 Ｋ′ ＝ ＴＴＫＴ， （９）
其中 Ｋ′ 为对称正定矩阵，这便是引入主从自由度后刚度阵的组装．主从自由度法即是在刚度

矩阵组装时将以上主从约束关系引入，从而达到把主从节点“耦合”在一起的目的［１３⁃１４］ ．其关

键是实时跟踪可能发生接触的几何体，用该方法判断接触主要通过空间的几何构形，这样在检

测到接触发生时便可直接通过施加动态约束来传递相应的自由度和节点力，在求解涉及大变

形的接触问题方面有很大优势［１３］ ．且该方法对接触描述的精度高，不增加系统的自由度，更适

用于静态非线性问题的求解，不需要定义特殊的界面单元，也不涉及复杂的接触条件变化，因
而具有很强的适应性．
２．２　 接触搜索与判断

数值计算接触过程中难以精确描述节点恰好在一个接触段，因此用接触段上的接触距离

容限来解决这个问题，如图 ４，其中 ｄｉｓｔ 表示接触容限， Ｂ 表示偏移系数（ｂｉａｓ ｆａｃｔｏｒ） ．一般将穿

透归于正常的接触，如图 ５．

图 ４　 接触面附近的接触距离容限 图 ５　 穿透

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｕｒｆａｃｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ
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图 ６　 法向⁃切向接触条件 图 ７　 主从节点对

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ⁃ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｔａｃｔ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｍａｓｔｅｒ⁃ｓｌａｖｅ ｐａｉｒｓ

实际的数值模拟中由于各节点的力平衡方程不能精确满足，可能在发生分离时节点上仍

有一个小的正反力存在，因此需设置一个门槛值以避免发生不必要的分离．
如图 ６，以 ｅ２（从接触体）为受力体，则切向作用力 Ｐτ 的方向应与 ｅ２ 相对于 ｅ１（主接触体）

的运动方向相反，设接触体摩擦因数为 μ ．则当 ｅ２ 有正向相对运动趋势（静摩擦状态）或发生

正向相对滑动时满足 Ｐτ ≥ μ Ｐｎ ；有反向相对运动趋势（静摩擦状态） 或发生反向相对滑动

时满足Ｐτ ≤－ μ Ｐｎ ；无相对运动趋势（静摩擦状态） 或不发生相对滑动时满足 － μ Ｐｎ ≤ Ｐτ

≤ μ Ｐｎ
［１５］ ．

综合以上接触条件，建立的主从节点关系如图 ７．应用以上算法，采用 ＦＯＲＴＲＡＮ 进行编

程，流程图如图 ８．

（ａ） 分离判断

（ａ） Ｊｕｄｇｍｅｎｔ ｏｆ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ
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（ｂ） 滑动判断 （ｃ） 接触搜索

（ｂ） Ｊｕｄｇｍｅｎｔ ｏｆ ｓｌｉｄｉｎｇ （ｃ） Ｊｕｄｇｍｅｎｔ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ

图 ８　 接触算法流程图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３　 算例和讨论

３．１　 算例 １
有一平弹性冲头，其上作用压力为 ｆｙ ＝ ９．８ ＭＰａ＝ ９．８ Ｎ ／ ｍｍ２，已知弹性模量 ＥＡ ＝ ＥＢ ＝ ２０６

ＧＰａ＝ ２．０６×１０５ Ｎ ／ ｍｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 νＡ ＝ νＢ ＝ ０．３， 其余尺寸如图 ９ 所示［１６］ ．

图 ９　 平弹性基础与平弹性冲头之间的接触对

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐａｉｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｕｎｃｈ

如图 １０、１１，采用 ＰＨＳＥＭ 划分共 ４６９ 个 ８ 节点单元，１ ５２３ 个节点，冲头边缘处最小单元
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边长为 ５ ｍｍ；应用 ＭＡＲＣ 划分共 ３１ ９４８ 个 ８ 节点单元，３２ ２８６ 个节点，冲头边缘处最小单元

边长为 １ ｍｍ ．显然 ＰＨＳＥＭ 所用单元数远远少于普通有限元方法．

图 １０　 ＰＨＳＥＭ 网格划分示意图 图 １１　 ＭＡＲＣ 网格划分示意图

Ｆｉｇ． １０　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ Ｆｉｇ． １１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＭＡＲＣ

图 １２　 ＰＨＳＥＭ 接触应力图 图 １３　 ＭＡＲＣ 接触应力图

Ｆｉｇ． １２　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ Ｆｉｇ． １３　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ＭＡＲＣ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

该模型为对称结构，现只观察右半侧模型压力分布情况．从图 １２、１３ 中可以发现 ＰＨＳＥＭ
得到的整体应力分布对称性好，应力集中现象明显，可以认为与 ＭＡＲＣ 的计算结果一致．图 １４
中的压力分布说明两种方法的接触应力大小和分布拟合较好，且符合客观规律，即接触压力在

中间最小，保持平稳向边缘过渡，接近边缘处时开始急剧增大，理论上来说弹性情况中边缘处

应力具有奇异性，网格划分越密压力越大，最终可趋于无限大．图 １２ 为本文所用 ＰＨＳＥＭ 的计

算结果，与图 １３ 的 ＭＡＲＣ 计算结果为对比，并与文献［１６］中的边界元法计算结果（此处篇幅

所限，仅引用）参照对比．现通过与 ＭＡＲＣ 两种方法计算得到的结果与边界元法计算结果［１６］对

比可知，ＰＨＳＥＭ 的计算结果是有效且正确的，且能明显反映出在使用少量单元得到高阶应力

场和明显应力集中现象上的优越性．
３．２　 算例 ２

先将粉末压制过程简化，如图 １５ 所示，取 ３ 个不规则块体验证准确性，其中 Ａ 受正压之后

与 Ｂ、Ｃ 接触，弹性模量 ＥＡ ＝ ＥＢ ＝ ２０６ ＧＰａ＝ ２．０６×１０５ Ｎ ／ ｍｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 νＡ ＝ νＢ ＝ ０．３．
如图 １６、１７，采用 ＰＨＳＥＭ 划分共 １３０ 个单元，４７１ 个节点；ＭＡＲＣ 划分了 ３１ ７４５ 个单元，
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共 ３２ ６１５ 个节点．ＰＨＳＥＭ 仅在两个可能接触区域进行了网格加密操作，剩余部分仅用一个单

元，这便是 ＰＨＳＥＭ 能够根据复杂的接触情况灵活形成单元的优点，从而大大减少了计算量．

图 １４　 平弹性基础与平弹性冲头压力分布

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｕｎｃｈ

图 １５　 不规则块体之间的接触对

Ｆｉｇ． １５　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐａｉｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ｂｌｏｃｋｓ

图 １６　 ＰＨＳＥＭ 网格划分示意图 图 １７　 ＭＡＲＣ 网格划分示意图

Ｆｉｇ． １６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ Ｆｉｇ． １７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＭＡＲＣ

该模型简化了粉末压制过程，研究其中 ３ 个颗粒互相挤压的情况，同样属于弹性问题因而

接触区域存在应力奇异性．图 １８～２１ 分别表示 ＰＨＳＥＭ 接触应力图以及 ＭＡＲＣ 接触应力图，采
用 σ ｙ 作为观察指标．从图 １８、２０ 中可以发现 ＰＨＳＥＭ 得到的整体应力分布明确并符合客观规

律，且块体棱角处可观察到明显的应力集中情况．实际上单元内应力函数是连续的，但此处

ＰＨＳＥＭ 在画图时取值点较分散，因此图 ２０ 中应力等值线不够光滑，且单元间应力场不连续，
而 ＰＨＳＥＭ 并未进行应力磨平操作．此外，该模型中 ＰＨＳＥＭ 对接触中心区域进行网格加密操

作以观察其应力集中情况，而对远离核心观察区域的部分仅用一个单元描述，继续加密能够得

到更好的应力场，但是也会提高计算成本．从图 １９、２１ 中可以发现虽然 ＭＡＲＣ 也出现了明显的

应力集中情况，但接触核心区的应力界限不规则．现通过与 ＭＡＲＣ 的结果对比可知，本研究的

计算结果是有效且正确的，为模拟粉末压制过程提供了基础．
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图 １８　 ＰＨＳＥＭ 接触应力图（左） 图 １９　 ＭＡＲＣ 接触应力图（左）
Ｆｉｇ． １８　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ（ｌｅｆｔ） Ｆｉｇ． １９　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ＭＡＲＣ （ｌｅｆｔ）

图 ２０　 ＰＨＳＥＭ 接触应力图（右） 图 ２１　 ＭＡＲＣ 接触应力图（右）
Ｆｉｇ． ２０　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ（ｒｉｇｈｔ） Ｆｉｇ． ２１　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ＭＡＲＣ （ｒｉｇｈｔ）

３．３　 多体粉末压制

粉末成形是粉末冶金工艺的基本工序之一，其研究重点包括压制后的硬度、变形率的计

算、致密化过程及各点的相对密度等．现采用 ＹＦ０６ 喷雾制粒料的粉末电镜图放大 １００ 倍［１７］，
取 ２０ ｍｍ×２０ ｍｍ 正方形区域内的颗粒作为研究对象（图 ２２）．压制方式为双向压制，每一侧单

步给定位移 ０．０２ ｍｍ，弹性模量 ＥＡ ＝ ２０６ ＧＰａ＝ ２．０６×１０５ Ｎ ／ ｍｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 νＡ ＝ ０．３．
如图 ２３，每个粉体颗粒为一个多边形应力杂交单元，共 ２４ 个．在可能接触区域可以自由加

密节点，使应力集中现象更明显，从而提高计算精度，充分体现了该单元在自由划分网格上的

优势．
该模型模拟粉末压制过程，分析了 ２４ 个颗粒互相接触的情况，ＰＨＳＥＭ 得到的整体应力分

布图（图 ２４），图中各颗粒受挤压而发生明显的变形．图 ２５ 中横轴表示压制过程中的载荷步

数，图 ２６ 中横轴表示压制反力随压制过程的增加情况；由于该模型为二维平面问题，因此纵轴

变形率＝加载后面积 ／原面积．
图 ２５ 中加载前期由于均匀加载且颗粒间孔隙较大，变形率（变形后 ／变形前）变化大致为

线性；图 ２６ 中压制反力随系统变形而增大，后期反力增大变快是由于颗粒间孔隙减少，系统发

生等量变形需要更大的压力；总体接触关系搜索正常，接触区域应力集中现象明显，结果符合

客观规律，继续增加每个颗粒的节点数能够继续提高计算精度，不过也会增大计算量．以上结
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果说明 ＰＨＳＥＭ 研究粉末压制过程行为是有效的，相对于普通有限元方法网格及其细密的情

况有相当大的优越性．

图 ２２　 粉末扫描电镜图 图 ２３　 ＰＨＳＥＭ 网格划分示意图

Ｆｉｇ． ２２　 Ｔｈｅ ｓｃａｎｎｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｎ ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅ Ｆｉｇ． ２３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｓｈ
ｉｍａｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｗｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ＰＨＳＥＭ

图 ２４　 ＰＨＳＥＭ 接触变形 ⁃σ ｙ 应力图

Ｆｉｇ． ２４　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ⁃σ ｙ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ（ＰＨＳＥＭ）

图 ２５　 加载前期接触变形率⁃载荷步变化关系 图 ２６　 压制反力⁃变形率变化关系

Ｆｉｇ． ２５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ａｎｄ Ｆｉｇ． ２６　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｓｔｅｐ ｉｎ ｔｈｅ ｅａｒｌｙ ｌｏａｄｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄ ｃｏｕｎｔｅｒｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒａｔｅ

４　 结　 　 论

本研究引入了多边形杂交单元替代普通单元以模拟接触关系，建立了非连续体接触的高
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效模型．将计算结果与边界元法的结果［１６］ 进行对比，结果显示符合客观规律，ＰＨＳＥＭ 得到的

结果是有效且正确的．定性分析了多边形杂交单元法相对于普通单元在接触分析的精度、以及

该接触算法在接触搜索的计算效率上的特点，证明了 ＰＨＳＥＭ 具有网格划分灵活，能够使用较

少的单元获得高阶应力场以及应力集中现象的优势．
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