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摘要：　 在一定条件下研究了多目标优化问题鲁棒有效解与真有效解之间的关系及鲁棒有效解的

最优性条件．首先，给出多目标优化问题鲁棒弱有效解的概念，研究它与鲁棒有效解和真有效解之

间的关系，举例说明了相关结果的合理性．其次，在次类凸和伪凸性假设下研究了鲁棒有效解的必

要性条件和充分性条件．
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引　 　 言

多目标优化问题就是向量极值问题，即在一定条件下极大化或极小化向量值函数．对于此

类问题，如何定义最优解的概念是一个首要问题．在多目标优化问题中，向量空间没有全序关

系，只有偏序关系，因此向量优化最优解与数值优化最优解有本质区别．１８９６ 年，Ｐａｒｅｔｏ 首先提

出多目标优化问题．１９５１ 年，Ｋｏｏｐｍａｎｓ［１］在生产和分配的活动中也提出了多目标最优化问题，
他第一次提出 Ｐａｒｅｔｏ 有效解的概念．由于有效解的范围较大，在某些向量优化问题中不利于研

究其性质，所以在有效解的基础上产生了真有效解．１９５１ 年，Ｋｕｈｎ 和 Ｔｕｃｋｅｒ［２］ 提出了 Ｋｕｈｎ⁃
Ｔｕｃｋｅｒ 真有效解的概念； １９６８ 年， Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ［３］ 在 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ 真有效解的基础上给出了

Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ 真有效解的概念； １９７７ 年，Ｂｏｒｗｅｉｎ［４］ 利用切锥定义了 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解； １９７９ 年，
Ｂｅｎｓｏｎ［５］利用投影锥给出了 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解的概念； １９８２ 年，Ｈｅｎｉｇ［６］ 利用闭凸锥引进了

Ｈｅｎｉｇ 真有效解的概念．在这些解的概念的基础上，学者们开始研究它们的相关课题，如真有效

解间的关系、解的等价性、最优性条件以及对偶理论．
最初研究的多目标优化问题基本是确定性的优化问题，但是，在实际问题中存在很多不确

定的影响因素，这一现象引起了学者们的极大关注．鲁棒优化［７］是在内部结构和外部环境可能

都不确定的情况下提出的一种新的优化方法，它的目的是求得一个解，对于可能出现的所有情

况，约束条件均满足，并且使最坏情况下目标函数的函数值最优．鲁棒优化已成为解决不确定

性问题的可行工具，许多学者在多目标优化问题鲁棒解的概念及性质的研究中取得了一些显
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著成果［８⁃１１］ ．２０１３ 年，Ｇｅｏｒｇｉｅｖ 等［１２］提出线性多目标优化问题的鲁棒有效解的概念，并得到了

鲁棒有效解的充要条件； ２０１５ 年，Ｚａｍａｎｉ 等［１３］证明了在约束集为紧性条件下，目标函数为凸

函数时鲁棒有效解的充要条件； ２０１８ 年，Ｍｏｒｔｅｚａ 等［１４］研究了在一般锥序的情况下，加上紧性

条件，每个范数鲁棒有效解都是 Ｈｅｎｉｇ 真有效解．
本文在一定条件下，研究多目标优化问题鲁棒有效解与真有效解的关系和鲁棒有效解的

最优性条件，并给出具体例子加以说明．在第 １ 节，给出了一些基本概念和结论．在第 ２ 节，首先

研究了鲁棒有效解与真有效解的关系，然后研究了鲁棒有效解的最优性条件．在第 ３ 节，对本

文内容进行了总结．

１　 预 备 知 识

设 Ｒｎ 是 ｎ 维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间， Ｒｎ
＋ 是它的非负象限．对 Ｒｎ 中的非空子集Ω，ｉｎｔΩ，ｃｌΩ，ｃｏｎｅΩ分

别表示 Ω 的拓扑内部、拓扑闭包和锥包．
Ω 的正极锥和严格正极锥分别为

　 　 Ω ＋ ＝ { ｄ ∈ Ｒｎ： 〈ｘ，ｄ〉 ≥ ０， ∀ｘ ∈ Ω } ，
　 　 Ωｓ＋ ＝ { ｄ ∈ Ｒｎ： 〈ｘ，ｄ〉 ＞ ０， ∀ｘ ∈ Ω ＼ { ０ } } ．
对任意 ｘ－ ∈ ｃｌ Ω，Ω 在 ｘ－ 的切锥和法锥分别定义为

　 　 Ｔ（Ω，ｘ－） ＝ ｄ ∈ Ｒｎ： ∃ { ｘｉ } ⊆ Ω， ｔｉ↓０， ｓ．ｔ． ｌｉｍ
ｉ→∞

ｘｉ － ｘ－

ｔｉ
＝ ｄ{ } ，

　 　 Ｎ（Ω，ｘ－） ＝ { ｄ ∈ Ｒｎ： 〈ｄ，ｘ〉 ≤ ０， ∀ｘ ∈ Ｔ（Ω，ｘ－） } ．
特别地，当 Ω 是凸集时，法锥的等价定义为

　 　 Ｎ（Ω，ｘ－） ＝ { ｘ∗ ∈ Ｒｎ： 〈ｘ∗， ｘ － ｘ－〉 ≤ ０， ∀ｘ ∈ Ω } ．
对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ， 引进如下序关系：
　 　 ｘ ＜ ｙ ⇔ ｘｉ ＜ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
　 　 ｘ ≤ ｙ ⇔ ｘｉ ≦ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｘ ≠ ｙ，
　 　 ｘ ≦ ｙ ⇔ ｘｉ ≦ ｙｉ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．
考虑如下多目标优化问题：
　 　 （ＭＯＰ）　 ｍｉｎ ｆ（ｘ），

ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ω，
其中， Ω⊂ Ｒｎ 为非空子集， ｆ：Ω→ Ｒｐ， 且 ｆ 的每一个分量 ｆｉ，ｉ∈ Ｐ ＝ { １，２，…，ｐ } 是局部 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ 函数．

定义 １［１５］ 　 设 ｘ－ ∈ Ω：
 若不存在 ｘ ∈ Ω，使得 ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ－）， 则称 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的有效解．
 若不存在 ｘ ∈ Ω，使得 ｆ（ｘ） ＜ ｆ（ｘ－）， 则称 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的弱有效解．
 若 Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒｐ

＋， ｆ（ｘ－））∩（ － Ｒｐ
＋） ＝ { ０ } ， 则称 ｘ－ 为（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．

 若 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ω） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｐ
＋）∩（ － Ｒｐ

＋） ＝ { ０ } ， 则称 ｘ－ 为（ＭＯＰ）的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解．
　 　  若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的有效解，且存在 Ｍ ＞ ０， 使得对任意的 ｉ ∈ Ｐ 和 ｘ ∈ Ω 满足 ｆｉ（ｘ） ＜
ｆｉ（ｘ

－）， 总存在满足 ｆ ｊ（ｘ） ＞ ｆ ｊ（ｘ
－） 的 ｊ ∈ Ｐ 使得 （ ｆｉ（ｘ

－） － ｆｉ（ｘ）） ／ （ ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｘ
－）） ≤ Ｍ， 则称 ｘ－

为（ＭＯＰ）的 Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ⁃真有效解，简称为 Ｇ⁃真有效解．
２０１５ 年，Ｚａｍａｎｉ 等在文献［１３］中给出了如下形式的鲁棒有效解：令 ε ＞ ０， 记集合 Ｃ（ε）
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＝ {Ｃ ∈ Ｒｐ×ｎ：‖Ｃ‖ ＜ ε } ， 其中， ‖Ｃ‖ ＝ （∑ ｉ， ｊ
ｃｉｊ ２） １ ／ ２，Ｃ ＝ ［ｃｉｊ］，ｉ ∈ Ｐ ＝ { １，２，…，ｐ } ，

ｊ ∈ Ｎ ＝ { １，２，…，ｎ } ．
定义 ２［１３］ 　 设 ｘ－ ∈ Ω 是（ＭＯＰ）的有效解．若存在 ε ＞ ０， 对任意的 Ｃ∈ Ｃ（ε），ｘ－ 为如下问

题的有效解：
　 　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＋ Ｃｘ，
　 　 ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ω，

则称 ｘ－ 为（ＭＯＰ）的鲁棒有效解．
定义 ３［１６］ 　 设 Ω 为凸集， ｆ：Ω → Ｒ ．若对任意 ｘ１，ｘ２ ∈ Ω，λ ∈ （０，１） 有 ｆ（λｘ１ ＋ （１ －

λ）ｘ２） ＜ λｆ（ｘ１） ＋ （１ － λ） ｆ（ｘ２）， 则称 ｆ 为 Ω 上的严格凸函数．
定义 ４［１６］ 　 设 ｆ：Ｒｎ → Ｒ 在点 ｘ－ ∈ Ｒｎ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数， ｆ 在点 ｘ－ 处沿方向 ｖ ∈ Ｒｎ 的

广义方向导数定义为

　 　 ｆｏ（ｘ－；ｖ） ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｙ→ｘ－，ｔ↓０

ｆ（ｙ ＋ ｔｖ） － ｆ（ｙ）
ｔ

，

ｆ 在点 ｘ－ 处的 Ｃｌａｒｋｅ 次微分定义为

　 　 ∂ｆ（ｘ－） ＝ { ξ ∈ Ｒｎ： ｆｏ（ｘ－；ｖ） ≥ ξ Ｔｖ， ∀ｖ ∈ Ｒｎ } ．
定义 ５［１３］ 　 ｆ 在 ｘ－ 处的下降方向的集合定义为

　 　 Ｇ（ｘ－） ＝ { ｄ ∈ Ｒｎ： ξ Ｔｄ ≤ ０， ∀ξ ∈ ∂ｆ（ｘ－） } ．
文献［１３］中，在一定条件下研究了鲁棒有效解和 Ｇ⁃真有效解的关系，利用切锥和次微分

给出了鲁棒有效解的必要条件．
引理 １［１３］ 　 设 Ω 是紧集．若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒有效解，则 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的 Ｇ⁃真有效解．
引理 ２［１３］ 　 若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒有效解，则 Ｔ（Ω，ｘ－） ∩ Ｇ（ｘ－） ＝ { ０ } ．
定义 ６［１７］ 　 称 ｆ 在 Ω 上是次类凸的，如果存在 ρ ∈－ ｉｎｔ Ｒｐ

＋ 使得对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ω，λ ∈
（０，１） 和 ε ＞ ０，存在 ｚ ∈ Ω 满足

　 　 λｆ（ｘ） ＋ （１ － λ） ｆ（ｙ） － ερ － ｆ（ｚ） ∈ Ｒｐ
＋，

或等价定义为 ｆ（Ω） ＋ ｉｎｔ Ｒｐ
＋ 是凸集．

注 １　 根据文献［１５］，Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解与 Ｇ⁃真有效解等价．由文献［１７］可知，当 ｆ 为次类凸时，Ｂｏｒｗｅｉｎ 真

有效解与 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解等价．文献［１８］中表明，次类凸不能减弱为次似凸或邻近次似凸，即 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ω）） ＋

ｉｎｔ Ｒｐ
＋ 凸或 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒｐ

＋ ） 凸．

定义 ７［１９］ 　 设 ψ：Ω → Ｒ， 如果对任意 ｘ ∈ Ω，ξ ∈ ∂ψ（ｘ－）， 总存在 ｗ ∈ Ω 使得

　 　 〈ξ，ｗ〉 ≥ ０⇒ψ（ｘ） ≥ ψ（ｘ－），
则称 ψ 在点 ｘ－ 处是伪凸函数．

２　 鲁棒有效解的最优性条件研究

本节将研究鲁棒有效解和真有效解的关系，给出鲁棒有效解的必要条件和充分条件．
２．１　 鲁棒有效解与真有效解的关系

首先，给出鲁棒弱有效解的定义，研究鲁棒弱有效解、鲁棒有效解与真有效解的关系．
定义 ８　 如果存在 ε ＞ ０， 对任意 Ｃ ∈ Ｃ（ε），ｘ－ 为如下问题的弱有效解：
　 　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＋ Ｃｘ，
　 　 ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ω，
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则称 ｘ－ ∈ Ω 是（ＭＯＰ）的鲁棒弱有效解．
由定义可知，鲁棒有效解必定是鲁棒弱有效解，但反之需要一些条件才能成立．
定理 １　 设 Ω为凸集，ｘ－ ∈ Ω， ｆ（ｘ） 在 Ω上是严格凸函数．若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒弱有效解，

则 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒有效解．
证明　 假设 ｘ－ 不是（ＭＯＰ）的鲁棒有效解，则对任意的 ε ＞ ０，存在 Ｃ∈Ｃ（ε），ｘ∈Ω ＼ { ｘ－ }

使得

　 　 ｆ（ｘ） ＋ Ｃｘ ≤ ｆ（ｘ－） ＋ Ｃｘ－ ． （１）
由于 ｆ（ｘ） 为Ω上的严格凸函数，故 ｆ（ｘ） ＋ Ｃｘ也为Ω上的严格凸函数，从而对任意的 λ ∈（０，
１） 有

　 　 ｆ（λｘ ＋ （１ － λ）ｘ－） ＋ Ｃ（λｘ ＋ （１ － λ）ｘ－） ＜
　 　 　 　 λ（ ｆ（ｘ） ＋ Ｃｘ） ＋ （１ － λ）（ ｆ（ｘ－） ＋ Ｃｘ－） ．

结合式（１）有
　 　 ｆ（λｘ ＋ （１ － λ）ｘ－） ＋ Ｃ（λｘ ＋ （１ － λ）ｘ－） ＜ ｆ（ｘ－） ＋ Ｃｘ－，

这与 ｘ－ 是鲁棒弱有效解矛盾，故 ｘ－ 是鲁棒有效解．

注２　 定理 １ 中 ｆ（ｘ） 在Ω上是严格凸函数这一条件是否可减弱为一般凸函数还值得进一步研究．下面的

例子可以说明即使不满足这个条件，定理 １ 的结果也可能成立．

例 １　 在（ＭＯＰ）中，令 ｐ ＝ ２，Ω ＝ Ｒ，且 ｆ：Ω → Ｒ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ ｘ，

　 　 ｆ２（ｘ） ＝
０， ０ ≤ ｘ ≤ １，
ｘ － １， ｘ ＞ １ ．{

令 ｘ－ ＝ ０， 则存在 ε ＝ １ ／ ２ 使得 ｘ－ 既是鲁棒弱有效解，也是鲁棒有效解．
引理 １ 在紧性的条件下给出鲁棒有效解与 Ｇ⁃真有效解的关系，并举例说明紧性的条件必

不可少．在没有任何条件时，鲁棒弱有效解蕴含着 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．
定理 ２　 若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒弱有效解，则 ｘ－ 为（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．
证明　 假设 ｘ－ 不是（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解，则存在 ０ ≠ ｄ ∈ Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒｐ

＋，ｆ（ｘ－）） ∩
（ － Ｒｐ

＋） ．不妨设 ｄ１ ＜ ０，ｄｉ ≤ ０，ｉ ＝ ２，３，…，ｐ ．由切锥的定义知，存在 ｔｋ↓０，ｄｋ → ｄ 使得

　 　 ｆ（ｘ－） ＋ ｔｋｄｋ ∈ ｆ（Ω） ＋ Ｒｐ
＋，　 　 ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ ．

从而存在 ｘｋ ∈ Ω ＼ { ｘ－ } ，ｐｋ ∈ Ｒｐ
＋ 使得 ｆ（ｘ－） ＋ ｔｋｄｋ ＝ ｆ（ｘｋ） ＋ ｐｋ， 即

　 　 ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ （ ｔｋｄｋ） ｊ ＝ ｆ ｊ（ｘｋ） ＋ （ｐｋ） ｊ，　 　 ∀ｊ ∈ Ｐ ．

下证对任意的 ε ＞ ０， 存在矩阵 Ｃ ∈ Ｃ（ε） 和 ｘｋ ∈ Ω ＼ { ｘ－ } 使得 ｆ（ｘｋ） ＋ Ｃｘｋ ＜ ｆ（ｘ－） ＋
Ｃｘ－， 即 ｘ－ 不是鲁棒弱有效解．令 Ｃ ｊ（ ｊ ∈ Ｐ） 为矩阵 Ｃ 的行向量．

当 ｊ ＝ １，ｋ 充分大时， （ｄｋ） １ ＜ ０， ｆ１（ｘ
－） ＋ （ ｔｋｄｋ） １ ＝ ｆ１（ｘｋ） ＋ （ｐｋ） １， 故

　 　 ｆ１（ｘ
－） － ｆ１（ｘｋ） ＝ （ｐｋ） １ － （ ｔｋｄｋ） １ ＞ ０．

取 Ｃ１ ＝ ０， 则 ｆ１（ｘ
－） － ｆ１（ｘｋ） ＞ Ｃ１（ｘｋ － ｘ－）， 即

　 　 ｆ１（ｘ
－） ＋ Ｃ１ｘ

－ ＞ ｆ１（ｘｋ） ＋ Ｃ１ｘｋ ．
当 ｊ ≠ １ 时， （ｄｋ） ｊ 分两种情况．
考虑第一种情况： （ｄｋ） ｊ ＜ ０， 故 （ｐｋ） ｊ － （ ｔｋｄｋ） ｊ ＞ ０．取 Ｃ ｊ ＝ ０， 有 ｆ ｊ（ｘ

－） － ｆ ｊ（ｘｋ） ＞ Ｃ ｊ（ｘｋ

－ ｘ－）， 故

　 　 ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ Ｃ ｊｘ

－ ＞ ｆ ｊ（ｘｋ） ＋ Ｃ ｊｘｋ，　 　 ∀ｊ ∈ { ２，３，…，ｐ } ．
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考虑第二种情况： （ｄｋ） ｊ ≥ ０， 对任意 ε ＞ ０， 由 ｔｋ↓０， ｄｋ → ｄ 知，当 ｋ 充分大时，有 － ε

＜ － （ ｔｋｄｋ） ｊ ≤ ０．取 Ｃ ｊ ＝ － ２ε
ｘｋ － ｘ－

‖ｘｋ － ｘ－‖２， 有 Ｃ ｊ（ｘｋ － ｘ－） ＝ － ２ε ＜ － （ ｔｋｄｋ） ｊ， 故

　 　 ｆ ｊ（ｘ
－） － ｆ ｊ（ｘｋ） ＝ （ｐｋ） ｊ － （ ｔｋｄｋ） ｊ ＞ Ｃ ｊ（ｘｋ － ｘ－），　 　 ∀ｊ ∈ { ２，３，…，ｐ } ．

从而有

　 　 ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ Ｃ ｊｘ

－ ＞ ｆ ｊ（ｘｋ） ＋ Ｃ ｊｘｋ，　 　 ∀ｊ ∈ { ２，３，…，ｐ } ．
综上所述，有 ｆ（ｘ－） ＋ Ｃｘ－ ＞ ｆ（ｘｋ） ＋ Ｃｘｋ ．这与 ｘ－ 是鲁棒弱有效解矛盾，所以 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒ⁃
ｗｅｉｎ 真有效解．

下面通过例子来说明定理 ２ 的合理性．
例 ２　 在（ＭＯＰ）中，令 ｐ ＝ ２，Ω ＝ Ｒ， 且 ｆ：Ω → Ｒ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ － ｘ，
　 　 ｆ２（ｘ） ＝ ｘ３ ．
容易验证 ｘ－ ＝ １ 是鲁棒有效解（考虑 ε ＝ １ ／ １０），且由图 １ 可知，ｘ－ ＝ １ 是 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．

图 １　 ｆ（Ω） 与 Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒ２
＋ ，ｆ（１））

Ｆｉｇ． １　 ｆ（Ω） ａｎｄ Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒ２
＋ ，ｆ（１））

　 　 定理 ２ 只是充分条件，而并非必要条件，见例 ３．
例 ３　 在（ＭＯＰ）中，令 ｐ ＝ ２，Ω ＝ Ｒ， 且 ｆ：Ω → Ｒ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ ｘ，

　 　 ｆ２（ｘ） ＝

３
２
， ｘ ≤ ０，

２， ０ ＜ ｘ ＜ １，
１
ｘ
， ｘ ≥ １ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

考虑 ｘ－ ＝ １， 由图 ２ 可知， ｘ－ 是 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．对任意的 ε ＞ ０， 令 Ｃ ＝ （ｃ１，ｃ２） Ｔ ＝ （ε ／ ４，
ε ／ ２） Ｔ，ｘ－ 不是如下问题的有效解：

　 　 ｍｉｎ ｆ１（ｘ） ＋ ε
４

ｘ， ｆ２（ｘ） ＋ ε
２

ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ｒ ．
事实上，对任意的 ε ＞ ０， 取 ｘε ＝ － １ ／ ε， 有

８６３１ 多目标优化问题鲁棒有效解与真有效解之间的关系



　 　 ｆ１（ｘε） ＋ ｃ１ｘε ＝ － １
ε

－ １
４

＜ ｆ１（ｘ
－） ＋ ｃ１ｘ

－ ＝ １ ＋ ε
４
，

　 　 ｆ２（ｘε） ＋ ｃ２ｘε ＝ ３
２

－ １
２

＜ ｆ２（ｘ
－） ＋ ｃ２ｘ

－ ＝ １ ＋ ε
２
，

即存在 ｘε ∈ Ｒ 使得 ｆ（ｘε） ＋ Ｃｘε ＜ ｆ（ｘ－） ＋ Ｃｘ－， 故 ｘ－ ＝ １ 不是鲁棒弱有效解．

图 ２　 ｆ（Ω） 与 Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒ２
＋ ，ｆ（１））

Ｆｉｇ． ２　 ｆ（Ω） ａｎｄ Ｔ（ ｆ（Ω） ＋ Ｒ２
＋ ，ｆ（１））

由注 １ 中 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解与 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解的等价性，还可以得到如下结果．
推论 １　 设 ｆ在 Ω 上是次类凸函数．若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒弱有效解，则 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的 Ｂｅｎ⁃

ｓｏｎ 真有效解或 Ｇ⁃真有效解．
文献［１３］中例 ３．１ 表明，在非紧性的条件下鲁棒有效解不能推出 Ｇ⁃真有效解．实际上是因

为该例子中 ｆ 不是次类凸的．当 ｆ 是次类凸时，即使没有紧性，也可以得到 Ｇ⁃真有效解，下面的

例子可以说明这个问题．
例 ４　 在（ＭＯＰ）中，令 ｐ ＝ ２，Ω ＝ Ｒ， 且 ｆ：Ω → Ｒ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ ｘ，

　 　 ｆ２（ｘ） ＝
－ ｘ ＋ １， ０ ≤ ｘ ≤ １，
０， ｘ ＞ １ ．{

容易验证 ｘ－ ＝ ０ 是（ＭＯＰ）的有效解，而且 ｘ－ 还是鲁棒有效解（考虑 ε ＝ １ ／ ２）， 故由定理 ２
知， ｘ－ 是（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．又由于 ｆ 是次类凸的，所以由推论 １ 知， ｘ－ 是（ＭＯＰ）的

Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，故 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的 Ｇ⁃真有效解．
鲁棒有效解与真有效解的关系如下所示：

注 ３　 ２０１８ 年，Ｍｏｒｔｅｚａ 等将自然锥序 Ｒｐ
＋ 推广到一般锥序 Ｋ，研究了当 Ω 为紧集时，锥序 Ｋ 下的鲁棒有效

解能推出锥序 Ｋ 下的 Ｈｅｎｉｇ 真有效解（见文献［１４］中定理 ４．２）．可以类似证明，在去掉紧性的条件下，不一定

能得到 Ｈｅｎｉｇ 真有效解，但是能得到局部 Ｈｅｎｉｇ 真有效解．
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推论 ２　 若 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的鲁棒有效解，则 ｘ－ 是（ＭＯＰ）的局部 Ｈｅｎｉｇ 真有效解．
２．２　 鲁棒有效解的最优性条件

最优性条件是最优化问题的最优解所必须满足的条件．本节研究了在次类凸性假设下鲁

棒弱有效解的必要性条件，在伪凸性假设下鲁棒有效解的充要条件．
引理 ３［４］ 　 设 Ｎ，Ｋ ⊂ Ｒｎ 是两个闭凸锥，且满足 Ｎ ∩ Ｋ ＝ { ０ } ，则（ － Ｎ ＋）∩（Ｋｓ＋） ≠ ⌀ ．
定理 ３　 设 Ω 为凸集，ｘ－ ∈ Ω， ｆｉ（ ｉ ∈ Ｐ） 是次类凸函数．若 ｘ－ 是鲁棒弱有效解，则存在 λ ＝

（λ １，λ ２，…，λ ｐ） Ｔ ＞ ０ 使得 ０ ∈ ∑ ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉ∂ｆｉ（ｘ

－） ＋ Ｎ（Ω，ｘ－） ．

证明　 因为 ｘ－ 是鲁棒弱有效解，由定理 ２ 和注 １ 知， ｘ－ 是 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，即
　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ω） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｐ

＋） ∩ （ － Ｒｐ
＋） ＝ { ０ } ．

由引理 ３ 知，
　 　 （ｃｌ ｃｏｎｅ（ ｆ（Ω） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｐ

＋）） ＋∩ （Ｒｐ
＋） ｓ＋ ≠ ⌀ ．

从而存在 λ ＞ ０ 使得 λＴ（ ｆ（Ω） － ｆ（ｘ－） ＋ Ｒｐ
＋） ≥ ０， 这表明 ｘ－ 是 ｍｉｎｘ∈Ω λＴｆ（ｘ） 的最优解，故存

在 λ ＞ ０ 使得

　 　 ０ ∈ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉ∂ｆｉ（ｘ

－） ＋ Ｎ（Ω，ｘ－） ．

定理 ４　 令 Ω 是凸集，ｘ－∈Ω， ｆ 是伪凸函数，则 ｘ－ 是鲁棒有效解当且仅当 Ｔ（Ω，ｘ－）∩Ｇ（ｘ－）
＝ { ０ } ．

证明 　 必要性由引理 ２ 知显然成立．
下面证明充分性．首先证明 ｘ－ 是有效解．假设 ｘ－ 不是有效解，则存在 ｘ０∈Ω 使得 ｆ（ｘ０） －

ｆ（ｘ－） ∈－ Ｒｐ
＋ ＼ { ０ } ．因为Ω是凸集，故 ｘ０ － ｘ－ ∈ Ｔ（Ω，ｘ－） ．由于 ｆ是伪凸函数，则对任意的 μ∗ ∈

Ｒｐ
＋ ＼ { ０ } ，μ∗  ｆ 是伪凸函数，这表明

　 　 ０ ≥ （μ∗  ｆ）（ｘ０） － （μ∗  ｆ）（ｘ－） ≥ ξ Ｔ（ｘ０ － ｘ－），　 　 ∀ξ ∈ ∂（μ∗  ｆ）（ｘ－） ．
这说明 ｘ０ － ｘ－ ∈ Ｇ（ｘ－），故 ０ ≠ ｘ０ － ｘ－ ∈ Ｔ（Ω，ｘ－） ∩ Ｇ（ｘ－），这与假设矛盾，故 ｘ－ 是有效解．

余下证明与文献［１４］中定理 ５．１的证明类似．
下面通过例子说明定理 ４ 的合理性．
例 ５　 在（ＭＯＰ）中，令 ｐ ＝ ２，Ω ＝ Ｒ， 且 ｆ：Ω → Ｒ２ 定义为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ ｘ，
　 　 ｆ２（ｘ） ＝ － ｘ３ ．
考虑 ｘ－ ＝ － １， 容易验证存在 ε ＝ １ ／ １０ 使得 ｘ－ 是鲁棒有效解，并且有

　 　 Ｔ（Ω，ｘ－） ∩ Ｇ（ｘ－） ＝ { ０ } ．

３　 结　 　 论

本文主要研究了多目标优化问题鲁棒有效解与真有效解之间的关系， 并给出鲁棒有效解

的最优性条件， 推广了文献［１３］中的定理 ３．１ 和文献［１４］中的定理 ４．２、 定理 ５．１， 得出如下

结论：
１） 在 ｆ 是严格凸函数的条件下，给出鲁棒有效解与鲁棒弱有效解的等价性．
２） 在没有任何条件下，给出鲁棒弱有效解与 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的关系．从而得出：当 ｆ 为

次类凸函数时，鲁棒弱有效解意味着 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解或 Ｇ⁃真有效解．
３） 在 ｆ 是次类凸函数时，利用线性标量化方法给出鲁棒弱有效解的必要条件．同时，在 ｆ
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是伪凸函数时，给出了鲁棒有效解的充要条件．
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